15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

Integralrechnung Aufgaben

Losungsschema  Typ Aufgaben mit einem Parameter

Wasserbecken
Bergstollen-Aufgabe
BMX-Rampe
Deichquerschnitte
Wachstum von Wildblumen
Zuschauerquote
Wasserbecken

Dreieck mit maximalem Flacheninhalt
Ausflussgeschwindigkeit
Staubecken gA

Gastank

Staubecken eA
Rotationskorper

Eingangstor



1 Integralrechnung Aufgaben

\ YA /
4
3
9
14
2 5 @

Die Parabel f(z) =22 (x > 0), die Gerade y = 4 und die y-Achse umschlieBen eine Fliche A.
Welche Parallele zur x-Achse halbiert die Flidche A?
Gib die Gleichung dieser Parallelen an.

Berechne den Inhalt der Fliche, die von dem Graphen der Funktion f(x) = 23 — 322 + 4 und der
Tangente im Maximum umschlossen wird. Die Integrationsgrenzen sollen auch berechnet werden.

Gegeben ist die Funktion f(x) = ax? — 4az, wobei a < 0 ist.
Bestimme a so, dass die vom Graphen der Funktion und der z-Achse eingeschlossene Flidche den
Inhalt ? FE (Flacheneinheiten) hat.

Der Graph der Funktion f(z) = ixQ wird von einer Geraden mit positiver Steigung, die durch
den Ursprung verlauft, geschnitten. Wie grof ist die Steigung, damit die umschlossene Fliche 9 FE
(Flédcheneinheiten) betriagt?

Gegeben sind die Funktionen f(z) = —%xB’ +222, k>0, und g(x)=22.

a) Berechne die z—Koordinaten des Minimums Min(? | 0) und des Maximums
Max(? | - k%) von f.

b) Fertige eine Skizze der Graphen fiir k = 3 an.

c) Berechne fiir allgemeines k die von den Graphen f und g eingeschlossene Fliche.

d) Gibt es ein k, so dass die eingeschlossene Fliche minimal wird? (Begriindung erforderlich)

Gegeben ist die Funktion f(z) = —2? + 6x. Berechne den Inhalt der Fliche, die die Tangenten in den
Nullstellen mit dem Graphen von f einschlielen.
Bei dieser Aufgabe gibt es wesentliche Vereinfachungen!

T © Roolfs



1 Aufgaben Integralrechnung Losungen

\ YA /
3A
2A
1 x2:4 — 1‘122, (.%'2——2)
2 14
/(4—x2)d:c:13—6
0 S
-2 -1 1 2 x
?=c = x1 =+, (x2=—4/c)
Ve ) 9
/(c—x)dx:—c\/E
0
2
gc\/ézg — c= V16
2. Max(0|4), Min(2]0)
23 —3224+4=14 — r1=0, z3=3
3 4 3
/(4—x3+3x2—4)dx:[—$—+x3} :%
0 4 0
! 32
3. az® —4dar =0 = r1 =0, xp=4 /(ax2—4ax)dx:—?a
0
32 16 1
34T 73 = @=73
4m

(@)
S
I
o
o\
w
>
8
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&H
—~
8
=
QL
=
I
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o
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+ Typ Aufgaben mit einem Parameter

Wie ist das a zu wéhlen, dass ... ?

Bei diesem Aufgabentyp ist stets eine Gleichung mit der Variablen a aufzustellen.

Eine Seite der Gleichung ergibt sich aus der in der Aufgabe genannten Bedingung, z. B.
eingeschlossene Fléche hat den Inhalt 1—36 FE (Fliacheneinheiten). Die andere Seite besteht
aus dem Ansatz fiir die Berechnung der Fliche. Dieser Ansatz enthélt den Parameter a
und hat die gleiche Form, als wenn fiir a eine Zahl schon bekannt wére.

Zu guter Letzt ist die Gleichung zu l6sen.

Haufig kann x oder eine Potenz von x ausgeklammert werden.

Liegen Bruchterme vor, ist es ratsam, beide Seiten mit dem Hauptnenner zu multiplizieren,
dann sind die Bruchterme verschwunden.

T © Roolfs




10.

11.

12.

13.

14.

Berechne den Inhalt der Fliche, die von der Geraden y = 4x + 1 und
dem Graphen der Funktion f(z) = 22 + 1 umschlossen wird. (algebraisch oder GTR)

. Der Graph der Funktion f(z) = 23, wird von einer Geraden mit positiver Steigung, die durch den

Ursprung verlauft, geschnitten. Wie grof ist die Steigung, damit die im 1. Quadranten umschlossene
Flache % FE betragt?

Berechne den Inhalt der Fliche, die von den Graphen der Funktionen f(z) = —%:cg + 322

und g¢(r) = 22 im 1. Quadranten umschlossen wird. (berechne algebraisch)

Im 1. Quadranten sind die z- und die y-Achse positiv.

Berechne das &k (k > 0) so, dass der Inhalt der Flidche, die von dem Graphen der Funktion
flx) = —%x‘g + 22 im 1. Quadranten mit der 2-Achse eingeschlossen wird, 18 FE betriigt.

Welche Parallele zur y-Achse halbiert die Fliche unter der Parabel f(z) = 22
in den Grenzen 0 bis 27 (berechne algebraisch)

Gegeben sind die Funktionen fy(z) = —%xB’ +422 k>0, undg(z) =22

a) Berechne fiir f; die z-Koordinaten der Punkte mit waagerechter Tangente.

b) Fiir welches k hat die von den Graphen von f; und g eingeschlossene Fliche den Inhalt %?

Eine nach unten geoffnete, zur y-Achse symmetrische Parabel mit dem y-Achsenabschnitt 1

schliefit mit der x-Achse eine Fliche mit dem Inhalt A = ? ein. Ermittle die Parabelgleichung.

1 9

Gegeben sind die Funktionen fy(x) = %x — 3% k # 0.

a) Zeige, dass der Inhalt der von der Parabel und der z-Achse einschlossenen Fléiche
unabhéngig von k ist.

b) Ermittle Nullstellen und Scheitel der Parabel und begriinde die Aussage aus a) anschaulich.

© TRoolfs




10.

11.

12.

13.

Berechne den Inhalt der Fliche, die von der Geraden y = 4x + 1 und

dem Graphen der Funktion f(z) = 22 + 1 umschlossen wird. (algebraisch oder GTR)

_ 32
A= 3 I'E

. Der Graph der Funktion f(z) = 23, wird von einer Geraden mit positiver Steigung, die durch den

Ursprung verléuft, geschnitten. Wie grof} ist die Steigung, damit die im 1. Quadranten umschlossene
Fliche % FE betragt? vm
/ (mz — 23) dz
0

. Berechne den Inhalt der Fliche, die von den Graphen der Funktionen f(x) = —%:cg + 322

und g(z) = 2? im 1. Quadranten umschlossen wird. (berechne algebraisch)
Im 1. Quadranten sind die z- und die y-Achse positiv. A=32FpE

Berechne das &k (k > 0) so, dass der Inhalt der Fliche, die von dem Graphen der Funktion
flx) = —%x‘g + 22 im 1. Quadranten mit der 2-Achse eingeschlossen wird, 18 FE betriigt.

Welche Parallele zur y-Achse halbiert die Fliche unter der Parabel f(z) = z?
in den Grenzen 0 bis 27 (berechne algebraisch) v= 31

Gegeben sind die Funktionen fj(z) = —%xB’ +422 k>0, undg(z) =222

a) Berechne fiir fi die z-Koordinaten der Punkte mit waagerechter Tangente. z1 =0, x9 = %k

b) Fiir welches k hat die von den Graphen von f; und g eingeschlossene Fliche den Inhalt %?

Eine nach unten geoffnete, zur y-Achse symmetrische Parabel mit dem y-Achsenabschnitt 1

schliefit mit der x-Achse eine Fliche mit dem Inhalt A = ? ein. Ermittle die Parabelgleichung.

AY

]Y

Ansatz f(r) = —ax?®+1

1
Nullstellen x5 = :l:\/g, /Of(x) dr = % = a= 1_16

© Roolfs




14. Gegeben sind die Funktionen fi(x) = %x - ixQ, k #0.

k:?’

a) Zeige, dass der Inhalt der von der Parabel und der z-Achse einschlossenen Fléiche

. . . 2k
unabhéngig von k ist. Nullstellen z; = 0, x5 = 2k, f(x)dz = 4
0

3
b) Ermittle den Scheitel der Parabel und begriinde die Aussage aus a) anschaulich. S (k: | %)

k bewirkt eine horizontale Streckung und eine vertikale Stauchung.

15. Gegeben ist die Funktionenschar f; mit fi(z) = 3z%(1 — %), k> 0.

a) Bestimmen Sie fiir die Graphen von fj die Schnittpunkte mit der x-Achse, sowie Extrema und
Wendepunkte. Zeichnen Sie den Graphen von f3.

(zur Kontrolle: N1(0]0), Na(k|0), Min(0|0), Max(3k|3k*), W(sk|2k2))

b) Gegeben ist ferner die Funktion g(z) = x2.
Berechnen Sie nun k so, dass das von den Graphen der Funktionen f; und g eingeschlossene
Fléchenstiick den Inhalt % FE hat.

2

(zur Kontrolle: Schnittstellen x1 = 0 und xg = gk:, A= 31 k>, k=3)
AY
4A
3 .
2 .
1 -
5 I
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+ Wasserbecken

15. Ein quaderférmiges Becken mit 8 m Lénge, 5 m Breite und 3 m Hohe
wird mit Wasser gefiillt. Zu Beginn betrégt die Wasserhthe 0,1 m.
Der Zu- bzw. Abfluss des Wassers wird modellhaft durch die Zulaufratenfunktion

ft)=1>—13t* +40t, 0<t<9
beschrieben (f(t) in m? pro Stunde, ¢ in Stunden).

a) Geben Sie die Zeitpunkte an, zu denen das Wasser weder zu- noch abléuft,

und berechnen Sie die Zeitpunkte maximalen Zu- bzw. Abflusses.

o
~—

Skizzieren Sie den Graphen Gy der Zulaufratenfunktion f.

Wie viel Wasser befindet sich nach 3 Stunden im Becken?

e o

Bestimmen Sie die Hohe des Wasserstands am Ende des gesamten Einfiillvorgangs.

@

—
S~—

Berechnen Sie die maximale Wassermenge im Becken.

Nach welcher Zeit wiirde des Becken iiberlaufen, falls die Zeitbeschrinkung aufgehoben wiirde?



+ Wasserbecken  Ergebnisse

15. Ein quaderférmiges Becken mit 8 m Lénge, 5 m Breite und 3 m Hohe
wird mit Wasser gefiillt. Zu Beginn betrégt die Wasserhche 0,1 m.
Der Zu- bzw. Abfluss des Wassers wird modellhaft durch die Zulaufratenfunktion

f)=1>—13t> +40t, 0<t<9

beschrieben (f(t) in m?® pro Stunde, ¢ in Stunden).

a)

Geben Sie die Zeitpunkte an, zu denen das Wasser weder zu- noch ablauft,
t1=0,1t3=>5,t3=38
und berechnen Sie die Zeitpunkte maximalen Zu- bzw. Abflusses. 90
tMax = 27 IMin = ? » TRand = 9

Skizzieren Sie den Graphen Gy der Zulaufratenfunktion f.

Wie viel Wasser befindet sich nach 3 Stunden im Becken? 4 + 83,25 (m?)

Bestimmen Sie die Hohe des Wasserstands am Ende des gesamten Einfiillvorgangs.
4 + 101,25 (m?), h =263 (m)

Berechnen Sie die maximale Wassermenge im Becken. / ft)de +4

= 118,58 (m?)
beachte: F(9) = 105,25 < 118,58 (m?)

Nach welcher Zeit wiirde das Becken iiberlaufen, falls die Zeitbeschrinkung aufgehoben wiirde?
F(z)=8-5-3 = x=9,33(h)

100 -

50

LY
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1 Bergstollen-Aufgabe Baden-Wiirttemberg 2013

16. Der Querschnitt eines 50 m langen Bergstollens wird beschrieben durch die x-Achse und
den Graphen der Funktion

f(z) =0,022% —0,8222 +8, —4<z<4  (zund f(z) in Meter).

a) An welchen Stellen verlaufen die Wénde des Stollens am steilsten?
Welchen Winkel schliefen die Wiande an diesen Stellen mit der Horizontalen ein?
Nach einem Wassereinbruch steht das Wasser im Stollen 1,7 m hoch.
Wie viel Wasser befindet sich in dem Stollen?

b) Im Stollen soll in 6 m Hohe eine Lampe aufgehéngt werden.
Aus Sicherheitsgriinden muss die Lampe mindestens 1,4 m von den Wénden entfernt sein.

Uberpriifen Sie, ob dieser Abstand eingehalten werden kann.

c) Ein wiirfelformiger Behilter soll so in den Stollen gestellt werden, dass er auf einer seiner
Seitenflichen steht. Wie breit darf der Behilter hochstens sein?

© Roolfs




1 Bergstollen-Aufgabe Losungshinweise

16. Der Querschnitt eines 50 m langen Bergstollens wird beschrieben durch die z-Achse und
den Graphen der Funktion

f(x) =0,022* — 0,822 +8, —4<x<4 (z und f(z) in Meter).

a) An welchen Stellen verlaufen die Wande des Stollens am steilsten? T/ = £2,614
Welchen Winkel schliefen die Wiande an diesen Stellen mit der Horizontalen ein? a = 70,7°
Nach einem Wassereinbruch steht das Wasser im Stollen 1,7 m hoch.

Wie viel Wasser befindet sich in dem Stollen? Vivasser = G - 50 = 605,71 [m3]

A(3,20]1,7)

]Y

b) Im Stollen soll in 6 m Hohe eine Lampe aufgehéingt werden.
Aus Sicherheitsgriinden muss die Lampe mindestens 1,4 m von den Wéanden entfernt sein.
Uberpriifen Sie, ob dieser Abstand eingehalten werden kann.
d(u) = /u? + (f(u) - 6)2

dmin(1,303) = 1,463 [m]
Mindestabstand wird eingehalten.

c) Ein wiirfelférmiger Behélter soll so in den Stollen gestellt werden, dass er auf einer seiner
Seitenflachen steht. Wie breit darf der Behélter hochstens sein? f)
2u = f(u

2u = 4,442 [m]

T © Roolfs
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+ BMX-Rampe NRW 2013 geéindert

17. Die Funktionenschar
fa(x):—%‘ﬂx‘g—}—%x; —-8<x<0; 32<a<4
beschreibt die Form einer BMX-Rampe.
a) Zeigen Sie, dass die Funktionswerte im Bereich —av/3 < 2 < 0 negativ sind.

b) Ermitteln Sie den tiefsten Punkt des Graphen.

c) Ermitteln Sie a, so dass die Steigung bei x = —8 genau —3 betrégt.
8v5
5 -

Fiir die restlichen Fragestellungen sei a =

Berechnen Sie die Hohe des Startpunktes S(—8 7).
d) Ermitteln Sie die durchschnittliche Steigung auf dem Intervall [—8;0].

e) Ermitteln Sie das Volumen der Erdmasse, die ausgehoben werden muss, wenn die Rampe in den
Boden eingelassen wird und sie 2 Meter breit ist (die x-Achse kennzeichnet die Erdoberfléche).

f) Ein BMX-Fahrer fahrt die Rampe herunter und springt knickfrei vom Absprungpunkt A(0 | 0) ab.
Die Sprunglinie ist dabei parabelformig und er kommt im Punkt P(4 | 0) wieder auf.
Ermitteln Sie die Gleichung der Parabel.

© Roolfs
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+ BMX-Rampe NRW 2013 geéindert

17. Die Funktionenschar

fa(x):—%“gx‘g—}—%x; —-8<x<0; 32<a<4

beschreibt die Form einer BMX-Rampe.

a)
b)

c)

Zeigen Sie, dass die Funktionswerte im Bereich —ay/3 < z < 0 negativ sind. fa(x) =0
Ermitteln Sie den tiefsten Punkt des Graphen. T(— a| —%), fl(—a) = % >0

Ermitteln Sie a, so dass die Steigung bei x = —8 genau —3 betrigt.

Fiir die restlichen Fragestellungen sei a = %ﬁ = 3,578.

Berechnen Sie die Hohe des Startpunktes S(—8|7). S(—814)

Ermitteln Sie die durchschnittliche Steigung auf dem Intervall [—8;0]. m = —%
Ermitteln Sie das Volumen der Erdmasse, die ausgehoben werden muss, wenn die Rampe in den
Boden eingelassen wird und sie 2 Meter breit ist (die x-Achse kennzeichnet die Erdoberfléche).

V=|-144]

Ein BMX-Fahrer fihrt die Rampe herunter und springt knickfrei vom Absprungpunkt A(0 | 0) ab.
Die Sprunglinie ist dabei parabelférmig und er kommt im Punkt P(4 | 0) wieder auf.
Ermitteln Sie die Gleichung der Parabel. 3 3

ba) = 2 + B, 0) =

=~

AY

© Roolfs
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+ Deichquerschnitte

18. Querschnitte von Deichen werden durch die Funktionenschar

1 1
fr(@) = -z + £2% k>0

modelliert (x und fi(z) in m).

L T T T T T T T

10 20 30 40 50 60 70

<Y

Ordnen Sie die Graphen ihrem jeweiligen k zu.

S

o

Bestimmen Sie in Abhéngigkeit von k die Nullstellen und den Hochpunkt.

Ermitteln Sie die Ortskurve der Hochpunkte.

o

Uberpriifen Sie, ob die Steigung der Graphen in den Nullstellen von k abhiingig ist.

Wie viel m? Material, abhingig von k, wird fiir 1 km Deich gebraucht?

]
~

T © Roolfs
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+ Deichquerschnitte

18. Querschnitte von Deichen werden durch die Funktionenschar
fela) = —ad + 122, k>0
k - k2 k )

modelliert (z und fx(z) in m).

]Y

a) Ordnen Sie die Graphen ihrem jeweiligen k zu. k stimmt mit der 2. Nullstelle iiberein.

b) Bestimmen Sie in Abhéngigkeit von k die Nullstellen und den Hochpunkt. N1 =0, zn9 =k
2 4

H(5k | 5:k)

c) Ermitteln Sie die Ortskurve der Hochpunkte. Y= %:c

d) Uberpriifen Sie, ob die Steigung der Graphen in den Nullstellen von k abhingig ist.
fi(0) =0, fr(k) = -1

2
e) Wie viel m® Material, abhiingig von k, wird fiir 1 km Deich gebraucht? lf—Z 1000 m3

T © Roolfs
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+ Wachstum von Wildblumen

19. Das Wachstum von Wildblumen wird durch die Funktionenschar

frlz)=22a% — 2042 41350, 1<k <3, 0<z<k

modelliert. fi(z) gibt dabei die Wachstumsgeschwindigkeit in ¢m pro Monat zum Zeitpunkt z an.
Der Parameter k ist fiir jede Wildblumenart spezifisch.

|
-
J
_
s]Y

a) Zu sehen sind die Graphen fiir k € {1, 2, 3}.
Ordnen Sie die Graphen dem jeweiligen k begriindet zu und beschreiben Sie den Einfluss von k.

b) Zu welchem Zeitpunkt ist das Pflanzenwachstums maximal und wie grof} ist es dann?
c) Wie grof wird eine Pflanze?
d) Wie lange ist eine Pflanze gewachsen, die am Ende 80,2 cm grofl geworden ist?

Ermitteln Sie die Wendepunkte von fi(x).
Welche Bedeutung hat ein Wendepunkt fiir das Wachstum?

¢]
~

f)  Wir wollen das Modell verbessern. Die Wachstumsgeschwindigkeit soll unabhéngig von der Wachs-
tumsdauer (Parameter k) durch einen Parameter beeinflusst werden. Wie konnte eine Funktionen-
schar nun aussehen?

T © Roolfs
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+ Wachstum von Wildblumen

19. Das Wachstum von Wildblumen wird durch die Funktionenschar

frlz)=22a% — 2042 41350, 1<k <3, 0<z<k

modelliert. fi(z) gibt dabei die Wachstumsgeschwindigkeit in ¢m pro Monat zum Zeitpunkt z an.
Der Parameter k ist fiir jede Wildblumenart spezifisch.

8Y

Zu sehen sind die Graphen fiir k € {1, 2, 3}.
Ordnen Sie die Graphen dem jeweiligen k begriindet zu und beschreiben Sie den Einfluss von k.

Zu welchem Zeitpunkt ist das Pflanzenwachstums maximal und wie grof} ist es dann? Max(% | 20@)

g 45k?
Wie grofl wird eine Pflanze? / fi(@)de = =7
0
Wie lange ist eine Pflanze gewachsen, die am Ende 80,2 ¢m grofi geworden ist? 2,7 Monate
Ermitteln Sie die Wendepunkte von fi(x). W(% | 10a)

Welche Bedeutung hat ein Wendepunkt fiir das Wachstum?

Wir wollen das Modell verbessern. Die Wachstumsgeschwindigkeit soll unabhéngig von der Wachs-
tumsdauer (Parameter k) durch einen Parameter beeinflusst werden.
Wie konnte eine Funktionenschar nun aussehen? z.B. fra(x) =a- fu(x)

© Roolfs
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+ Zuschauerquote

20. Der Sender VTV beginnt eine neue Talkshow. Die Zuschauerquote der Pilotsendung
und der folgenden 10 Sendungen in Prozent wird sich erfahrungsgemé&fl mit

fule) = —22008 1 300,02 4 90 0 < k<100, 0< <10

entwickeln. Fiir das k liegen unterschiedliche Vermutungen vor.

AY
90

80
70
60 -
50
40
30 1
20
10 4

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Zu sehen sind die Graphen fiir k € {2, 15, 45, 75}.
Ordnen Sie die Graphen dem jeweiligen k begriindet zu und beschreiben Sie den Einfluss von k.

Bestimmen Sie die Extrema und die Wendepunkte der Funktionenschar.
Welche Bedeutung hat der Wendepunkt im Sachzusammenhang?

Bei der 5. Folgesendung (also x = 5) wird eine Zuschauerquote von 22% ermittelt.
Der Sendung soll ein giinstigerer Sendetermin zugewiesen werden, wenn es mehr als 25% werden.
Besteht diese Moglichkeit?

Warum ist die Beschrinkung auf 0 < z < 10 sinnvoll?

Zeigen Sie (auf einfache Weise unter Beachtung der Symmetrie zum Wendepunkt), dass die

durchschnittliche Zuschauerquote 10 + g betrigt.

© Roolfs
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+ Zuschauerquote

20. Der Sender VTV beginnt eine neue Talkshow. Die Zuschauerquote der Pilotsendung
und der folgenden 10 Sendungen in Prozent wird sich erfahrungsgemé&fl mit

k—20 3

Fola) = — 20,3 4 3k—60 o

100 ¥

+20, 0<k<100, 0<2<10

entwickeln. Fiir das k liegen unterschiedliche Vermutungen vor.

AY
90

80
70
60 -
50
40
30
20
10 A

]Y

Zu sehen sind die Graphen fiir k € {2, 15, 45, 75}.
Ordnen Sie die Graphen dem jeweiligen k begriindet zu und beschreiben Sie den Einfluss von k.
fi(10) =k

Bestimmen Sie die Extrema und die Wendepunkte der Funktionenschar.
k420
Ei(0]20), Bo(10] k), W (5] *57)

Welche Bedeutung hat der Wendepunkt im Sachzusammenhang?
Hier ist der Zuschauerschwund (-zuwachs) am stérksten.

Bei der 5. Folgesendung (also z = 5) wird eine Zuschauerquote von 22 % ermittelt.
Der Sendung soll ein giinstigerer Sendetermin zugewiesen werden, wenn es mehr als 25 % werden.
Besteht diese Moglichkeit? k=24, f24(10) =24  Die Moglichkeit besteht nicht.

Warum ist die Beschrankung auf 0 < z < 10 sinnvoll?
An der Stelle x = 10 wechselt der Graph von steigend auf fallend bzw. umgekehrt.

Zeigen Sie (auf einfache Weise unter Beachtung der Symmetrie zum Wendepunkt), dass die

durchschnittliche Zuschauerquote 10 + g betrigt.

© Roolfs
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+ Wasserbecken

21. Ein quaderformiges Wasserbecken mit 3 m Lange, 2 m Breite und 2 m Hohe hat einen
Wasser Zu- und Ablauf. Die Funktion

f(x) =022% - 21122 + 52, 0<2 <8,

beschreibt modellhaft die Anderungsrate der Wassermenge in diesem Becken,
z in Stunden und f(z) in Kubikmeter pro Stunde. Zu Beginn ist das Becken leer.

Ermitteln Sie die Hohe des Wasserstandes im Becken nach 3 Stunden.

In der Abbildung ist der Graph von f dargestellt. Begriinden Sie mithilfe dieser Grafik,
dass sich, abgesehen vom Beginn z = 0, immer Wasser im Becken befindet.

Ermitteln Sie fiir die Gesamtzeitdauer von 8 Stunden den zeitlichen Anteil in Prozent,
fiir den die Wassermenge im Becken abnimmt.

Bestimmen Sie den Zeitpunkt, zu dem das Becken zum zweiten Mal genau zur Hélfte mit Wasser
gefiillt ist.

Es gibt bestimmte Wasserstandshohen im Becken, die innerhalb des betrachteten Zeitintervalls von
8 Stunden genau dreimal angenommen werden.
Welche Wasserstandshohen sind das?

Unabhéngig vom Sachzusammenhang wird im Folgenden die Funktionenschar

fr(x) = 0,203 — kx? + 5z, k >0, 2 € R,  betrachtet.

Die Tangenten an die Graphen von fj in den Punkten Qx(5 | fx(5)) werden mit ¢
bezeichnet. Uberpriifen Sie, ob folgende Aussage wahr ist:

Fiir alle k£ > 0 ist die Gerade durch R(2,5|0) und Qr (5| fx(5)) gleichzeitig auch Tangente
im Punkt Qx(5 | fx(5)).
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+ Wasserbecken Ergebnisse
AY

HA
MA
o
ol
o
o
]Y

-14
-2 4
-3

21. Ein quaderformiges Wasserbecken mit 3 m Lange, 2 m Breite und 2 m Hohe hat einen
Wasser Zu- und Ablauf. Die Funktion

f(x)=0223 21122 + 52, 0< 2 <8,

beschreibt modellhaft die Anderungsrate der Wassermenge in diesem Becken,
z in Stunden und f(z) in Kubikmeter pro Stunde. Zu Beginn ist das Becken leer.

a)

b)

3
Ermitteln Sie die Hohe des Wasserstandes im Becken nach 3 Stunden. % / f(z) de =1,26
0

In der Abbildung ist der Graph von f dargestellt. Begriinden Sie mithilfe dieser Grafik,
dass sich, abgesehen vom Beginn x = 0, immer Wasser im Becken befindet.
Tipp: Inhalte der Flichen oberhalb und unterhalb der x-Achse abschétzen

Ermitteln Sie fiir die Gesamtzeitdauer von 8 Stunden den zeitlichen Anteil in Prozent,
fiir den die Wassermenge im Becken abnimmt. (6,956 — 3,594)/8 = 42,0%

Bestimmen Sie den Zeitpunkt, zu dem das Becken zum zweiten Mal genau zur Hélfte mit Wasser
gefiillt ist. z =494

Es gibt bestimmte Wasserstandshohen im Becken, die innerhalb des betrachteten Zeitintervalls von
8 Stunden genau dreimal angenommen werden.

Welche Wasserstandshéhen sind das? / () dt
h(xmin) = 0,217 < 2 < 0,782 = h(8

Unabhéngig vom Sachzusammenhang wird im Folgenden die Funktionenschar

fr(x) = 0,203 — ka? + 5z, k>0, z € R,  betrachtet.

Die Tangenten an die Graphen von fj in den Punkten Qx(5 | fx(5)) werden mit ¢
bezeichnet. Uberpriifen Sie, ob folgende Aussage wahr ist:
Fiir alle k£ > 0 ist die Gerade durch R(2,5|0) und Qg (5| fx(5)) gleichzeitig auch Tangente

im Punkt Qx(5 | fx(5)).
m— fx(5) —0 _ 50 — 25k — 90 — 10k
5—2,5 2,5

£/(5) =20 — 10k

Jede Gerade durch die vorgegebenen Punkte ist somit auch Tangente im Punkt Qx(5 | f&x(5)).
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22. Gegeben ist die Funktion f(z) = %xz 4—-z), 0<z<A4

Fiir jedes u > 0 sind O(0|0), P(u|0), Q(u| f(u)) die Eckpunkte eines Dreiecks.

Bestimmen Sie u so, dass dieses Dreieck

a) maximalen Fliacheninhalt hat,
b) den Flidcheninhalt 3 besitzt,
c) gleichschenklig ist.

Auf welchen Intervallen der Linge 1 hat f den mittleren Funktionswert 27
Bestimmen Sie die Grenzen dieser Intervalle.

T © TRoolfs
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22. Gegeben ist die Funktion f(x) = sz 4—z), 0<z<A4.

Fiir jedes u > 0 sind O(0|0), P(u|0), Q(u| f(u)) die Eckpunkte eines Dreiecks.

Bestimmen Sie u so, dass dieses Dreieck

a) maximalen Fliacheninhalt hat, u=3
b) den Flidcheninhalt 3 besitzt, w1 = 2,55; ug = 3,38
c) gleichschenklig ist. u=2
Auf welchen Intervallen der Lénge 1 hat f den mittleren Funktionswert 27
Bestimmen Sie die Grenzen dieser Intervalle. [1,55;2,55], [2,65;3,65]
AY
2 -
1 -
N T
© Roolfs
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+ Ausflussgeschwindigkeit

Es wird die Ausflussgeschwindigkeit von Wasser aus einer Biirette

in Abhéingigkeit von der Zeit gemessen und dabei folgender Zusammenhang
ermittelt: v(t) = 0,08t — 3,6, Zeit in s, Ausflussgeschwindigkeit in %7

Die anfiéingliche Hohe der Wassersdule betriagt 81 cm.

Nach welcher Zeit ist die Biirette leer?

T © Roolfs
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+ Ausflussgeschwindigkeit

80

1

75

70

65

60 -

55 1

50

45

40

35 1

30

25
V(t) = 0,04t% — 3,6t + 81
20 A

15

10 4

V'(t) = v(t), V(0) =81
Nullstelle ¢ty =45 [s] .
N

Alternativ ist die Gleichung / v(t)dt = —81 zu losen.
0

Beachte: Da V(t) auf dem Intervall [0,45] monoton fallend ist, ist v(¢t) < 0.

T © Roolfs
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+ Staubecken

In ein Staubecken oberhalb eines Bergdorfes fliet ein Bach. Nach Regenfillen unterschiedlicher
Dauer und Stérke kann die (momentane) Zuflussrate aus dem Bach jeweils durch eine der Funktionen
fo mit der Gleichung

falt) = 163 — 3at2 + 94t + 250, tER,
fiir einen bestimmten Beobachtungszeitraum modelliert werden, wobei a eine positive reelle Zahl ist
und ¢ als MaBzahl zur Einheit 1h, f,(t) als MaBzahl zur Einheit 1 m?/h aufgefasst wird.

Der Beobachtungszeitraum beginnt zum Zeitpunkt ¢ = 0 und endet zum Zeitpunkt ¢t = 6a.
Der Graph von f; ist in der Abbildung dargestellt.

afa(t) [m*/h]

800
700
600
500
400 ~
300
200
100 ~

T T T

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 t[h]

a) Berechnen Sie die Zuflussrate zu Beginn und am Ende des Beobachtungszeitraums.

Bestimmen Sie in Abhéngigkeit von a den Zeitpunkt ¢, € [0;6a], zu dem die Zuflussrate
ihr Maximum annimmt.

b) Bestimmen Sie die Wendestelle des Graphen der Funktion f,.

Bestimmen Sie den Zeitpunkt des Beobachtungszeitraums, zu dem sich die Zuflussrate
am stérksten dndert.

Geben Sie nun die Bedeutung der Wendestelle im Sachzusammenhang an.

c) Im Folgenden sei a = 4. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 kann das Staubecken noch 4500 m? Wasser aufnehmen.

Entscheiden Sie, ob das Staubecken das gesamte Wasser aus dem Bach wihrend der 24 Stunden
des Beobachtungszeitraums aufnehmen konnte.

Bestimmen Sie den Zeitpunkt, zu dem das Staubecken voll wére.

Um ein Uberlaufen des Staubeckens zu verhindern, wird zum Zeitpunkt ¢t = 6 ein vorher ver-
schlossener Notablauf gedffnet. Durch diesen fliefit Wasser mit einer konstanten Abflussrate von
600 m3/h aus dem Staubecken ab. Der Notablauf bleibt bis zum Ende des Beobachtungszeitraums
geoffnet. Ohne Nachweis darf verwendet werden, dass die Zuflussrate fiir 6 < ¢ < 14 gréfler und fiir
14 < t < 24 kleiner als 600 m?/h ist.

6 14
Interpretieren Sie den Ausdruck / fa(t)dt + / (fa(t) — 600) dt im Sachzusammenhang.
0 6

Entscheiden Sie nun, ob das Staubecken innerhalb des Beobachtungszeitraums iiberlduft.

Bestimmen Sie den spétest moglichen Zeitpunkt ¢, € [0;24], zu dem der Notablauf gedffnet werden
miisste, damit das Staubecken nicht iiberlauft.
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+ Staubecken

ASa(t) [m?/h]

800
700
600
500
400 ~
300
200
100 ~

T T T

T — T T T T T T T >
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 t[h]

a)  fa(0) =250 [m%/h], fa(6a) = 250 [m?/h]
fi(tm) =0, tim, = 2a, tm, = 6a
fa(2a) = 8a® + 250, Vergleich mit den Randwerten:

Zum Zeitpunkt ¢,,, nimmt die Zuflussrate ihr Maximum an.

b) Funktion 3. Grades, die Wendestelle liegt mittig zwischen den Extremstellen, ty = 4a
alternativ: fY(tw) =0, t, = 4a, fI'(tw) = % #0
Die Zuflussrate dndert sich am stirksten zum Zeitpunkt ¢y oder an den Randstellen des Intervalls [0; 6a].
Der Vergleich der Werte f/(0) = 9a2, f!(tw) = —3a® und f/(6a) = 0 ergibt:
Die Zuflussrate dndert sich am stérksten zu Beginn des Beobachtungszeitraums.
An der Stelle ty = 4a ist die Abnahme pro Zeiteinheit (Anderungsrate) der Zuflussrate am stirksten.

24
c) fa(t)dt = 12912 Das Staubecken kénnte die 12912 m?® Wasser nicht aufnehmen.
0

b
/ fa(t)dt = 4500, b=7,59 Nach ungefihr 7,59 Stunden wire das Staubecken voll.
0

6 14
/f4(t) dt +/ (fa(t) — 600) dt
0 6

Der Ausdruck gibt an, um wie viel m? das Wasser im Staubecken
wéahrend der ersten 14 Stunden des Beobachtungszeitraums zunimmt.

Wegen f4(14) = 600 sind zum Zeitpunkt Zulauf- und Ablaufrate gleich gro8, siche Aufgaben-
stellung. Zum Zeitpunkt ¢ = 14 ist am meisten Wasser im Staubecken.

6 14
/f4(t) dt +/ (fa(t) — 600) dt = 4237
0 6

4500 m? werden nicht erreicht, so dass das Staubecken nicht iiberliuft.

Fiir den gesuchten Zeitpunkt ¢, gilt
ts 14
fa(t) dt +/ (fa(t) —600) dt = 4500, ts ~ 6,44
0 ts

Spétestens nach ca. 6,44 Stunden miisste der Notablauf getffnet werden,
damit das Staubecken nicht iiberlauft.
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+ Gastank

Fiir einen geplanten Produktionszweig, dem kontinuierlich Gas zuzufiihren ist,

benétigt man zu Beginn eines Arbeitstages (¢ = 0) 1100 L/h (Liter pro Stunde) und nach 2
und 12 Stunden (Ende eines Arbeitstages) jeweils maximal 3100 L/h und 1100 L/h.

Der Gasverbrauch pro Stunde wird mit einer ganzrationalen Funktion modelliert.

a) Zeigen Sie, dass diese Modellierung moglich ist.

Das Gas flieit aus einem Tank, der anfdnglich 6000 L enthélt.
Das sind 4/5 des Tankinhalts.

b) Gleichzeitig mit dem Verbrauch des Gases wird der Tank mit einem konstanten Zufluss
von 1300 L/h befiillt. Ermitteln Sie den Tankinhalt nach 12 Stunden.
Bestimmen Sie die Zeitrdume, in denen das Gasvolumen im Tank zu- bzw. abnimmt.

c) Fiir welchen konstanten Zufluss wire der Tank nach 12 Stunden vollstindig gefiillt?
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+ Gastank

Fiir einen geplanten Produktionszweig, dem kontinuierlich Gas zuzufiihren ist,

benétigt man zu Beginn eines Arbeitstages (¢ = 0) 1100 L/h (Liter pro Stunde) und nach 2
und 12 Stunden (Ende eines Arbeitstages) jeweils maximal 3100 L/h und 1100 L/h.

Der Gasverbrauch pro Stunde wird mit einer ganzrationalen Funktion modelliert.

a) Zeigen Sie, dass diese Modellierung moglich ist.
f£(0) = 1100, f(2) = 3100, f'(2) =0, f(12) = 1100, f'(12) =0
f(t) = —3t* +88¢% — 816¢2 + 2304t + 1100, f(t) >0

Das Gas flieBit aus einem Tank, der anfinglich 6000 L enthalt.
Das sind 4/5 des Tankinhalts.

b) Gleichzeitig mit dem Verbrauch des Gases wird der Tank mit einem konstanten Zufluss
von 1300 L/h befiillt. Ermitteln Sie den Tankinhalt nach 12 Stunden.

t
g(t) = 6000 —/ f(u)du+1300¢, ¢(12) = 5635,20
0

Bestimmen Sie die Zeitrdume, in denen das Gasvolumen im Tank zu- bzw. abnimmt. f(t) = 1300
f£(0) = 1100 < 1300, daher Zunahme 0 <t < 0,10

Abnahme 0,10 <t < 5,06

Zunahme 5,06 <t <12

c) Fiir welchen konstanten Zufluss wire der Tank nach 12 Stunden vollsténdig gefiillt?

12
6000 — [ f(u)du+a-12 = 7500, a = 1455,40
0

7500

7000
6000 -
Tankinhalt mit Zufluss a

5000 g
4000 ~

3000 -

2000 -
1300

1000

~Y
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+ Staubecken

In ein Staubecken oberhalb eines Bergdorfes flieBen zwei Béiche. Nach Regenféllen unterschiedlicher Dauer
und Stirke konnen die momentanen' Zuflussraten aus den beiden Béchen durch Funktionen f, fiir den Bach 1
und g, fiir den Bach2 und die Gesamtzuflussrate aus den beiden Béchen durch eine Funktion h, fiir einen
bestimmten Beobachtungszeitraum modelliert werden. Gegeben sind fiir ¢ > 0 zunéchst die Funktions-
gleichungen

fat) = it?’ — 3at? + 9a%t + 340, t € R, und
168 —Tat? + 240’ + 740, t € R.
Dabei fasst man ¢ als MaBzahl zur Einheit 1 h und f,(t), go(t) sowie h,(t) als MaBzahlen zur Einheit 1m?3/h

auf. Der Beobachtungszeitraum beginnt zum Zeitpunkt ¢ = 0 und endet zum Zeitpunkt ¢ = 6a. Die Graphen
von fy, g4 und hy sind in der Abbildung dargestellt.

oo M0 9(0) Ba(t) [/

2000 -
hy

1500
ga

1000

Ja
500 /\
> t[h]

LA I I I I A E R R EE B B
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

a) (1) Berechnen Sie die Gesamtzuflussrate aus den beiden Béichen zu Beginn und am Ende
des Beobachtungszeitraums.

(2) Zeigen Sie, dass fiir die Funktion g,, die die Zuflussrate aus Bach2 beschreibt, gilt:
ga(t) = 143 — dat? + 15a%¢ + 400.

(3) Begriinden Sie, dass unabhéngig vom Parameter a (a > 0) die Zuflussrate aus Bach 2
fiir alle t € [0;6a] grofer ist als die Zuflussrate aus Bach 1.

(4) Bestimmen Sie in Abhéngigkeit von a den Zeitpunkt t,, € [0;6al, zu dem die Gesamt-
zuflussrate ihr Maximum annimmt.

(5) In der Vergangenheit betrug die Gesamtzuflussrate im Beobachtungszeitraum [0; 6a]
maximal 3800 m3/h.

Ermitteln Sie ndherungsweise den zugehorigen Wert des Parameters a.
b) (1) Bestimmen Sie die Wendestelle der Funktion h,.

(2) Bestimmen Sie den Zeitpunkt des Beobachtungszeitraums, zu dem sich die Gesamt-
zulaufrate am stérksten dndert.

(3) Geben Sie nun die Bedeutung der Wendestelle aus (1) im Sachzusammenhang an.

¢) Im Folgenden sei a = 4: ha(t) = 1% — 28¢2 + 384 + 740, ¢ € [0; 24].
Zum Zeitpunkt ¢ = 0 kann das Staubecken noch 20000 m? Wasser aufnehmen.

Tm Folgenden wird zur besseren Lesbarkeit nur der Begriff Zuflussrate verwendet; darunter ist stets
die momentane Zuflussrate zu verstehen.
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(1)

(2)
(3)

Entscheiden Sie, ob das Staubecken das gesamte Wasser aus den beiden Béichen
wéhrend der 24 Stunden des Beobachtungszeitraums aufnehmen koénnte.

Bestimmen Sie den Zeitpunkt, zu dem das Staubecken voll wére.

Um ein Uberlaufen des Staubeckens zu verhindern, wird zum Zeitpunkt ¢ = 10 ein vorher
verschlossener Notablauf gedffnet. Durch diesen fliefit Wasser mit einer konstanten Abflussrate
von 2000 m3/h aus dem Staubecken ab. Der Notablauf bleibt bis zum Ende des Beobachtungszeit-
raums getffnet. Ohne Nachweis darf verwendet werden, dass die Gesamtzuflussrate fiir 10 < ¢ < 14
groBer und fiir 14 < ¢ < 24 kleiner als 2000 m3/h ist (vgl. die Abbildung).

Untersuchen Sie, ob das Staubecken innerhalb des Beobachtungszeitraums tiberlauft.
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+  Staubecken

9500 f\f4(t)a g4(t)a h4(t) [mg/h]

2000
hy

1500 +
g4

a) a > 0 wird stets vorausgesetzt. 1000

fa
(1) ha(0) = 740 [m®/h], ha(6a) = 740 [m3/h] <0 /\

(2) ga(t) = ha(t) — fa(t) = 7% — 4at? + 15a*t + 400

(3) da(t) = ga(t) — fa(t) = —at® + 6at + 60

Der Graph von d, ist eine nach unten ge6ffnete Parabel mit den Nullstellen

t; = 3a — 9a2—|—60<3a—\/9a2:0 und t2:3a+\/9a2—|—6£ > 3a + V9a? = 6a.

a

Fiir t € [0;6a] gilt somit d,(t) > 0 bzw. g.(t) > fa(t).

=

T T T T T T T 1 U x>t[h]
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

h!,(t) = 0 hat im Intervall [0; 6a] die einzige Losung t,, = H,_ @a ~ 2,26a

3 3
Wegen h!(t) = 3t,, — 14a =~ 6,8a — 14a < 0 ist t,,, lokale Maximalstelle
und als einzige lokale Extremstelle von h, auch globale Maximalstelle im Intervall [0; 6a].

(4) ha(tm) = 3800 hat die Losung a ~ 5,0.
Der zum Maximum der Zuflussrate von 3800 m?/h gehérige Parameterwert ist a ~ 5,0.

b) (1) Aus hl(tw) =0 < tw = 13—4a und A (tw) = 3 folgt, dass ty die einzige Wendestelle
der Funktion h, ist.

(2) Die Gesamtzuflussrate dndert sich am stérksten zum Zeitpunkt ¢ty [0 < ty < 64
oder an den Randstellen des Intervalls [0; 6a].
Der Vergleich der Werte k! (0) = 24a? b/, (tw) = —23—6a2 und A/, (6a) = —6a? ergibt:
Die Gesamtzuflussrate dndert sich am stérksten zu Beginn des Beobachtungszeitraums.

(3) Die Wendestelle ty = 1?4@ der Funktion h, bezeichnet den Zeitpunkt des Intervalls [0; 6a],
zu dem die Gesamtzuflussrate am stirksten abnimmt.

24
o (1) / ha(#) dt = 40800
0
Das Staubecken konnte die 40800 m? Wasser nicht aufnehmen.

b
(2) Die Gleichung /h4(t) dt = 20000 hat die einzige positive Losung b ~ 10,65.
0
Nach ungefiihr 10,65 Stunden wire das Staubecken voll.

(3) Fiir 0 <t < 10 ist der Notablauf verschlossen, so dass die Ablaufrate 0m?3/h betriigt.
Unter Beriicksichtigung der Angaben aus der Aufgabenstellung ist somit die Gesamtzuflussrate
nur fiir 0 < ¢ < 14 grofler als die Ablaufrate. Folglich ist zum Zeitpunkt ¢ = 14 am meisten Wasser
im Staubecken:

10 14 1
/ ha(t) dt +/ (ha(t) — 2000) dt = 191835
0 10

Die vorgegebenen 20000 m? werden nicht erreicht, so dass das Staubecken nicht iiberlduft.
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+  Rotationskorper  Bayern 2019

Gegeben ist die Schar der in R definierten Funktionen
g(z) = (x — 3) - (2? — tw — %) und t € R.

Der Graph von g; wird mit G} bezeichnet.

a) Geben Sie fiir den Graphen Gg die Koordinaten der
Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen sowie die der
Extrempunkte an. Skizzieren Sie Gg in der Abbildung.

b) Bestimmen Sie die Koordinaten der Punkte, durch die
die Graphen aller Funktionen der Schar verlaufen.

c) Ermitteln Sie alle Werte von ¢, fiir die die jeweils
zugehorige Funktion g; genau zwei verschiedene
Nullstellen hat.

d) Berechnen Sie den Wert von ¢ so, dass die Tangente an
den zugehérigen Graphen Gy im Beriihrpunkt (1]g(1))
parallel zur Winkelhalbierenden des II. und IV.
Quadranten verlauft, und geben Sie die Gleichung der
Tangente an.

161

124

\Y

Gy

e) Ermitteln Sie die Koordinaten des Wendepunkts W; von Gy in Abhéngigkeit von .
Bestimmen Sie alle Werte von t, fiir die W; auf einer Koordinatenachse liegt.

Rotiert ein Fldchenstiick, das vom Graphen einer in [a; b] definierten Funktion g, der z-Achse
und den Geraden mit den Gleichungen x = a und z = b eingeschlossen wird, um die z-Achse,

so entsteht ein rotationssymmetrischer Kérper mit dem Volumen V =7 / (g(x))zdx.

a

f) Der Graph G, die z-Achse sowie die Geraden mit den Gleichungen z =0 und z = 6
schlieffen im Bereich 0 < x < 6 zwei Flachenstiicke ein. Rotieren diese beiden
Flichenstiicke um die z-Achse, so entstehen zwei Korper. Bestimmen Sie die Volumina der

beiden Korper.

g) Zeigen Sie, dass folgende Aussage falsch ist:

Fiir je zwei inhaltsgleiche Fldchenstiicke, die um die x-Achse rotieren, stimmen die

Volumina der beiden entstehenden Korper iiberein.
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+  Rotationskorper  Bayern 2019

Gegeben ist die Schar der in R definierten Funktionen

gt(x):(x—3)-(x2—tx—%) und t € R.

Der Graph von g; wird mit G} bezeichnet.

a) Geben Sie fiir den Graphen Gg die Koordinaten der

Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen sowie die der 16 f\y
Extrempunkte an. Skizzieren Sie Gg in der Abbildung.
y=9, 21 =3, 193 =3+£2V3, H(1]16), T(5| —16) 19 Gi

b) Bestimmen Sie die Koordinaten der Punkte, durch die die

Graphen aller Funktionen der Schar verlaufen.  S(3|0) 8 Ghs
c) Ermitteln Sie alle Werte von ¢, fiir die die jeweils m

zugehorige Funktion g; genau zwei verschiedene

Nullstellen hat. Nullstellen zg/3 = % + vt ; 2t

t so wihlen, dass eine doppelte Nullstelle vorliegt:

1
To =3 = t1=78,

To=x3 = to=0, t3=-2

d) Berechnen Sie den Wert von ¢ so, dass die Tangente an
den zugehérigen Graphen G; im Beriihrpunkt (1] g(1))
parallel zur Winkelhalbierenden des II. und IV.
Quadranten verlauft, und geben Sie die Gleichung der

Tangente an. ffl)=-1 = t=4, y=—-x+11

e) Ermitteln Sie die Koordinaten des Wendepunkts W; von G¢ in Abhéngigkeit von t.
Bestimmen Sie alle Werte von ¢, fiir die Wy auf einer Koordinatenachse liegt.

t t t 2 t 2 t 1
W +1](L-2) ((5 +1)* -t +1)% - 5), flaw) =0 = t1=6, ty; = —+(15+ 3V/57)
Rotiert ein Fldchenstiick, das vom Graphen einer in [a; b] definierten Funktion g, der z-Achse
und den Geraden mit den Gleichungen z = a und = = b eingeschlossen wird, um die x-Achse,

b
so entsteht ein rotationssymmetrischer Kérper mit dem Volumen V =7 / (g(:c))Qd:c.
a
f) Der Graph Gg, die x-Achse sowie die Geraden mit den Gleichungen = =0 und z = 6
schliefen im Bereich 0 < z < 6 zwei Flachenstiicke ein. Rotieren diese beiden
Flachenstiicke um die x-Achse, so entstehen zwei Korper. Bestimmen Sie die Volumina der
beiden Korper. 15471

K, =Ky = 5 7 (Symmetrie zum Wendepunkt)

g) Zeigen Sie, dass folgende Aussage falsch ist:
Fiir je zwei inhaltsgleiche Fldchenstiicke, die um die x-Achse rotieren, stimmen die
Volumina der beiden entstehenden Korper iiberein.

1 1 1
Gegenbeispiel: 7r/ 2de=n # 7r/ 22 dx — 7r/ 12 do = 3n
0 0 0

© Roolfs
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+ Eingangstor  Berlin 2020

)
y 3
Go
Go,s
0,5 0,5
—/,5 -1,0 -0,5 —‘ 0,5 1,0 1& € -1,0  -0,5 0,5 10 %

Gegeben ist die Funktionenschar f,(z) = —az* + 22 + %, reER, aeR.
Die zugehorigen Graphen sind G,.

a) Untersuchen Sie das Symmetrieverhalten von G,.

o

) Geben Sie das Verhalten von f, fiir £ — +oo in Abhéngigkeit von a an.

o

) Bestimmen Sie rechnerisch fiir Gy 5 die Koordinaten und die Art der lokalen Extrempunkte.

o,

) Geben Sie den Schnittpunkt S, aller Graphen G, mit der y-Achse an.

Weisen Sie nach, dass dieser stets lokaler Tiefpunkt ist.  [Kontrollergebnis: f(z) = —2(2az® — )]

e) Geben Sie die Anzahl der Nullstellen von f, in Abhéngigkeit von a an und begriinden Sie diese
anhand der in Teilaufgabe a) bis d) ermittelten Eigenschaften.

f) Begriinden Sie unter Zuhilfenahme der Abbildung, dass es ein zur y-Achse symmetrisches Quadrat
geben muss, von dem zwei Eckpunkte auf der z-Achse und zwei Eckpunkte auf Gy 5 liegen.

g) Ein Punkt auf G5 im ersten Quadranten und der Koordinatenursprung sind die diagonal gegen-
iiberliegenden Eckpunkte eines achsenparallelen Rechtecks. Die waagerechte Reckteckseite ist 0,8
LE lang. Der Graph Gy teilt diese Rechteck in zwei Teilflichen. Ermitteln Sie das Verhéltnis der
Flacheninhalte dieser Teilfldchen.

h) Die Tangente ¢t im Punkt U(1| f,(1)) an den Graphen G, und die Senkrechte zur Tangente ¢ im
Punkt U schlielen mit der x-Achse ein Dreieck ein. Ermitteln Sie einen Parameterwert a so, dass
das Dreieck gleichschenklig ist und die Basis auf der x-Achse liegt.

Fiir die folgende Teilaufgabe wird die Funktion fy(z) = —22% + 22 + 1 betrachtet. G beschreibt
im Intervall [—1;1] die Profillinie fiir ein Eingangstor. Die z-Achse stellt im Profil die untere Begren-
zung dar, 1 LE = 3 m.

i) Ermitteln Sie, welche Breite ein Fahrzeug mit einem quaderformigen Aufbau unterschreiten muss,
damit es bei der Ausnutzung der maximalen Durchfahrtshohe gerade noch mittig das Eingangstor
passieren kann.
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+ Eingangstor

Abb. 1 zu f) Abb. 2 zu i)
AY
56 c
0,5 |
% 10 05 05 10

Gegeben ist die Funktionenschar f,(z) = —az* + 22 + %, reER, aeR.
Die zugehorigen Graphen sind G,.
a) Untersuchen Sie das Symmetrieverhalten von G,. f(z) = f(—=x), gerade Exponenten
b) Geben Sie das Verhalten von f, fiir £ — oo in Abhéngigkeit von a an. T — 00 Symmetrie!

a>0, fo(x) = —00, a<0, fo(xr) = 00

c) Bestimmen Sie rechnerisch fiir Go 5 die Koordinaten und die Art der lokalen Extrempunkte.

T(|1/4), H(£1]|3/4)
d) Geben Sie den Schnittpunkt S, aller Graphen G, mit der y-Achse an. Sy(0|a/2)

Weisen Sie nach, dass dieser stets lokaler Tiefpunkt ist.  [Kontrollergebnis: f(z) = —2(2az® — )]

e) Geben Sie die Anzahl der Nullstellen von f, in Abhéngigkeit von a an und begriinden Sie diese an-
hand der in Teilaufgabe a) bis d) ermittelten Eigenschaften. 1 fiir a =0, 2 fiira >0, 2 fira <0
Abb. 3

f) Begriinden Sie unter Zuhilfenahme der Abbildung, dass es ein zur y-Achse symmetrisches Quadrat
geben muss, von dem zwei Eckpunkte auf der z-Achse und zwei Eckpunkte auf Gg 5 liegen. Abb. 1

g) Ein Punkt auf Gy 5 im ersten Quadranten und der Koordinatenursprung sind die diagonal gegen-
iiberliegenden Eckpunkte eines achsenparallelen Rechtecks. Die waagerechte Reckteckseite ist 0,8
LE lang. Der Graph Gy teilt diese Rechteck in zwei Teilflachen. Ermitteln Sie das Verhéltnis der
Flacheninhalte dieser Teilflichen. A2/A1 = (0,8 - fo5(0,8) — A1)/0,3379 = 0,6223, A1/A2 = 1,6070
Abb. 4

h) Die Tangente ¢t im Punkt U(1| f,(1)) an den Graphen G, und die Senkrechte zur Tangente ¢ im
Punkt U schlielen mit der x-Achse ein Dreieck ein. Ermitteln Sie einen Parameterwert a so, dass

das Dreieck gleichschenklig ist und die Basis auf der x-Achse liegt.
Basiswinkel o = 45°, f/(1)=1, a=1/4, Abb.5

Fiir die folgende Teilaufgabe wird die Funktion fy(z) = —22* + 22 + 1 betrachtet. G beschreibt
im Intervall [—1;1] die Profillinie fiir ein Eingangstor. Die z-Achse stellt im Profil die untere Begren-
zung dar, 1 LE = 3 m.

i) Ermitteln Sie, welche Breite ein Fahrzeug mit einem quaderférmigen Aufbau unterschreiten muss,
damit es bei der Ausnutzung der maximalen Durchfahrtshohe gerade noch mittig das Eingangstor
passieren kann. 0,7071 -2 -3 = 4,243 [m], Abb. 2
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