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+ Leibniz’ Kalkiil

Im 17. Jahrhundert entdeckten Gregory, Barrow (Lehrer von Newton), Newton und Leibniz
den Zusammenhang von Tangenten- und Fldchenbestimmungen. Es entstand eine einheitliche
Theorie zur Berechnung von Volumen, Schwerpunkten, Bogenldngen, Oberflichen usw.

Zuvor konnten viele derartige Einzelprobleme von den Mathematikern Cavalieri, Roberval,
Fermat, Huygens, Wallis und Descartes und weiteren gelost werden.

Dass Leibniz’ calculus differentialis et integralis' so \Y
erfolgreich war, liegt nicht zuletzt an den gliicklichen,

nach langem Uberlegen und Probieren 1675 gefundenen 6
Bezeichnungen wie

d d 51 f
—y, /ydw, /—ydxz/dy, /dy:y,
dx dx

mit denen sich die Regeln des Kalkiils einfach formulie-
ren und handhaben lassen - und auflerdem auch noch 3
fast als selbstverstiandlich erscheinen, wie z.B. die Ket-
tenregel oder die Regel zur Differentiation der Umkehr- 2

funktion:
dy dy du dy 1 11

dr  du dz’ de ~ dr

dy 2 1 2 3 4 5 T

Leibniz rechnete vorteilhaft mit Differentialen wie
dx, dy. Sie dienen der Approximation und kénnen
so klein (infinitesimal) gewéhlt werden, dass jeder
vorgegebene Fehler e unterschritten wird.? Fiir zwei
Groflen A und B mit A = B + € folgt dann A = B.

Fiir Leibniz legten Differentiale “den eigentlichen Quell
der Entdeckung frei“. Eine unveroffentlichte Fehlerab-
schitzung fiir glatte Funktionen - und nur die gab es -
wurde 1949 in seinen Aufzeichnungen gefunden.

Mit dieser Methode entwickelte sich die Mathematik
rasant weiter. Neue Gebiete der Mathematik wurden dy
entdeckt. Im 18. Jahrhundert, als mathematische Un- 2 Ar
gereimtheiten auftauchten, dachte man griindlich iiber
das Fundament der Analysis nach (Bolzano, Cauchy). 1 I

Entnehme den nebenstehenden Zeichnungen 5 1 9 3 1 5T
die Leibnizsche Idee der Flachenberechnung.

2
Berechne: A = / 22 dx
0

T © Roolfs
'Differenzieren und Integrieren sind inverse Operationen.  integrare, lat. wiederherstellen

Leibniz erwihnt 1702 in einem Brief an Varignon den Bezug zum indirekten Beweis (Archimedes): Die
Annahme, eine Grofle ist kleiner bzw. grofler als ein gegebener Wert, fiihrt jeweils zu einem Widerspruch.
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+ Leibniz’ Kalkiil

AY
" f\ F
6 .
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dya
3 dx
2 dys
dx
1 f
F ist eine Stammfunktion von f, 1 dr2 3 4 5\ *
dF
d.h. ==
d
Der Inhalt des 1. Rechtecks (ganz links) betragt % ~dx = dyy,
x

der des 2. % ~dx = dyy, usw.
dx

A=dy +dys + ...+ dy, ist die Summe aller Rechteckinhalte, hier n = 10.

Sie kann kiirzer (mit einem beliebig kleinen Fehler e fiir entsprechend grofies n)
als Funktionsdifferenz A + € = F(5) — F'(0) ermittelt werden.

Der Inhalt der Fliache unter einem Graphen kann als Differenz der Funktionswerte
einer Stammfunktion an der Stelle der rechten und linken Grenze bestimmt werden.

b

[ f@yds = F ) - Fla)

a

Leibniz-Notation:

A= / % dr = / dy =y Integrationsgrenzen entfallen.

y ist hier der Funktionswert F'(rechte Grenze).
Die Stammfunktion beginnt im Ursprung.

T (© Roolfs
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+ Prioritdts- und Plagiatsstreit Newton/Leibniz

um 1664 Barrow (1630-1677) und zuvor Gregory (1638-1675) erkennen den Zusammenhang von

Tangentenproblem und Flachenberechnung. Barrow leitet in den Lectiones geometricae
1670 u.a. Gleichwertiges zur Produkt- und Quotientenregel und den Hauptsatz geom. ab.
Wegbereiter fiir die Analysis waren unter anderem: Bonaventura Cavalieri (1598-1647)

René Descartes (1596 -1650)

Pierre de Fermat (1607-1665)

John Wallis (1616-1703)

Blaise Pascal (1623-1662)

1665-1666 Newton entwickelt ausgehend von der Untersuchung von Momentangeschwindigkeiten
und Anderungsraten die Fluxionsrechnung. Newton nennt die Ableitung Fluxion.

1672 Leibniz beschéftigt sich in Paris mit seinem Mentor Huygens intensiv mit Mathematik.

1673 Leibniz besucht zum ersten Mal fiir zwei Monate die Royal Society in London und wird
deren Mitglied. Seine vorgefiihrte Rechenmaschine funktioniert nicht einwandfrei.!
Die vorgelegten Ergebnisse {iber unendliche Reihen stellen sich als bekannt heraus.
Er wird des Plagiats bezichtigt. Leibniz erwirbt die genannte Schrift von Barrow,
einem Lehrer von Newton, und die Schrift Exercitationes geometricae von Gregory.
Londoner Mathematiker sind in Newtons Methoden eingeweiht.

1675 Leibniz entwickelt in Paris vom Tangentenproblem ausgehend den Infinitesimalkalkiil.
Viele Ergebnisse stimmen mit der Fluxionsrechnung iiberein. Aufgrund der geschickten
Bezeichnungen lassen sich Regeln einfacher handhaben und erscheinen leicht verstédndlich.

1676 Leibniz besucht zum zweiten Mal London und erhélt Einsicht in Newtons Arbeiten.
1677 Im kurzen Briefwechsel mit Newton fiihrt Leibniz Ideen seiner Differenzialrechnung aus.

1684 Leibniz publiziert seine Ableitungsmethode samt Regeln, die iiber Bekanntes (Fermat, Sluse)
hinausgehen, 1686 folgt die Integralrechnung. Spéter wird Leibniz des Plagiats beschuldigt.

1687 Newton erwéhnt kurz die Fluxionsrechnung in seinem Werk Philosophiae naturalis
principia mathematica. 1693 und 1704 folgen weitere Verdffentlichungen.

1712  Eine Kommission der Royal Society (Prisident Newton) kommt zu dem Ergebnis,
dass Newton als Erster den calculus erfunden hat (first inventor). Die Behauptung,
Leibniz habe nur den Namen und die Schreibweise geéndert, bleibt unwidersprochen.

1713 Johann Bernoulli versucht Leibniz zu Unrecht davon zu iiberzeugen, dass Newton zur
vollstdndigen Methode seiner Fluxionsrechnung erst nach der Publikation der Differen-
tialrechnung (1684) gelangt sei (Newton hatte einige seiner Ergebnisse umformuliert).
Die Auseinandersetzung nimmt an Schérfe zu. Rede zieht Widerrede nach sich.

Die Lager beharken sich in Briefen und Verdffentlichungen mit nicht enden wollenden
provozierenden Bemerkungen, Unterstellungen und Anschuldigungen.

Newton iiberlebte Leibniz um iiber zehn Jahre. Sie sahen sich nie. Im Gegensatz zu
Leibniz wurde Newton zu Lebzeiten mit Ehrungen iiberhéduft. In England wurde

die Fluxionsrechnung noch fast 100 Jahre trotzig beibehalten. Auf dem Kontinent
entwickelte sich die Mathematik durch Varignon, Jakob und Johann Bernoulli, Euler,

d’Alembert, Lagrange und Laplace stiirmisch weiter.
T © Roolfs
'Der Nachbau der Universitit Hannover 2005 einer Weiterentwicklung von Leibniz 16ste problemlos

12305897-96878532. 5




Der Leibniz’ Kalkiil erwies sich als leicht handhabbar und von groBer Uberzeugungskraft,
neuere Schreibweise fiir Differenziale: dx, dy. Die Newtonschen Bezeichnungen &, & fiir
Ableitungen werden noch in Zusammenhéngen verwendet, in denen die Variable t (Zeit)
nicht gewechselt wird. Dynamische Vorstellungen und Anderungsraten wurden in der Di-
daktik ab 2000 verstarkt aufgegriffen.

Anfang des Jahres 1675 erfuhr Leibniz aus einem Brief von Oldenburg, einem Sekretér der
Royal Society, dass Newton iiber eine allgemeine Methode zur Berechnung von Tangenten,
Fldcheninhalten, Bogenlédngen usw. verfiigt, ohne dass Einzelheiten genannt wurden.

Im Herbst 1675 formulierte Leibniz den Zusammenhang von Differentiation und Integrati-

on und fiihrte das Integralzeichen / ein. Fiir Leibniz war die Integration eine Summation,

fiir Newton die Ermittlung der Bestandsfunktion aus der Anderungsrate.

Im Nachhinein war die géngige Geheimhaltung der Methoden fiir den math. Fortschritt
eher forderlich. Leibniz konnte so nach dem frustrierenden Londonaufenthalt 1673 eigen-
stdndige Gedanken zur Infinitesimalrechnung entwickeln - Einzelbeispiele fiir die Bezie-
hung Tangentenproblem/Flichenberechnung lagen vielfiiltig vor! - und den in der Luft
liegenden Kalkiil in eine noch heute bestehende Form bringen.

Newton zogerte seine Veroffentlichungen hinaus, weil er weiter an den Grundlagen feilte -
dem Grenzwertbegriff kam er dabei recht nahe - und sich fiir Unvollsténdiges keiner Kritik
aussetzen wollte. Leibniz verdffentlichte seinen Kalkiil mit Beispielen ohne Begriindungen.
Seine Manuskripte belegen jedoch, dass er bereits die e-6-Methode (Bolzano 1817, Cauchy
1820, Weierstrass 1861) antizipiert hatte.

Collins, dem die math. Korrespondenz der Royal Society oblag, gewéhrte Leibniz 1676 bei
dessen zweitem Besuch in London Einblick in einige Dokumente Newtons, der das missbil-
ligt hétte. Dieser Umstand ndhrte den spéateren Plagiatsvorwurf. Fiir die englische Seite
nicht erkennbar hatte Leibniz bis zu diesem Zeitpunkt jedoch die wesentlichen Teile seines
Infinitesimalkalkiils gefunden.

Fiir Newton war Leibniz “a second inventor®. “Second inventors have no right.
Whether Mr Leibniz found the Method by himself or not is not the Question ...
“To take away the Right of the first inventor, and divide it between him and that
other [the second inventor|, would be an Act of Injustice.”

Newton verliefl 1696 die Universitéit, nahm ein Amt an der koniglichen Miinze an und
reformierte das Miinzwesen. Der Prioritétsstreit hatte zur Folge, dass es Leibniz verwehrt
wurde, seinem Herzog als dessen Bibliothekar - er sollte die Geschichte der Welfen und
damit deren Thronanspriiche untersuchen - nach London zu folgen, als dieser 1714 den
englischen Thron bestieg. Als Leibniz ein Reiseverbot erhielt und dieses ignorierte, wurde
er als Bibliothekar abgelost. Er starb vereinsamt 1716 in Hannover und wurde in klein-
stem Kreise beigesetzt. Alle Hofbeamte waren geladen worden, jedoch erschien niemand.
Fiir die Hannoveraner war Leibniz ein Unglaubiger, sie interessierte sein Tod nicht. Ein
Nachruf - der einzige - der Académie des Sciences in Paris wiirdigte Leibniz als grofien
Wissenschaftler. Sein Nachlass umfasst eine Rechenmaschine und 200000 beschriebene
Seiten, davon 20000 Briefe.

T © Roolfs

a b
! Fermat: /x"dm = n%rla"*l, Gregory: / % dr =Inb—1Ina
0 a
b

Roberval (1602-75): / sinzdr = cosa — cosb = [ — cos x}z

a
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+ Leibniz calculus differentialis und calculus integralis

Yy = x?’ A
dy (v +dx)® — 2° b
de dx
(23 +32%dx +32(dx)? + (dz)3) — 23 A
- dx
d
i ‘ dx / % = y
= 322 Potenzen der Differentiale, also Fehlerterme, dr ~— u
die bei fortschreitender Approximation ] Y
vernachléssigbar sind, entfallen.
- >
u
Mit Ay _ 322 + € kann fiir Az — 0 die Tangentensteigung m = 322 ermittelt
Ax g gUNEZ MTangente

werden. Infinitesimale Grofien (Differentiale) dz, dy vereinfachen die Schreibweise, d von
lat. differentia. Die Bezeichnung Z—z fiir die Ableitung verleitet jedoch zu der irre-

fiilhrenden Vorstellung von unendlich kleinen GréB8en, die es hier nicht gibt!, siehe 1. Seite
zur Art des Schlieflens. Hilfreich ist die Vorstellung, dass die ,,unvergleichbar kleinen“
Groflen (Leibniz inassignabilis lat., unassignable engl. unangebbar, ability Vermogen)

eines Steigungsdreiecks so klein gewéhlt werden, dass die langste Seite mit dem Kurven-
verlauf (bis auf einen zu vernachlissigenden Fehler) iibereinstimmt. dx ist ein verschwindend
kleiner Anteil von . Der Inhalt einer Fliche unterhalb von y setzt sich aus einer Summe

von Infinitesimalen ydx zusammen, / ydr = Z ydz.

dr® = ax® ldx
d(ay) = ady
dlu+v) = du+dv
d(uv) = udv+vdu  Umkehrung fiihrt zur partiellen Integration / udv = uv — / vdu
d% = vduU;udv / Buchstabe S von Summe, lat. summa
dy/z® = % v 24 d
dsinz = cosxdx
/ %dw =y
ds = +/(dx)? + (dy)? = \/1 + (dy/dx)? dz
5 = / ds
1 © Roolfs

! Leibniz erldutert 1676 in seinem grundlegenden, erst im 20. Jh. aufgefundenen Manuskript

De quadratura arithmetica den Begriff ,unendlich klein“ und antizipiert das Riemann-Integral.

Die Nichtstandardanalysis tréigt nicht dazu bei, sich dem Denken von Newton und Leibniz anzun&hern.
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+ Mit der Lupe betrachtet

AY
44
3.
9
leaty

Letztendlich liegt ein linearer (proportionaler) Zusammenhang von dz und dy vor.
Der Proportionalitatsfaktor ist die gesuchte Tangentensteigung.

2 _
Newton sprach angesichts Z—y = %# =2+dz
X X

vom ,letzten Verhéltnis (hier 2) verschwindender Grofien®.

Differentiale kénnen so klein gewéhlt werden, dass der Fehler ¢, der bei der Berechnung

einer Tangentensteigung, einer Bogenldnge, einer krummlinig begrenzten Fliache (z.B. durch
Approximation mit einer geradlinig begrenzten treppenférmigen Flidche) entsteht, kleiner als
jede vorgegebene positive Zahl ist, d.h. beliebig klein ist. Differentiale konnen dann in einem
Abstraktionsschritt als feste Rechengréfien mit speziellen Regeln aufgefasst werden.

Die Summanden von €, z.B. Potenzen und Produkte von Differentialen, werden weggelassen,
das Gleichheitszeichen beibehalten. Ein Grenzwertprozess wird in dieser Weise beriicksichtigt.
Ohne dass tieferes Versténdnis erforderlich wére (ganz im Sinne von Leibniz), konnen mit
dieser Methode (Kalkiil) Ergebnisse erzielt werden. Das trug zur raschen Ausbreitung bei.

Newton erlauterte 1686:

,Quantities, and also ratios of quantities, which in any finite time constantly tend to equality,
and which before the end of that time approach so close to one another that their difference is
less than any given quantity, become ultimately equal.

If you deny this, let them become ultimately unequal, and let their ultimate difference be D.
Then they cannot approach so close to equality that their difference is less than the given difference
D, contrary to the hypothesis.*

T (© Roolfs

Fiir den hollandischen Mathematiker Nieuwentijt (1654-1718) war eine infinitesimale Grofie eine
Grofle, die kleiner als jede andere endliche Grofle ist. Leibniz widersprach.
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Leibniz 1695:

+ Leibniz calculus differentialis

Auflerdem denke ich, dass nicht nur die Dinge gleich sind, deren Unterschied absolut Null ist,

sondern auch die,

deren Unterschied unvergleichlich klein ist. Und obwohl dieser [Unterschied]

nicht absolut Nichts genannt zu werden braucht, ist er auch keine Grofle, die mit denen
vergleichbar ist, deren Unterschied er ist.

y:

y+dy =

y+dy

y+dy =

dz"™ =

x

(x +dx)* Wir vergéflern x und y ein wenig.

z* + 423dx + 622 (dx)? + 4x(dx)® + (dx)*

t + 4a3da Differentiale hoherer Ordnung entfallen.
4x3dw y = x* wird subtrahiert.

423

— 2

= (z +dx)°

= 2° 4 batdr + 1027 (dx)? 4+ 1022 (dx)? + Sa(dx)* + (dx)®
= 2% + bztdr;

= brtdr

= bt

Uu-v w und v sind Funktionen von z.
(u+du) - (v+ dv)

u-v+u-dv+v-du+du-dv

u-v+u-dv+ov-du Differential du - dv entfillt.

u-dv+ov-du y = u - v wird subtrahiert.
dv | o du Produktregel 1675

Ug + U roduktrege

(x +dz)" — 2™ = nz" " 'dz + ... (Differentiale hoherer Ordnung)

na" tdx



+ Leibniz calculus differentialis

Quotientenregel 1676

_u
y = v
_ utdu
y+dy T v+dv
— % dv_u__u{)glv siehe Division
_ du u-dv
dy = v T 2
_ v-du—u-dv
= 2
du v
dy Ydr " dx
de v?

(u+du): (v+dv) =249 wdv
u-dv
_(U+T>
du_wdv
du-dv
— (du + dudoy

_u~dv _ du - dv

v v
u-dv  u-dv-dv
_(_ v 2 )
du-dv  u-dv-dv
—T o T2

Hier kann die Division abgebrochen werden.
Der Restterm und alle weiteren bestehen aus Differentialen
hoherer Ordnung.

Leibniz entgegnete 1701 auf abwegige Deutungen der Differentiale:

Car au lieu de l'infiniment petit, on prend des quantités aussi grandes et aussi petites qu’il
faut pour que l'erreur soit moindre que 'erreur donée, de sorte, qu’on ne differe du stile
d’Archimede que dans les expressions, qui sont plus directes dans notre méthode et plus
conformes a 'art d’inventer.

Denn anstelle des unendlich Kleinen nimmt man die Gréen so grof oder so klein wie nétig
an, damit der Fehler kleiner ist als jeder angegebene Fehler, so dass man von Archimedes’ Stil
[doppelter Wiederspruchsbeweis, siehe hier| nur in bezug auf die Ausdriicke abweicht, welche
eher auf unsere Methode ausgerichtet sind und mit der Erfindungskunst konform gehen.

T © Roolfs

In dem Acta-Artikel Versuch iiber die Ursachen der Bewegungen der Himmelskdrper erklarte
Leibniz 1689 den Begriff unendlich klein im Sinne von unvergleichlich klein, und zwar so klein,
dass der Naherungsfehler vernachlissigbar sei.
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+ Ableitung von sina und cos

(vergroBert)
d(sin o) do
d(jcos
1 1
a

d(sin o) = sin(a + da) — sin «

Die Schenkel stehen senkrecht aufeinander (gleiche Winkel, ahnliche Dreiecke).

d(s;zoz) = cos « sowie d(cosa) = —(Sos a— C(iS(Oé + dal), d(C;;a) = —sina
pos.

b

Summation von d(sin«) = cosada fithrt zur Flichenberechnung / cosada = sinb — sina.
a

Pascal hatte dies bereits 1659 ganz dhnlich hergeleitet.

Y = sin o

Y = COS



+ Ableitung von tan «

Ay = % Im Grenzfall da gegen Null sind die grau gefarbten Dreiecke dhnlich.

(tana) = 1+ tan®«

r = tan«o

o = arctanx

do _ 1
dx ~— dx
do
o 1
~ 1+tan?a
;L 1
(arctanzx) = T 22

Der Kalkiil (Calculus) besteht aus einem System von allgemein anwendbaren Regeln zur
Losung vielféltiger Infinitesimalprobleme. Aus verstreuten Einzelergebnissen haben Newton
und Leibniz allgemeine, aulerordentlich leistungsfihige, richtungsweisende Methoden
entwickelt. Mit Leibniz’ Bezeichnungen werden Zusammenhénge intuitiv widergespiegelt.
Er meinte denn auch, sein Kalkiil fiihre presque sans meditation zu Resultaten und enthebe
einen der Notwendigkeit, de travailler avec I'imagination.

10



+ Bemerkungen zur Didaktik

y =’

y+dy = (z+ dw)? Wir vergofern x und y ein wenig.

= 2% + 2zdz + (dx)*

dy = 2xdx y = x? wird subtrahiert, Differentiale hoherer Ordnung entfallen.
4y _
Ir = 22

Bis zum Ende des 17. Jahrhunderts waren = und y noch gleichberechtigt. Diese Sichtweise
ist fiir den Kalkiil sehr vorteilhaft. Der funktionale Zusammenhang wurde erstmalig 1698
von Johann Bernoulli erwéhnt.

In der 4. Zeile wird statt ~ das Gleichheitszeichen beibehalten, da der Fehler €

fiir kleine dx vernachlassigbar ist. Hier geht die offensichtliche lineare Approximierbarkeit

von y = z? ein (Proportionalititsfaktor 2z). Nur die letzte Zeile ist problematisch.

% kann als Quotient verschwindend kleiner Naherungs-Grofien dx und dy (dz # 0) gelesen

werden (z.B. zweckmiflig beim Aufstellen einer Differenzialgleichung); d_gys ist zugleich ein
neues Symbol fiir die Tangentensteigung f'(z) als Grenzwert fiir dz — 0 mit dz # 0.

Die zu Fehlinterpretationen verleitende, jedoch sehr suggestive Schreibweise wurde beibehalten.

Als 4. Zeile wire dy = 2zdx + (dz)? moglich und weiter g—z = 2x + dx. Vermeintlich fiihrt

dx = 0 zur Tangentensteigung. Wegen dieses scheinbaren Widerspruchs wurde die Methode
anfénglich heftig kritisiert.

Marquis de 'Hospital verfasste 1696 das erste Buch zur Differentialrechnung mit dem bezeich-
nenden Titel Analyse des infiniment petits. Es basiert auf einem Skript von Johann Bernoulli.
Die Briider Bernoulli hatten Probleme, Leibniz’ erste Abhandlung zur Differentialrechnung zu
verstehen, ,une énigme plutot qu'une explication®. Jakob Bernoulli wandte sich 1687 an Leibniz
und bat ihn um Erlduterungen. Leibniz befand sich jedoch in Italien und konnte erst drei Jahre
spater antworten. In der Zwischenzeit hatten sich die Briider den Kalkiil selbststéndig angeeignet.

Fiir Leibniz war das Rechnen mit Differentialen eine Kurzfassung eines Kalkiils endlicher Grofien
und Grenzwerte. Um dies zu veranschaulichen, verwendete er verschiedene Interpretationen von
Infinitesimalen (unendlich kleine, vernachlissigbare, unvergleichbar kleine Grofien, kleiner als
irgendeine angebbare Grofie). Unendlich klein heifit in Relation zu den iibrigen Grofien so klein,
dass der Ndherungfehler vernachlissigbar ist. Seine Bemiihungen waren wenig erfolgreich. Wider-
spriichliche Vorstellungen konnten nicht verhindert werden, taten aber der rasanten Ausbreitung
des calculus keinen Abbruch.

Fiir den Unterricht kann es bereichernd sein, die Anfinge der Analysis zu thematisieren und den
Leibniz-Kalkiil der h-Methode gegeniiber zu stellen. Die grundlegende Eigenschaft der linearen
Approximierbarkeit sollte hervorgehoben werden (Funktionszoom).

Den Hauptsatz wird man zunéchst mit Hilfe linearer Funktionen vermuten und tiberpriifen
(Integralfunktionen kénnen elementargeometrisch gefunden werden) und in das Thema Anderungs-
rate und Bestand einbetten. Die dahinter stehende GesetzméBigkeit ist der Grafik auf Seite 2

zu entnehmen. Eine Fehlerabschitzung z. B. fiir eine auf dem Intervall [a, b] monoton steigende
Funktion ist mit € < f(b) - dz leicht moglich. Quadraturen nach Fermat mit expliziter Ermittlung
von Unter- bzw. Obersumme sind fiir den Aufbau nicht erforderlich.
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+ Tangentensteigung als Grenzwert

Tangentensteigung fiir f(z) = 2% an der Stelle 7o =0

my = 1 AY
my = 0,82842 ...
my = 0,75682. .. flz) =2°
mg = 0,72406 . .. 47
myg = 0,70838 ...
mgo = 0,70070 ...
mgs = 0,69691 ... 34
mysg = 0,69502 ...
maose = 0,69408 . ..
ms12 = 0,69361 ... 5
Mmygoq = 0,69338 ...
Mogss = 0,69326 . .. dy
Maoges = 0,69320 ...
mggn = 0,69317 .. 7 du
Mag3sa = 0,69316 ... y
msares = 0,69315 ...
—  0,693147 ... T ] 5 1
Die Folge der Differenzenquotienten m,, = fla+ dj; — /(@) strebt fiir dx = % — 0 gegen ;l_gyc

Die Folge erzeugt hier den Grenzwert In(2). Es gilt e*® = 2.

Mit grofler werdendem n werden immer weitere giiltige Nachkommastellen enthiillt.
Gleichwohl ist von einer irrationalen Zahl stets nur ein endliches Anfangsstiick sichtbar.
Die Tangentensteigung wird als Bruch y/u veranschaulicht (y-Wert/Subtangente, siehe
blau gefirbtes Steigungsdreieck der Tangente).

n(2) = (),69314 718055997

T © Roolfs
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+ Grenzwert

Tangentensteigung fiir f(x) = 2% an der Stelle 7y = 1

moy = 4,75
my = 3,8125
mg = 3,390625

myg = 3,191406 . ..
msy = 3,094726 . ..
mgs = 3,047119 ...
myog = 3,023498 . ..
Mosg = 3,011734 . ..
msi2 = 3,005863 . ..
migea = 3,002930 ...
Mopss = 3,001465 . ..
Maoes = 3,000732 ...
mgig2 = 3,000366 ...
migssa = 3,000183 ...
maares = 3,000091 . ..

Mess36 — 3,000045 . _‘1 é >.CL’
Mmizo72 = 93,000022 ...
Mogo144 = 93,000011 ...
Mp524288 — 3,000005 .
— 3,000000 ...
Die Folge der Differenzenquotienten m,, = flo d:;; = fl@) strebt fiir dr = % — 0 gegen Z—z
Die Folge erzeugt (konvergiert gegen) hier den Grenzwert 3.
Die Tangentensteigung % wird durch den Bruch y/u (y-Wert/Subtangente, siehe blau

gefiarbtes Steigungsdreieck der Tangente) veranschaulicht.
Die Beschéftigung mit reellen Zahlen und Grenzwerten ermoglicht ein intuitives Verstdndnis
fiir Grenzprozesse, siehe hier.

3 — 3.0000000000000

T © Roolfs
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+ Zur Begriindung des Infinitesimalkalkiils durch Leibniz

Leibniz publizierte die Regeln seines Differentialkalkiils ohne Begriindung. Jakob und Johann
Bernoulli und Marquis de I’Hospital betrachteten die GroBlen dx und dy als unendlich klein und
real existierend. Diese simplifizierende Sichtweise trug zur raschen Verbreitung des Kalkiils bei
und ist auch heute noch anzutreffen. Sie wurde bereits von Leibniz zuriickgewiesen. Vertreter
der Non-Standard-Analysis, in der infinitesimale Rechnungen fundiert sind, versuchen gleichwohl
eine Vereinnahmung von Leibniz. Newton versuchte, infinitesimale Gréflen zu verbannen.
Leibniz war von der Zuverlassigkeit seines Kalkiils iiberzeugt, eine schriage Interpretation wére
fiir die Anwendung ohne Belang. Er rechtfertigte seinen Calculus in einzelnen Schriften und
Briefen. Zusammengefasst:

Eine Tangente wird als Grenzfall einer Sekante gesehen. Der Ubergang erfolgt stetig.

dx ist im Vergleich zu x unendlich klein im Sinne von unvergleichbar klein, bzw. undefinierbar
klein, d.h. dx ist unbegrenzter Verminderung fahig. dz kann so klein gewahlt werden, dass der
Néherungsfehler kleiner ist als jede vorgegebene Zahl.

Der Bezug zu den reellen Zahlen und insbesondere zum Problem, eine 1 Gleichheit nachzu-
weisen, ist offensichtlich. Unendliche, konvergente Reihen sind Erzeugungsvorschriften fiir reelle
Zahlen, z.B. die Leibniz-Reihe fiir % Der Bestimmung der Tangentensteigung liegt auch ein
Grenzprozess zugrunde, d.h. zu einer approximierenden Folge von Sekantensteigungen (dz — 0)
wird die hierdurch definierte reelle Zahl ermittelt. In einfachen Fiéllen erfolgt die Grenzwert-
bildung durch das Setzen von dx = 0. Auch wenn erst 150 Jahre spéter das Kriterium formuliert
wurde, welche Folgen eine Zahl definieren (einen Grenzwert besitzen), musste fiir Leibniz seine
Grundlegung des Kalkiils fiir glatte Kurven hinreichend erscheinen. Fiir diese Kurven existieren
ersichtlich Tangenten, wie beim Kreis und der Ellipse (seit Cauchy wird die Steigung definiert).
In einem Brief an Varignon 1702 schreibt Leibniz, dass die unendlich kleinen Linien als idea-

le Begriffe gebraucht werden kénnen. Mit infinitesimalen Zahlen (Differentialen) kann analog
wie mit imagindren Zahlen, von denen er sagt, dass sie ,,in der Natur® bzw. als ,reale Din-

ge“ nicht gibt, nach festen Regeln in abkiirzender und symbolischer Weise gerechnet werden.
,Nos infiniment petits“ sind als ideale Gegenstéinde oder wohlfundierte Fiktionen zu betrach-
ten ,,comme des choses ideales ou comme des fictions bien fondée“. Um auf die der Infinitesi-
malrechnung zugrunde liegenden Grenzprozesse hinzuweisen, fiithrt Leibniz an, dass z.B. 2 gleich
1+1/2+1/44 1/8...ist. Die Teilsummen unterscheiden sich beliebig wenig von 2 und somit
besteht Gleichheit. Einen infinitesimalen Bruch oder unendl. grofien Nenner gibt es hier nicht.
Bei Veroffentlichungen war das Weglassen von Losungswegen im 17. Jh. haufig geiibte Praxis.
Johann Bernoulli kritisierte deswegen Fatio de Duillier.

,Es wire wiinschenswert, dass er die Methode, die er verfolgt hat [bei der Konstruktion von
Kérpern geringsten Stromungswiderstands|, hinzugefiigt hétte, zum einen, damit klar geworden
ware, dass sie korrekt ist, zum anderen, damit wir hdtten sehen kénnen, ob er nicht mit dersel-
ben Verworrenheit laboriert [wie zuvor].“

Leibniz veroffentlichte 1691 einen Text zur Kettenlinie in den Acta, verschwieg aber die Metho-
de, mit der er sie entdeckte. Diese teilte er seinem Florentiner Briefpartner v. Bodenhausen mit
und ergénzte: ,,Es ist aber guth, dass wann man etwas wiircklich exhibiret, man entweder keine
demonstration gebe, oder eine solche, dadurch sie uns nicht hinter die schliche kommen.*

Leibniz’ sporadische Versuche, anderen den Calculus versténdlich zu erkiren, waren kaum erfolg-
reich. Die Hinweise, z.B. auf die Archimedische Exhaustions-Methode, waren nicht ausreichend.
Selbst fiir Euler 1707-1783, der so viele Beitrége zu Differentialgleichungen verfasst hat, waren
infinitesimale Groflen ,,absolute Nullen®, da sie kleiner seien als jede endliche Gréfle. Aber auch:
Zur Berechnung einer Dezimalzahl kann eine infinitesimale Grofle aus einer Folge kleiner werden-
der Zahlen bestehen.
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sg = 7,0833333 ...

s16 = 7,1041666 . .. 5 | % o) = %xz
S35 = 7,1093750 . ..

sea = 7,1106770 . .. 7[

S198 = 7,1110026 . ..

s956 — 7,1110839 . .. 4 %

Ss12 = T,1111043 . ..

S04 = T,1111094 ... %

Soous = T,1111106 . .. 31

Sa006 = T,1111110 ... 7[

s 71111111 ... :7% %

S, ist Inhaltssumme der Rechtecks- 1 2 3 4 T
flachen fiir n Unterteilungen des Inter-

valls [0;4]. Die Folge erzeugt in eindeutiger Weise den Grenzwert (Inhalt der Fldche unter dem
Graphen im Bereich [0;4]).

Leibniz hoffte, mit seiner umfangreichen Schrift De Quadratura arithmetica circuli ellipseos et
hyperbolae cujus corollarium est trigonometria sine tabulis [Arithmetische Quadratur des Kreises,
der Ellipse und der Hyperbel, aus der eine Trigonometrie ohne Tafeln folgt] Mitglied der Académie
Royale des Sciences zu werden. Dazu kam es nicht, Leibniz musste Paris 1676 verlassen.

Die Schrift erschien erst 1993 zum ersten Mal vollstdndig im Druck.

In ihr reflektiert Leibniz Cavalieris Indivisiblenmethode (lat. indivisibilis unteilbar, ein Kérper

ist aus unendlich vielen unendlich diinnen Scheiben, den Indivisiblen, zusammengesetzt, eine Fliache
aus unendlich vielen Linien). Er zeigt, dass eine krummlinig begrenzte Flidche durch eine Summe
von Rechtecken beliebig genau angenéhert werden kann. Beliebig genau heifit:

Der Fehler kann kleiner als jede vorgegebene positive Zahl gemacht werden (statt e verwendet
Leibniz Z). Infinitesimale Rechteckbreite bedeutet: ins unendlich Kleine gehende Breite. Leibniz
Darstellungsweise, auch wenn es sich z. B. um partielle Integration handelt, ist geometrisch. Diese
erinnert an Barrow!. Auf De Quadratura wird Leibniz nie wieder Bezug nehmen. Die Fehlerab-
schitzungen gehen iiber Bekanntes hinaus. Leibniz’ Begriff der Kontinuitéit wird durch die Folge s,
veranschaulicht. ,, Error minor quovis errore assignabili®, der Fehler ist kleiner als jeder zuweisbare
Fehler. ,,Ostendendo errorem quovis assignabili esse minorem, adeoque nullum*, das zeigt, dass der
Fehler kleiner als jeder zuweisbare Fehler ist und daher null ist. Zum calculus differentialis verfasste
Leibniz >1702 drei unveroffentlichte Skripte. Erst die Cauchy/Weierstra-Definition der Ableitung
schriankte den vermeintlichen Interpretationsspielraum des Infinitesimalkalkiils auf das math.
Gebotene ein und machte in diesem Kalkiil die unendlich kleinen Gréfien zu einer facon de parler.

T © Roolfs

'Barrow Geometrical Lectures: ,,All the lines“ could be replaced by a sum of parallelograms ,,of a rather
small ... and inconsiderable height.“
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