Fehlerabschatzung fiir Taylorpolynome der e-Funktion
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1. Wir approximieren die Funktion f(z)=e” durch g(z) =1+ % + %

und schétzen den Fehler R(z) auf dem Intervall [0,1] ab.

AY
) r oz’ =3
Sei also e’ =1+ T + o7 + R(x)  wir leiten beide Seiten ab: N Y=o
! ! |
!
e =142 + R(x) !
\
21 \
et =1 + R”(x) ‘ R”(a:)
!
\
e’ = R"(x) \
IR A y=x
\
2. Aus einer Abschitzung fiir R”(z) auf dem Intervall [0,1] leiten wir }
eine Abschitzung fiir R(z) her. |
1

SV

Es ist 1< R"(z) < 3 — (beachte R"(0)=0)
x < R'(z) < 3z — (beachte R'(0)=0)
72 22 AY
> < R(z) < 37 — (beachte R(0)=0)
23 3 4= |
I x'?’
3. Beispielhafte Begriindung fiir: 1< R"(z) = < R'(x) | :
R"(x) verlduft durch den Ursprung und hat eine Ableitung (nédmlich R(z) s
R"(x)), die groBer als 1 ist. R”(z) steigt also stérker als y = x an, _/ k(‘TZ: 31
verlduft daher oberhalb von y = x, es gilt daher x < R”(x). 1z

Aufg.
Schétze den Naherungsfehler R(z) fir das Taylorpolynom 4. Grades (5. Grades, n-ten Grades) ab,
das die e-Funktion approximiert.
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Fehlerabschétzung (durch Integration) fiir Taylorpolynome der e-Funktion

1. Wir approximieren die Funktion f(x) =e* durch

g(m):1+ﬁ+—

x IEQ

2!

und schétzen den Fehler R(z) auf dem Intervall [0,1] ab.

Sei also

2

¢ _ r, T
et = 1+1!+2! + R(z)
Wir leiten beide Seiten ab:
e* = 142z + R'()
e’ =1+ R'(x)
el‘ — R///(x)

2. Aus einer Abschiitzung fiir R”(x) auf dem Intervall [0, 1]
leiten wir eine Abschitzung
fiir R(x) durch Integration her.

1 < R"(z) < 3
x < R'(z) < 3z
z? x?
< / I
5 = R(x) < 3 5
3 3

Begriindung fiir den ersten Ubergang:

1 <

/1dt§
0

r <

Aufg.

R"(z) < 3

/R’”(t) dt < /3
0 0

R'"(x) < 3z

dt

—

—

AY /
Fay=e /)
37 /
/
/
/
%
4
21 /
4
/
22
gla) =1+z+5
2 1 1 x
AY
(beachte R"(0)=0)
(beachte R'(0)=0)
(beachte R(0) =0)

(rechte Grenze z, Integrationsvariable z wird umbenannt)

(beachte

R"(0)=0)

Schétze den Naherungsfehler R(z) fir das Taylorpolynom 4. Grades (5. Grades, n-ten Grades) ab,
das die e-Funktion approximiert.
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Taylorpolynome und Taylorreihen

Die bestmogliche lineare Approximation einer Funktion an einer Stelle ist die Tangente.

Bessere Néherungen sind durch Parabeln zu erzielen. Die Kriimmung der Funktion an einer Stelle
wird durch ganzrationale Funktionen héheren Grades - den Taylorpolynomen - besonders gut erfasst.
Soll die ganzrationale Funktion vom Grad n p,(x) = ag+ a1z + asz® + ... +apa”

im Funktionswert und den ersten n Ableitungen an der Stelle x = 0 mit der Funktion f
iibereinstimmen,

F0) = pa(0) = ag; f'(0) = pj(0) = ar; f"(0) = 2az; f"(0) = Blag; .. ; f((0) = nla,
so erhalten wir das n-te Taylorpolynom:
"0 an (n) (o

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, den Fehler f(x) — p,(x) abzuschitzen.

Fiir Funktionen, die beliebig oft (stetig) differenzierbar sind, existiert eine Taylorreihe, z.B.:

xQ x3 x4
—1+1‘+—+—3' +—+
.’L'3 .%'5 .’L'7
smx—x——gl —I——5' T + -
) fI,'2 .’IJ4 .’IJ6
COST = _E—’—E—a—i__

1 1.1 1.3 1-3-5
AFz=1+4-2— 2 3_ 11900 AL
tr= S e T e 6 T2 1.6.8° T

Taylorreihen kénnen differenziert, integriert, multipliziert und substituiert werden:

(e”) = e, (sinz) = cosx

Mit der Reihe fiir e* erhalten wir

4 x5 :C6
ﬁe—x+x+—+§+z+
4 :C6 568
f=1-22 +_+§+E+

Das vielfaltige Verwenden der Taylorreihen in Grenzwert-Berechnungen, Beweisen, DGLn,
Verallgemeinerungen im Komplexen oder Abschéitzungen in der Physik liegt aulerhalb der Schule.
SchiilerInnen diirfen sich aber an der math. Asthetik dieser Reihen erfreuen und an der Erkenntnis,
dass sich transzendente Funktionen (z.B. e, sinx) durch einfache und regelmiflige Funktionen beliebig
genau approximieren lassen.
Die obigen Taylorpolynome sind gute Ndherungen fiir f in der Umgebung von x = 0. Fiir eine
Niherung an der Stelle x = a wird f verschoben, g(z) = f(z + a), das Taylorpolynom fiir g (beachte
9(0) = f(a), ¢'(0) = f'(a) usw.) wird sodann um «a in umgekehrte Richtung verschoben. Ergebnis:
/ " n)
palz) = fla) + fl(,a) o+ LD gy I@

2! n!
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Taylorentwicklung von f(x) = 8ze™™

T T

Ordne den Graphen die Funktionen zu.
fi(z) = 8z
fo(x) = 8x — 8x?

f3(z) = 8z — 8% + 4a3

Ja(z) = 835—8962—1—4903—%954

f5(z) = 8z — 8z% + 4a® — %x‘*—i—%aﬁ

fe(z) = 8x—8x2+4x3—%x4+%x5 L 40

fr(x) = 8:6—83:2+4x3—%x4+%x5_1_15x6+%x7

fa(z) = 8x_8x2+4x3—%$4+%x5—1—15x6+$x7 &ﬁ
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Fehlerabschétzung fiir die Approximation mit Taylorpolynomen

1. Wir approximieren die Funktion f(xz) =e* durch
2
o £ 'T_ AY //
glo) =143+ 5 fl@)=e"//
3A
und schétzen den Fehler R(z) auf dem Intervall I = [0,1] ab. /
//
Sei also et = 1+£+x_2 + R(z) /
1 2! 2 /
7
Wir leiten beide Seiten ab:
e* = 142 + R'(z)
e’ =1+ R'(x)
f"(x) = e = R"(x) -2 1 1 L
2. Aus einer Abschiitzung fiir R”(x) auf dem Intervall T
leiten wir eine Abschitzung fiir R(x) durch Integration her.
1 < R"(z) < 3
— x < R'(z) < 3z
= - < R(z) < 3 z
R x R
2 - 2
3 3
Allgemeiner: AY
Sei  f(z) = ap+az +a2a?+ R(z)  (R(0) = R'(0) = R"(0))
= R"(x)= f"(x) 4o |
5 \
n =
Mit der Abschitzung (auf dem Intervall I) | 23
I k = Co—
c < f"(x) < ¢, d.h | (2) = 3!
c1 < R"(z) < g, folgt a3 < R(z) < 2 3. | R(z) 23
3! 3! / k(xz) = clgy
L !
I L
Wird f(x) durch ein Polynom 3. Grades approximiert . ..
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Optimale Approximation durch Taylorpolynome, Fehlerabschitzung

Ist f(x) in einer Umgebung von a (n + 1)-mal differenzierbar,
so approximiert das n-te Taylorpolynom

f/a f//a
%(m—a)+#(m—a)2+ e +

f")(a)

n!

pu(z) = f(a) +

(x —a)"

f an der Stelle a besser als jedes andere Polynom n-ten Grades.

Kann auf einer Umgebung von a die (n + 1)-te Ableitung durch
e < f(2) < e
abgeschétzt werden, so liegt die Abweichung f(z) — p,(x) zwischen

C2

n+1
(x —a) und CE]

a)nJrl.

(n+ 1) (z -

Fiir die Approximation mit der Tangentenfunktion
f(x) = fla) + f'(a)(z — a) + R(x)

bedeutet dies: |R(z)| < %(x —a)?- max | f"(2)]

Die Taylor-Entwicklung n-ten Grades einer Funktion f setzt sich zusammen aus dem
Taylor-Polynom n-ten Grades und dem Restglied:

f(x) = pn(x) + 10 ().

Fiir das Restglied r,(x) gilt:
Ist die Funktion f (wenigstens) (n + 1)-mal auf [a, x| stetig differenzierbar,

so gibt es ein b € [a, z] mit

f(n+1)(b)

_ \n+l
1) (r —a) und

f(@) = pn(z) +

F@) = pula) + - [ @0y £ 0 an

Bestétige durch partielle Integration:

F(2) = F(0) +2 - f(0) + /0 @ty (0 dt




