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1 Aufgaben zum logistischen Wachstum

Eine Untersuchung des Hohenwachstums von Hopfen ergab folgende Werte:
Zeit (in Wochen) | 0 | 2 | 4 | 6 | 8 | 10 | 12 | 16 |
Hohe (inm) | 06 | 1.2 [ 20 | 33 | 41 | 50 | 55 | 58 |

a) Schitzen Sie die Séttigungsgrenze und bestimmen Sie den fehlenden Parameter in der logistischen
Funktion mithilfe eines Messpunktes.
Vergleichen Sie das Ergebnis mit der logistischen Regressionskurve.

b) Bestimmen Sie die Hohe des Hopfens nach 17 Wochen.

c) Wichst der Hopfen nach 2 Wochen schneller als nach 10 Wochen?

Von 6000 isoliert lebenden Menschen (z.B. eines Indianerstamms) infiziert sich eine Person an Grippe.
Durch gegenseitige Ansteckung zéhlt man nach 5 Wochen bereits 400 Kranke.

a) Um die Ausbreitung dieser Grippe zu modellieren, geht man von logistischem Wachstum der Anzahl
K der Erkrankten aus. Was spricht fiir diese Annahme?

b) Bestimmen Sie den Funktionsterm. Nach welcher Zeit ist die Hélfte der Bewohner krank?
Welche Bedeutung hat dieser Zeitpunkt fiir die weitere Ausbreitung der Krankheit?

c¢) Wie grof ist in den ersten 2 Monaten die mittlere Zunahme an Erkrankten pro Woche?

Die Tabelle zeigt die Erdbevolkerungsentwicklung.

Jahr | 1804 | 1927 | 1960 | 1974 | 1987 | 1999 | 2005 |
Anzahl (inMrd.) | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 65 |

a) Geben Sie eine logistische Regressionskurve an (mit dem GRT nur die letzten 4 Wertepaare beriick-
sichtigen). Welche Séttigungsgrenze beinhaltet sie?

b) In welchem Jahr sind demnach 7 (8, 9) Mrd. Menschen zu erwarten?



1.

1 Aufgaben zum logistischen Wachstum Loésungen

Eine Untersuchung des Hohenwachstums von Hopfen ergab folgende Werte:
Zeit (in Wochen) | 0 | 2 | 4 | 6 | 8 | 10 | 12 | 16 |
Hohe (inm) | 06 | 1.2 [ 20 | 33 | 41 | 50 | 55 | 58 |

a) Schitzen Sie die Séttigungsgrenze und bestimmen Sie den fehlenden Parameter in der logistischen
Funktion mithilfe eines Messpunktes.
Vergleichen Sie das Ergebnis mit der logistischen Regressionskurve.

- G- f(0) G G- )
I@) = oG =) e ~ Treetor: Mt 9=
6

0= Tgewe

z.B. f(10)=5 = k=0,0634
b) Bestimmen Sie die Hohe des Hopfens nach 17 Wochen. f(17) =59

c¢) Wichst der Hopfen nach 2 Wochen schneller als nach 10 Wochen?
geringfiigig schneller, f’(2) = 0,35 f’(10) = 0,32

Von 6000 isoliert lebenden Menschen (z.B. eines Indianerstamms) infiziert sich eine Person an Grippe.
Durch gegenseitige Ansteckung zéhlt man nach 5 Wochen bereits 400 Kranke.

a) Um die Ausbreitung dieser Grippe zu modellieren, geht man von logistischem Wachstum der Anzahl
K der Erkrankten aus. Was spricht fiir diese Annahme?
Zuwachs ist proportional zu K (z) und 6000 — K ()

b) Bestimmen Sie den Funktionsterm. Nach welcher Zeit ist die Hélfte der Bewohner krank?
Welche Bedeutung hat dieser Zeitpunkt fiir die weitere Ausbreitung der Krankheit?
6000
K(z) =

1 4 5999 ¢—6000kz

K(5) =400 = k= 0,00020

K(x)=3000 = z = 7,2 (Wochen)

c) Wie grof} ist in den ersten 2 Monaten die mittlere Zunahme der Erkrank. pro Woche? @ = 533

Die Tabelle zeigt die Erdbevolkerungsentwicklung.

Jahr | 1804 | 1927 | 1960 | 1974 | 1987 | 1999 | 2005 |
Anzabl inMrd.) | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 65 |

a) Geben Sie eine logistische Regressionskurve an (mit dem GRT nur die letzten 4 Wertepaare beriick-
sichtigen). Welche Séttigungsgrenze beinhaltet sie?

11,5
fz) = 1+ 0,803¢—0.0288z

, o = 0 entspricht dem Jahr 2000, G = 11,5

b) In welchem Jahr sind demnach 7 (8, 9) Mrd. Menschen zu erwarten?
114 (24,8 40,5) d.h.im Jahr 2011 (2025 2041)



1 Kiirbis-Aufgabe

Fiir das Wachstum eines Kiirbis einer bestimmten Sorte hat eine Biologin das folgende Modell aufgestellt:

flz) = 4000 - €052
19 + 0,05z

Dabei ist « (x > 0) die Zeit in Tagen, f(z) bezeichnet die Masse des Kiirbis in Gramm.

a)

Skizzieren Sie den Graphen der Funktion (0 < x < 300).

Ermitteln Sie, wie schwer der Kiirbis zu Beginn war.

Berechnen Sie, wie schwer der Kiirbis maximal werden kann.

Ermitteln Sie grafisch, zu welchem Zeitpunkt die Wachstumsgeschwindigkeit maximal ist.
Geben Sie an, wie hoch diese Wachstumsgeschwindigkeit ist.

Berechnen Sie, wie schwer der Kiirbis nach einem Monat ist.
Schétzen Sie ab, wie viel Gramm in der Stunde stérksten Wachstums hinzukommen.
Berechnen Sie, nach welcher Zeit 90 % der maximalen Kiirbismasse erreicht sind.

Fiir die Ableitung f” gilt (kein Nachweis erforderlich): f'(x) = 0,05 - f(z) — g - f*(x).

Bestimmen Sie damit den Wendepunkt exakt (die notwendige Bedingung reicht aus).
Erldutern Sie die Bedeutung des Wendepunktes fiir das Wachstum des Kiirbis.

Bringen Sie die DGL auf die Form: f'(z) = k- (G — f(z)) - f(x).

Was beinhaltet diese DGL in Hinblick auf die Wachstumsgeschwindigkeit?

Vergleichen Sie dieses Wachstum mit dem exponentiellen und dem beschriankten Wachstum.

Obige Funktion f gehort fiir a = 19 zu der Funktionenschar f, mit

4000 - 052

falz) = P > 0.

Untersuchen Sie graphisch den Einfluss des Parameters a auf den Verlauf des Graphen.
Zeigen Sie, dass gilt:
, 200q - %052
fol@) = ————
(a + 60,0593)
Bestimmen Sie das Monotonieverhalten von f, und geben Sie die Wertemenge an.

Folgende Information kénnen Sie ohne Nachweis benutzen:

f//(x) _ 10a - 60’053;(01 _ 60,05;8)
“ (a + €0.05z)

Berechnen Sie die maximale Wachstumsgeschwindigkeit in Abhéngigkeit von a.
Auf welcher Ortskurve liegen die Wendepunkte von f,?

Der Graph von f,, die y-Achse und die Gerade y = 4000 begrenzen im ersten Quadranten ein
sich ins Unendliche erstreckendes Fldachenstiick. Berechnen Sie den Inhalt dieses Fldchenstiicks.



1 Kiirbis-Aufgabe Ergebnisse ohne Einheiten

Fiir das Wachstum eines Kiirbis einer bestimmten Sorte hat eine Biologin das folgende Modell aufgestellt:

flz) = 4000 - €052
19 + 0,05z

Dabei ist « (x > 0) die Zeit in Tagen, f(z) bezeichnet die Masse des Kiirbis in Gramm.

a)

Skizzieren Sie den Graphen der Funktion (0 < x < 300).

Ermitteln Sie, wie schwer der Kiirbis zu Beginn war. 200
Berechnen Sie, wie schwer der Kiirbis maximal werden kann. 4000
Ermitteln Sie grafisch, zu welchem Zeitpunkt die Wachstumsgeschwindigkeit maximal ist. 58,9
Geben Sie an, wie hoch diese Wachstumsgeschwindigkeit ist. 50
Berechnen Sie, wie schwer der Kiirbis nach einem Monat ist. 763
Schiitzen Sie ab, wie viel Gramm in der Stunde stirksten Wachstums hinzukommen. 2
Berechnen Sie, nach welcher Zeit 90% der maximalen Kiirbismasse erreicht sind. 102,8
0,05

Fiir die Ableitung f’ gilt (kein Nachweis erforderlich): f'(z) = 0,05 - f(z) — 7555 ().

Bestimmen Sie damit den Wendepunkt exakt (die notwendige Bedingung reicht aus).

Erldutern Sie die Bedeutung des Wendepunktes fiir das Wachstum des Kiirbis. W(QO -In(19) | 2000)
Bringen Sie die DGL auf die Form: f'(z) = k- (G — f(z)) - f(x). k = 0,0000125
Was beinhaltet diese DGL in Hinblick auf die Wachstumsgeschwindigkeit?

Vergleichen Sie dieses Wachstum mit dem exponentiellen und dem beschrinkten Wachstum.

Obige Funktion f gehort fiir a = 19 zu der Funktionenschar f, mit

4000 - 005
Ja(z) =

—— a>0.
a+60,05a; )

Untersuchen Sie graphisch den Einfluss des Parameters a auf den Verlauf des Graphen.
Zeigen Sie, dass gilt:

' 200a - €0:05®
fo(z) = ———
(a + 60,051)

Bestimmen Sie das Monotonieverhalten von f, und geben Sie die Wertemenge an. f. >0, [%, 4000[

Folgende Information kénnen Sie ohne Nachweis benutzen:
B 10a - 60,05x(a o 60,051)

//(l,)

. (a + 0052y’
Berechnen Sie die maximale Wachstumsgeschwindigkeit in Abhéngigkeit von a. (20 -1n(a)) =50
Auf welcher Ortskurve liegen die Wendepunkte von f,? y = 2000

Der Graph von f,, die y-Achse und die Gerade y = 4000 begrenzen im ersten Quadranten ein
sich ins Unendliche erstreckendes Fldachenstiick. Berechnen Sie den Inhalt dieses Fldchenstiicks.

A =80000 - In(a + 1)



1 Buscharten-Aufgabe

Gegeben ist die Funktionenschar:

a)

100 - a
a+e ke

fap(x) = mit a,k € R und a # 0, k # 0.

Versuchen Sie unterschiedliche Typen in Abhéngigkeit der Parameter herauszufinden. Die zugehori-
gen Graphen sind zu skizzieren. Charakteristische Eigenschaften in Abhéngigkeit der Parameter sind
herauszustellen und zu begriinden, insbesondere das asymptotische Verhalten bzw. gegebenenfalls vor-
liegende Eigenschaften bzgl. Symmetrie und Spiegelung. Mdogliche Wendepunkte sind algebraisch in
Abhiéngigkeit der Parameter zu bestimmen.
2, —kw(_,—kaw
Z[,k(x) _ ~ 100ak (e (_;ex i +a)
a+e k)

kann ohne Herleitung benutzt werden.

Losen Sie die Differentialgleichung h'(z) = r - (100 — h(x)) mit h(z) < 100, r € R und r > 0.

Zwei Buscharten haben ein unterschiedliches Langenwachstum in Abhéngigkeit von der Zeit. Die mittle-
ren Léngen (in em) sind fiir die ersten 18 Monate erfasst. Nach etwa 20 Monaten gelten beide Buscharten
als ausgewachsen. Die beiden Sorten eignen sich nach Auskunft des Verkaufers sehr gut dazu, sie in
einer ,,Buschreihe®“ abwechselnd anzupflanzen:

Buschsorte I

(in Monaten) ||
y(nem) | 10 | 165 | 24,2 | 31,1 | 48,0 | 71,5 | 87,0 | 95,5 | 986 |

Buschsorte 11

(in Monaten) ||
y(nem) | 10 | 585 ] 73,0 ] 795 | 92,0 | 976 | 98,7 | 99,5 | 99,9 |

Erldutern Sie vergleichend das ,, Wachstumsverhalten* und ermitteln Sie mégliche Funktionsgleichun-
gen. Bestimmen Sie jeweils diejenige Zeit, die notig ist, um 50% der jeweiligen maximalen mittleren
Pflanzengrofe zu erreichen! Vergleichen Sie auch mit den Aufgabenteilen vorher! (Siehe (*)) Die zu
Buschsorte I ermittelte Funktion soll in einem geeigneten Teilbereich ersetzt werden durch eine Funk-
tion des Typs

Wq,s(x) =a-€e** mitse R und a > 0.
Bestimmen Sie den Graphen dieser Funktion und deuten Sie das Ergebnis!

Untersuchen Sie den Langenunterschied der beiden Pflanzensorten in Abhéngigkeit von der Zeit. Be-
griinden Sie die Eigenschaften des zugehérigen Graphen auch aus den Ergebnissen von c¢)! (Siehe (*))

(*) Falls in c) keine brauchbaren Ergebnisse erzielt werden, arbeite man ersatzweise mit:

1) I(z) =

100

14+ 10-¢-035z II) b(z) =100 — 80 - ¢~ 035
e 0357



1 Punktsymmetrie zum Wendepunkt

Der Graph der Funktion
f(x):M mit a,k € R und a # 0, k #0
a+e ke
ist punktsymmetrisch zum Wendepunkt.

1
Der Wendepunkt lautet: W(— nlga) | 50)

Der Graph wird so verschoben, dass der Wendepunkt im Ursprung liegt.

In(a 100 - a
fr(a) = o= 2 =50 = 50
ate FeT)
Der Funktionsterm von f* kann vereinfacht werden. beachte: a™t" = a™ - g"
100 50(1 — e ko)
) = ————-50 = ————=
f (:E) 1+ e—kx 14+ e~k
Der Nachweis von f*(—z) = —f*(x) gelingt mit den Umformungen:
o oy 50(L—eFm)y 50(e R 1) 50(1—ehT)
f ( .’IJ) - 1+€k'x - €_k'x+1 - e‘k‘l‘—l—l f (II,')
T © Roolfs



1 Sonnenblumen-Aufgabe

Die Hohe von Sonnenblumen wird wihrend des Wachsens gemessen. Zu Beginn der Messungen betragt
die Hohe im Schnitt 0,1 (m), nach 100 Tagen 1,27 (m) und nach 180 Tagen ist 1,94 (m).

Ermitteln Sie (mit dem GTR) eine Funktion, die das Hohenwachstums beschreibt und stellen Sie eine
begriindete Vermutung iiber die Hohe einer ausgewachsenen Sonnenblume auf.

Ein Biologe verwendet zur Modellierung des Hohenwachstums die Funktion

Qekw

= k> 0.
ekr 419’ =

fr(z)

1) Untersuchen Sie ohne GTR, ob f; streng monoton steigend ist.

2) Nach welcher Zeit (von k abhéngig) hat sich die durch fj festgelegte Anfangslinge verdoppelt?
Welchen Einfluss hat k auf den Verlauf des Graphen?

kx

Der Biologe verwendet allgemein zur Wachstums-Modellierung die Funktion h(z) = Z’?i—i—b’
e T
a, b und k positiv.

1) Wie grof} ist dann (allgemein) die Grenzhohe G?7

2) Bestimmen Sie a und b so, dass eine Sonnenblume zu Beginn der Messung 0,2 (m) hoch ist und die
Grenzhohe 1,8 (m) betragt.
/
Die Funktion g(z) = ‘;k Exi beschreibt die momentane Wachstumsgeschwindigkeit bezogen auf eine
x
Hoheneinheit. F

1) Erldutern Sie den Sinn dieser Funktion.

2) Bestimmen Sie den Grenzwert von g(x) fiir x — oo.

3) Berechnen Sie das Integral / g(x) dz.
0



1 Sonnenblumen-Aufgabe Losungshinweise

Die Hohe von Sonnenblumen wird wihrend des Wachsens gemessen. Zu Beginn der Messungen betragt
die Hohe im Schnitt 0,1 (m), nach 100 Tagen 1,27 (m) und nach 180 Tagen ist 1,94 (m).

Ermitteln Sie (mit dem GTR) eine Funktion, die das Hohenwachstums beschreibt und stellen Sie eine
begriindete Vermutung iiber die Hohe einer ausgewachsenen Sonnenblume auf.

C
@) = T
a = 19,09
b= 0,035
¢ = 2,009
Ein Biologe verwendet zur Modellierung des Hohenwachstums die Funktion
Qekx
=—— k .
f@) = Geggr >0
. . . , 38kehe
1) Untersuchen Sie ohne GTR, ob f; streng monoton steigend ist. filx) = (k= +19) >0
. . . 2
Es ist sinnvoll, f; umzuformen und dann abzuleiten: fi(z) = T 90
e T
38ke
file) = i ige g 70

2) Nach welcher Zeit (von k abhéngig) hat sich die durch fj festgelegte Anfangsldnge verdoppelt?

Welchen Einfluss hat k& auf den Verlauf des Graphen? 1,19
k9
aekx
Der Biologe verwendet allgemein zur Wachstums-Modellierung die Funktion h(z) = T
a, b und k positiv.
1) Wie grof} ist dann (allgemein) die Grenzhohe G?7 hz) = M%’ G=ua

2) Bestimmen Sie a und b so, dass eine Sonnenblume zu Beginn der Messung 0,2 (m) hoch ist und die

Grenzhohe 1,8 (m) betrigt. a
a=18 193 =02 = b=8
+b
/
T
Die Funktion g(z) = Ji@) beschreibt die momentane Wachstumsgeschwindigkeit bezogen auf eine
o fi(z)
Hé6heneinheit.
1) Erlautern Sie den Sinn dieser Funktion. relative (prozentuale) Wachstumsgeschwindigkeit . . .
. . 19k
2) Bestimmen Sie den Grenzwert von g(x) fiir x — oo. lim ——o 0

z—o00 ek + 19 -

oo
3) Berechnen Sie das Integral / g(x) dx.
0

In2 — ln% =1n20, Dbeachte hierzu die Darstellung g¢(z) = ;: @)




1 Typische Fragestellungen

Ermitteln Sie die mittlere Anderungsrate D der Population fiir die ersten 30 Tage.
Gibt es Zeitpunkte, an denen D gleich der momentanen Anderungsrate ist?

Ermitteln Sie den Zeitpunkt, zu dem die Wachstumsgeschwindigkeit maximal wird.

cm

Begriinden oder widerlegen Sie: Es gibt keinen Zeitpunkt mit lokaler Anderungsrate von 0,8 Tog

Zeigen Sie mithilfe der DGL, dass fiir die y-Koordinate des Wendepunktes gilt: y = %
Ermitteln Sie die Ortskurve der Wendepunkte.

Bestimmen Sie den Zeitpunkt, fiir den 99% der Kapazititsgrenze erreicht wird.
Ermitteln Sie mit Hilfe der DGL ¢/ = a - f(t) — b-(f(t))* die Grenze G.

Ermitteln Sie mit Hilfe der angegebenen Daten und einer geeigneten Regression eine passende
Wachstumsfunktion.

© Roolfs
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