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+ Exponentielles Wachstum

Wir betrachten das Wachstum einer Bakterienkultur.

wlZeit | O | 1| 2|3 |45 6|7 ]8]9]10]
"y Anzahl | 126 | 159 | 200 | 252 | 318 | 400 | 504 | 635 | 800 [1009]1271|

Bei doppelter Bakterienanzahl verdoppelt sich der Zuwachs.
Allgemein gilt, der Zuwachs Ay ist proportional zum Bestand.

* Ay~ f(z)
Fiir einen festen Zeitpunkt x gilt:
Verdoppelt sich Az, so verdoppelt sich auch der Zuwachs Ay,
der Zuwachs Ay ist proportional zu Az.

*x Ay~ Azx

Diese Uberlegung gilt nur fiir kleines Az, da die Wachstumskurve
in einem kleinen Bereich durch ihre Tangente angenédhert werden kann.

Aus * und * x folgt:

Ay ~ f(r) Ax \ Y
700
600 -
500 1
Ay,
400
Beachte: 300
Wenn eine Grofie proportional zu zwei anderen ist,
so ist sie auch zu deren Produkt proportional. 200 - Ay
Ay = k- f(z) Az /roo/
Ay Az Ax
Ay = P LR T B A A
fx) = k- f(x)

Setzen wir zunéchst k = 1, so ergibt sich:

f'(x) = f(z)
Wir suchen fiir die mathematische Beschreibung des Wachstums also eine
Funktion, die mit ihrer ersten Ableitung {ibereinstimmt.
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1 Exponentielles Wachstum

Polynome konnen die Differentialgleichung f'(x) = f(x) nicht erfiillen, da ihr Grad

(die héchste auftretende Potenz) beim Ableiten um Eins verringert wird: (z") = n - 2" !.
Graphische Differentiation (Zeichnen der Tangenten und Ablesen der Steigungen) der Funk-
tionen f(z) =2 und f(x) = 3" - die Ableitung liegt einmal unterhalb, einmal oberhalb der
jeweiligen Funktion - fiihrt zum vielversprechenden Ansatz f(z) = a® und die Frage:

Gibt es ein q, fiir das gilt:  (a*)' = a” ?

AY AY
A S =2 . fla) =3
6 6 -
5 1 5 1
44 44
3 i 3 N f/
!/
2 . f 2 .
/1 1
32 1 2 3 4 3 2 2 3
AY
. . . . 71 flz) =
Die Tangentengleichung im Ursprung wére y =z + 1,
beachte f/(0) = 1. ]
Fiir kleine h miisste dann gelten: a ~ h + 1
5 .
Mit h = % wiére fiir grofle n:
1 H
an~1+X | ()" = a~(1+1)"
n 3
- : 2- y=z+1
Setzen wir fiir n grofie Zahlen ein (104, 10°, 10°, 107),
so erhalten wir gute Ndaherungen fiir den Grenzwert der Folge: )
a, = (1+1)"
n f T T T T T
4 3 2 -1 h 2 3
T © Roolfs




1 Exponentielles Wachstum

no| (1t

10" | 2,593 742 460
10% | 2,704 813 829
103 | 2,716 923 932
10* | 2,718 145 926
10° | 2,718 268 237
106 | 2,718 280 468
107 | 2,718 281 763

Der Grenzwert lim (1 + %)n wird nach Euler (1707 - 1783) mit e bezeichnet (e von exponential),

n—00

e=2,718281 828459 ... Siehe auch die Kettenbruchentwicklungen von e unter Verschiedenes.
Fir die e-Funktion f(z) = €® gilt: (") =€

Die Ableitung von f(z) = €** ist auch recht einfach, wie wir noch sehen werden: (e**)" = ek . k
Die e-Funktion bleibt stehen, multipliziert wird mit der Ableitung des Exponenten.

Fir die Ableitung von z.B. f(z) = 2* wird die e-Funktion benétigt, sowie deren Umkehr-
funktion fiir die Integration von f(z) = 1/x.

1. Eine Stadt zéhlte im Jahr 2000 350000 Einwohner. 1990 hatte sie 300000 Einwohner.
Welche Einwohnerzahl ist fiir 2015 unter gleichen Wachstumsbedingungen zu erwarten?

2. Radioaktive Stoffe sind instabil. Sie zerfallen unter fortgesetzter Energicabgabe in eine
Kette von selbst wieder instabilen Stoffen, an deren Ende Blei oder Wismut stehen.
Nach Rutherford ist die in der Zeiteinheit zerfallende Zahl von Atomen der zur Zeit x
vorhandenen Zahl von Atomen proportional.

a) Zeige, dass fiir die Halbwertszeit 7', das ist die Zeit, in der die Hélfte der urspriing-

lich vorhandenen Stoffmenge zerfallen ist, gilt:

In 2
T=—
k

b) Fiir Radium C' ist 7' = 19,7 Min. Nach welcher Zeit ist die Strahlungsenergie auf
10% des Anfangswertes abgesunken?
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1 Prozentuales Wachstum

1. In einem Gefdf befinden sich 10 Bakterien, die sich téglich um 40% vermehren.
Wie viele Bakterien sind nach 10 Tagen zu erwarten?

Mit den Funktionen f(x) = aek® erfassen wir exponentielle Wachstumsvorgiinge. Hierbei ist a
der Anfangsbestand zur Zeit x = 0.
Um den Zusammenhang zwischen der Wachstumskonstanten k& und dem Prozentsatz p = 40%

zu erkennen, geben wir den Bestand zur Zeit x =0, 1, 2, 3, ... an.
fO) =a | e Ay z
_ ok ok
f(l) = ae ‘ e 250 -
F(2) = ae? | et
F(3) = aetd | -k 200 - /
150
Andererseits ergibt sich mit der Zinseszinsformel 100 -
= . Py
fiir den Bestand K, Folgendes:

K, |- 1+ 1—00)
— ) b b
K= Ko-(T+q) [+ 0+5)
— ) b b
Ky = K-(ltq) 1 (O gg)
_ ) b b
Ky = Kp-(l4q) [+ (O 5g0)
Es ist daher e =1+ 1%0 . Hieraus kann k ermittelt werden.

Losung: Nach 10 Tagen sind 289 Bakterien vorhanden.

2. Begriinde: Fiir Zerfalls- oder Abnahmeprozesse, die durch f(z) = ae ™ k>0,

erfasst werden, gilt entsprechend: e* =1 — 1%0 )

3. Zeige: Fiir p <10 ist k= % Tipp: e* ~ 1+ x fiir kleine x

4. Zeige: Fiir die Verdopplungszeit x, (bzw. Halbwertszeit zy ) gilt: =z, = IHTQ (= zn).

5. Das radioaktive Wasserstoff-Isotop Tritium hat eine Halbwertszeit von 12,3 Jahren. Sein Gehalt
ist im natiirlichen Wasserkreislauf trotz Zerfall durch Neubildung in der Atmosphére konstant. In
abgetrennten Fliissigkeiten kommt kein neues Tritium hinzu. Wie alt ist ein Wein, der nur noch
40% seines urspriinglichen Tritiumgehaltes aufweist?

T © Roolfs
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Ergebnis: 16,3 Jahre



+ Exponentielles Wachstum gA

Zu Beginn einer Beobachtung befinden sich 100 Bakterien in einer Bakterienkultur.
Diese Bakterien vermehren sich stiindlich um 2%. Wie viele Bakterien befinden sich
nach einem Tag in der Bakterienkultur?

\Y
6 flz) =e”
5 .
4 .
3 .
2 y=x+1
/1
2 - 1 2 ¥
f(z) = a-et® Wachstumsfunktion
flx+1) = a- bt Bestand eine Zeiteinheit (Jahr, Tag, Stunde usw.) spéter
= qa-ek. ek Bestand wiichst mit dem Faktor e*

Vergleich mit der Wachstumsfunktion g

g(z) =a-(1+ 1—00)1 Zuwachs pro Zeiteinheit p%, Faktor (1 —1—1%0)

Wenn fiir f(x) = a-e*® der Zuwachs pro Zeiteinheit p% sein soll, muss e* = 1 + 1%0 sein.

Mit der Tangenten-Niherung e® ~ 1+ 2 und = = k, also e* ~ 1+ k, ergibt das k ~ 1%0.
fl@) =a-e
f(24) = 100 - "0 ~ 160,8
- a- Py
gla) = a-(1+ 1)
9(24) = 100+ (14 )" ~ 1616 f stimut fiix & = In(1 + 2 mit g iiberein

T © Roolfs




1 Exponentielles und prozentuales Wachstum  Vergleich

— kx T T T T T T T >
flz) = ae 1 2345678910117
f(n) = aetn n=123,...
f*(n) =a (1 + %O)n prozentuales Wachstum, Zinseszins
b =1+L Ein Vergleich von f(n) und f*(n) ergibt, dass unter dieser Bedingung
100 . . ..
exponentielles und prozentuales Wachstum iibereinstimmen.

k = 1n (1 + 1%0) Hiermit wird fiir ein Wachstum von p% die Wachstumsrate k ermittelt.
e~ 1l+x y = x + 1 ist die Tangentengleichung von f(z) = €” an der Stelle x = 0.
e~ 1+k Néaherung fiir kleine k

~ P k— P koo
~ 100 Folgt aus e 1+ 100 und e 1+ k.

Es ist nicht nétig, sich die Formeln zu merken.

Fragestellungen

a)

In welcher Zeit hat sich der Bestand verdreifacht?

Im Ansatz 3a = ae*® fillt a heraus. 3
Die Zeit ist vom Anfangsbestand a unabhéngig, kxr =1n3, x = DT

Gegeben k, gesucht p

Auf was wichst @ = 1 in einer Zeiteinheit an? f(1) mit f(z) = €** wird ausgerechnet.

Aus dem Ergebnis, z.B. 1,05, kann p abgelesen werden, hier p = 5%.

Das stimmt mit e* = 1 + £ iiberein.

100

Gegeben p, gesucht k

Fiir z.B. p = 3% lautet der Ansatz 1,03 = e*.
In der Zeit = 1 wichst der Bestand a = 1 auf 1,03 an, £ = 1n 1,03.

© Roolfs
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1 Kaninchen-Aufgabe  Jutta Gut (Osterreich)

1. Auf einer Insel lebten vor 10 Jahren 200 Kaninchen. Inzwischen haben sie sich auf 1200 vermehrt.

Man kann annehmen, dass sich die Kaninchen exponentiell gem#fi N(t) = Ny -e* vermehren.
Berechne die Konstante A (4 Dezimalen).

Wieviel Prozent betriagt das jahrliche Wachstum?
In welchem Zeitraum verdoppelt sich die Anzahl der Kaninchen?

Es wird beschlossen, sofort 400 Kaninchen abzuschiefen und dann in einem Jahr und in zwei
Jahren nochmals jeweils 200. Wieviele Tiere werden danach noch iibrig sein?

1 Medikament-Aufgabe

2. Bei einer Operation wird fiir die Narkose ein Medikament verwendet, das mit einer Halbwertszeit
von 40 Minuten abgebaut wird.

a)

b)

Die Restmenge, die nach ¢ Minuten noch vorhanden ist, kann durch die Funktion
N(t) = Ny - e * dargestellt werden. Berechne die Konstante k auf 4 Dezimalen genau.

Wieviel Prozent des Medikaments zerféllt pro Minute?
Wieviel Prozent der urspriinglichen Menge sind nach 10 Minuten noch iibrig?

Eine Patientin erhélt zuerst 2 mg des Medikaments, danach zweimal in Absténden von einer
Stunde je 1 mg. Welche Menge ist nach der letzten Infusion insgesamt vorhanden?

Die Patientin wacht auf, wenn weniger als 0,5 mg des Medikaments iibrig sind. Wie lange
nach der letzten Infusion ist das der Fall?

1 Nikotin-Aufgabe

3. Nikotin wird im menschlichen Kérper mit einer Halbwertszeit von 60 Minuten abgebaut.

Die Restmenge, die nach ¢ Minuten noch vorhanden ist, kann durch die Funktion
N(t) = Ny - e ™ dargestellt werden. Berechne die Konstante k auf 4 Dezimalen genau.

Wieviel Prozent des vorhandenen Nikotins werden pro Minute abgebaut?
Wie lange dauert es, bis noch 1% der urspriinglichen Menge {ibrig ist?

Beim Rauchen einer Zigarette gelangen 1,5 mg Nikotin ins Blut. Herr N. raucht drei Zigaret-
ten im Abstand von je einer halben Stunde. Wieviel Nikotin befindet sich nach der dritten
Zigarette in seinem Korper?



Ergebnisse:

&
N~—

A =0,1792

=

19,6 %

o
~

3,9 Jahre

=

706 Kaninchen

o
~—

k =0,0173

=

1,72% zerfallen pro Minute, 84,1% sind nach 10 min iibrig.

o
~

1,605 mg

=

Nach 67 Minuten ( 67,4) wacht sie auf.

o
S~—

k=0,0116

=

1,15% werden abgebaut.

397 man

o o

3,31 mg



+ Algenbliite-Aufgabe

4. Zur Zeit der Algenbliite kann man das Wachstum der Algen in einem See ndherungsweise durch
die Funktion W beschreiben:

W (t) = e®*  tist die Zeit in Tagen,
W (t) ist die Anzahl der Algen in 1000 pro Milliliter.

Zeichnen Sie den Graphen von W im Bereich —3 < ¢t < 3 sowie dessen Tangente und Normale
im Schnittpunkt S mit der vertikalen Achse.

Kommentieren Sie den Graphen von W und erkléren Sie den Begriff Wachstumsgeschwin-
digkeit mithilfe Threr Zeichnung.

Die Funktionenschar f(z) = e**, k > 0 ist eine Schar von Wachstumsfunktionen.

Beschreiben Sie kurz die Graphen der Schar und ihre Gemeinsamkeiten.
Fertigen Sie zur Erlduterung eine Skizze an.
Welchen Einfluss hat der Parameter k& auf den Verlauf des Graphen?

Bestimmen Sie fiir alle Graphen von f; die Gleichungen der Tangente ¢ und der Normalen
n in ihrem Schnittpunkt S mit der y-Achse. Die Tangente ¢, die Normale n und die z-Achse
begrenzen ein Dreieck. Ermitteln Sie, fiir welchen Wert & der Flacheninhalt dieses Dreiecks
extremal wird, und bestimmen Sie die Art des Extremums.

Die z-Achse, der Graph von fi, seine Tangente in S und die Gerade mit x = u, u < -z

begrenzen eine Fliche. Berechnen Sie den Inhalt dieser Fldche und seinen Grenzwert fiir
u — —00.
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Losungshinweise:

c) ty=kr+1



5. a)

+ Faulnisbakterien-Aufgabe

Féaulnisbakterien produzieren stinkenden Schwefelwasserstoff, wenn sie z. B. Eier zersetzen.
Im Laborversuch wurde herausgefunden, dass die Gasentwicklung (in Litern) in Abhéngigkeit

von der Zeit ¢ (in h) durch die folgende Funktion erfasst wird:
1
git)y=t-e 2", t>0

Beschreiben Sie mit Hilfe des GTR den Verlauf der Gasentwicklung.
Was sagt ¢'(t) iiber die Gasentwicklung aus?

Zeigen Sie, dass
1
G(t)=e 2 (=2t —4), t>0
eine Stammfunktion von g ist.

Berechnen Sie, welche Gasmenge in den ersten drei Stunden entsteht
und untersuchen Sie, wie viel Liter Gas insgesamt entstehen.

Untersuchen Sie ausfiihrlich die Funktionenschar fy(z) = z-e™* k>0, » € R.
Ermitteln Sie auch die Ortskurve der Maxima.
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Losungshinweise:
a) Max(2]0,74), W(4|0,54)

c) 1,77 (1)
4 (1)

d) 2 =00 = fi(z) =0
N(0 | 0), Max(% |ﬁ)
W(3 172)

y=gu



1 Losung der DGL des exponentiellen Wachstums

f'(x)

Zur Erinnerung:

(Inz) = 1

X

Begriindung:

k- f(x)
k
/!
kx +C beachte: / ];((j)) dr =1n f(x) +C
ekz-i-C
ekw . 60
ack® mit a = e¢
elnm = =z ‘ ( )l
elne (Inz)) = 1 (Kettenregel)
1

4 — —_

(Inz) = -
© Roolfs
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1 Bevolkerungswachstum

Die Anzahl der auf der Erde lebenden Menschen wuchs von 2000 bis 2010

(jeweils Beginn des Jahres) von 6,1 auf 6,9 Milliarden.

Dieses Wachstum lisst sich niherungsweise durch N(x) = Ny - k#2009 beschreiben,
wobei N(z) die Anzahl der Menschen zu Beginn des Jahres x ist.

Wie viele Menschen leben nach dieser Modellierung in den Jahren 2015 und 20207

T © Roolfs
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1 Bevolkerungswachstum

Die Anzahl der auf der Erde lebenden Menschen wuchs von 2000 bis 2010
(jeweils Beginn des Jahres) von 6,1 auf 6,9 Milliarden.
Dieses Wachstum lisst sich niherungsweise durch N(x) = Ny - k#2009 beschreiben,

wobei N(z) die Anzahl der Menschen zu Beginn des Jahres x ist.
Wie viele Menschen leben nach dieser Modellierung in den Jahren 2015 und 20207

Ny = 6,1 [Milliarden)]

69 = 6.1- ek(2010*2000)

k= 0,0123

N(2015) = 7,3 [Milliarden]
N(2020) = 7,8 [Milliarden]

T © Roolfs
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1 Fischbestand

In einen Teich werden 100 Fische ausgesetzt, die sich dort exponentiell gemif f(z) = a - e*®

vermehren. Nach 5 Jahren zéhlt man in dem Teich 380 Fische. Allerdings breitet sich nach 5
Jahren in dem Teich sehr rasch eine Fischkrankheit aus, welche die Wachstumskonstante k sofort
auf —0,25 absenkt.

a) Bestimmen Sie die Konstante k& der ersten 5 Jahre (4 Dezimalen).
Wieviel Prozent betrédgt in dieser Zeit das jahrliche Wachstum?

b) Wie viele Fische sind nach 4 Jahren in dem Teich?

¢) Wie lautet die Funktion, die den Fischbestand f(z) zur Zeit « im Bereich [0, 12] beschreibt?
Zeichnen Sie den Graph von f.

d) Wann betriagt der Fischbestand wieder 100 Fische?

In einen Teich werden 50 Fische ausgesetzt, die sich dort exponentiell gemi f(z) = a - ek®

vermehren. Nach 4 Jahren zéhlt man in dem Teich 480 Fische. Allerdings breitet sich nach 4
Jahren in dem Teich sehr rasch eine Fischkrankheit aus, welche die Wachstumskonstante k sofort
auf —0,3 absenkt.

a) Bestimmen Sie die Konstante k& der ersten 4 Jahre (4 Dezimalen).
Wieviel Prozent betrédgt in dieser Zeit das jahrliche Wachstum?
b) Wie viele Fische sind nach 3 Jahren in dem Teich?

¢) Wie lautet die Funktion, die den Fischbestand f(z) zur Zeit « im Bereich [0, 12] beschreibt?
Zeichnen Sie den Graph von f.

d) Wann betrégt der Fischbestand wieder 50 Fische?

T © Roolfs
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In einen Teich werden 100 Fische ausgesetzt, die sich dort exponentiell geméf f(z) =a-e

1 Fischbestand

kx

vermehren. Nach 5 Jahren zéhlt man in dem Teich 380 Fische. Allerdings breitet sich nach 5
Jahren in dem Teich sehr rasch eine Fischkrankheit aus, welche die Wachstumskonstante k sofort
auf —0,25 absenkt.

Bestimmen Sie die Konstante &k der ersten 5 Jahre (4 Dezimalen). 0,2670
Wieviel Prozent betrédgt in dieser Zeit das jahrliche Wachstum? 30,6 %
Wie viele Fische sind nach 4 Jahren in dem Teich? 291
Wie lautet die Funktion, die den Fischbestand f(z) zur Zeit x im Bereich [0, 12] beschreibt?
Zeichnen Sie den Graph von f. 100026702 1 < 5
€Tr) =
/() 380e~925(=5) 2 > 5
Wann betréagt der Fischbestand wieder 100 Fische? nach 10,3 Jahren
AY
400
300 1
200 1
100
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 =

© Roolfs
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1 Fischbestand

In einen Teich werden 50 Fische ausgesetzt, die sich dort exponentiell gemi f(z) = a - e*®

vermehren. Nach 4 Jahren zéhlt man in dem Teich 480 Fische. Allerdings breitet sich nach 4
Jahren in dem Teich sehr rasch eine Fischkrankheit aus, welche die Wachstumskonstante k sofort
auf —0,3 absenkt.

a) Bestimmen Sie die Konstante & der ersten 4 Jahre (4 Dezimalen). 0,5654
Wieviel Prozent betrédgt in dieser Zeit das jahrliche Wachstum? 76,0 %
b) Wie viele Fische sind nach 3 Jahren in dem Teich? 273
¢) Wie lautet die Funktion, die den Fischbestand f(z) zur Zeit « im Bereich [0, 12] beschreibt?
Zeichnen Sie den Graph von f. 50056547 4 < 4
€Tr) =
/() 480e~ 034 1 > 4
d) Wann betriagt der Fischbestand wieder 50 Fische? nach 11,5 Jahren
AY
400
300
200
100 +
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 =
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