Uneigentliche Integrale

Bei den bisherigen Flachenberechnungen haben wir vorausgesetzt,
dass der Integrationsbereich endlich ist.

Uneigentliche Integrale 1. Art

1
Betrachten wir eine Fliche unter dem Graphen von f(x) = —.

x
Die linke Grenze sei x = 1, nach rechts sei die Flache
unbegrenzt, das Flachenstiick erstreckt sich ins Unendliche. YA

Um den Inhalt dieser Flache zu ermitteln, integrieren wir
die Funktion zunéchst in den Grenzen von 1 bis u:

ﬂuf(x)dx:[—%]j:—%—l—l |

Lassen wir die obere Grenze u gegen oo streben, so strebt
der Integralwert offenbar gegen 1.

Allgemein legen wir fest:

o0 u
/f(x) dr = lim f(x)dx
a U—00 a
Der Grenzwert muss natiirlich nicht existieren, dann existiert
das uneigentliche Integral nicht.

Uneigentliche Integrale 2. Art

1
Betrachten wir nun die Flache unter dem Graphen von f(x) = —

in den Grenzen von 0 bis 1. An der linken Grenze ist die Ve
Funktion nicht definiert, es liegt ein Pol (Unendlichkeitsstelle) vor.

Um den Inhalt dieser Flache zu ermitteln, integrieren wir
die Funktion zunéchst in den Grenzen von u bis 1:

/ulf(x)dgc:[2'\/5]7122_2‘\/a beachte: % _%

Il
8

Lassen wir die linke Grenze u gegen 0 streben,
so strebt der Integralwert offenbar gegen 2.

Allgemein legen wir fest:

b b
/ f(z)de =lim [ f(z)dz , falls £ = a nicht zum

ue Definitionsbereich gehort.

Berechne: a) / e Tdx
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Lésungen:
1. a) 1

b) existiert nicht



\Y

f(z) = dze="/?

7f(x) dx =7

Stammfunktion F(z) = —8(x + 2)e /2
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Uberpriife das.

Y




\Y

f(z) = dze="/?

/f(x) dx =7 Stammfunktion F(z) = —8(x + 2)e /2 Uberpriife das.
0

/f(:zc) de = lim [ f(z)dr= lim [-8(u+2)e ?] -8-2-1=16
U—00 U—00
0 0
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Interpretieren Sie den folgenden Sachverhalt geometrisch:

Fiir jede Stammfunktion F} von f; und fiir jede reelle Zahl u > 2022 gilt:

2022

Fi(u) — F1(0) =~ /fl(x)dx
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Begriinden Sie unter Verwendung der Abbildung 2, dass gilt:

/lf_l(x) dx:/lf_l(:p)dx

-0,5

Abitur eA 2022 Ni
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Interpretieren Sie den folgenden Sachverhalt geometrisch:
Fiir jede Stammfunktion F} von f; und fiir jede reelle Zahl u > 2022 gilt:

2022

Fi(u) — F1(0) =~ /fl(x)dx

Fiir jede reelle Zahl u > 2022 schliefen der Graph von f;, die x-Achse und die Gerade zu x = u
ein Fléchenstiick ein. Dessen Inhalt stimmt ungefdhr mit dem Inhalt des Fléachenstiicks iiberein,
das der Graph von fi, die x-Achse und die Gerade zu x = 2022 einschlieflen.
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Begriinden Sie unter Verwendung der Abbildung 2, dass gilt:

/1f1(3:) d:c:/lfl(x)dx

-0,5

Die beiden Teilflichen, die der Graph von f_; mit der x-Achse und den Geraden zu x = —0,5 und
x = 0,5 einschlie3t, haben den gleichen Inhalt und liegen auf unterschiedlichen Seiten der x-Achse,
da der Graph punktsymmetrisch zum Ursprung ist. Also heben sich die Integrale gegenseitig auf
und es bleibt nur der Inhalt der Teilfliche im Intervall [0,5; 1] tibrig.



