Trassierung Umgehungsstrafie

Graphen mit kriimmungsruckfreien Ubergéingen

Zur Erinnerung sprungfreier (nahtloser) Ubergang ... O
Entspannte Fahrt mit kriimmungsruckfreien Ubergingen O
Aufgaben 11 Seiten O
Ergénzungen

Kreuzung zweier Landstrafien

Biegelinie eines einseitig eingespannten Balkens

Fiir den Anfang geeignet ()
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Modellieren Sie mit einem knickfreien Ubergang den Verlauf einer Umgehungsstrafe,
die durch die eingezeichneten Punkte verlaufen soll (Angaben in km).
Ermitteln Sie den kiirzesten Abstand zum Ortsrand.
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Modellieren Sie mit einem kriimmungsruckfreien Ubergang den Verlauf einer Umgehungs-
straBe, die durch die eingezeichneten Punkte verlaufen soll (Angaben in km).
Ermitteln Sie den kiirzesten Abstand zum Ortsrand.
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+ Trassierung

Modellierung mit einem knickfreien Ubergang:

1. f(0) =4
2. f(4)=0
3. f'(4) =0

Ansatz: f(z) = ax* + bz + ¢

Dies ergibt das Gleichungssystem:

c=4
256a +16b+c¢ =0
256a +8b =0

Die Funktion lautet:
_1 4 1 5
f(z) =gp2" — g2 +4

diyin = 0,405

Modellierung mit einem kriimmungsruckfreien Ubergang:

zusétzliche Bedingung;:

4. f7(4) =0

Ansatz: f(z) = ax® + bat + ca? +d

1 3 3
@)= —qop72° +gqe" — g7 +4

diyin = 0,085
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+ Trassierung

Modellieren Sie mit knickfreien Ubergéingen den Verlauf einer Strafie. Die ersten 3 Punkte sollen
auf einer Parabel liegen, die letzten beiden auf einer Geraden. (Angaben in km).
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+ Trassierung

Modellierung mit knickfreien Ubergéingen:

Parabel g(z) =22 -3z +6

flz) = 3 (2% — 1822 + 962 — 12322)

Einer der beiden Graphen hat kriimmungsruckfreie Uberginge. Welcher wird das wohl sein?

© Roolfs
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Modellierung mit knickfreien Ubergingen:

Parabel g(z) =22 — 37 +6

fla) = £ (2 — 1822 + 962 — 1232?)

Einer der beiden Graphen hat kriimmungsruckfreie Ubergénge. Welcher wird das wohl sein?

© Roolfs




+ Trassierung

Zur Erinnerung:

Eine stetige Verbindung zweier stetiger Trassen f und g ist moglich,
wenn an der Verbindungsstelle xy die Bedingung

f(xo) = g(xo) erfiillt ist (sprungfreier (nahtloser) Ubergang).

Fiir einen knickfreien (glatten) Ubergang muss iiberdies gelten:

f'(z0) = g'(20)

Fiir einen kriimmungsruckfreien Ubergang muss zudem gelten:

f//(xo) — g//(xo)
Gleiche Anderungsraten der Ableitungen in den Nahtstellen
bewirken einen dynamisch sanften Ubergang.

Zur Bedeutung von Ubergéngen mit einem Kriimmungsruck:

Du fahrst auf der Strae geradeaus mit der hohen Geschwindigkeit v.

Vor dir befindet sich eine viertelkreisférmige Kurve mit dem Radius r.

Beim Ubergang von der Geraden auf die Kreisbahn muss der notwendige Lenkradeinschlag )
innerhalb kiirzester Zeit erfolgen. Es wirkt schlagartig eine Zentrifugalbeschleunigung a = UT

auf das Fahrzeug und die Insassen. Da die Beschleunigung pl6tzlich kam, konnten die Insassen ihren
Korper nicht darauf einstellen und héngen nun ziemlich schrig in den Gurten.

Das Fahrwerk beginnt zu schlingern und droht aufler Kontrolle zu geraten.

Beim Ubergang von der Kreisbahn zur Geraden passiert das Gleiche in umgekehrter Richtung.
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1 Kriimmungsruckfreie Ubergiinge erméglichen eine entspannte Fahrt.
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+ Trassierung  Aufgabe

Die Strecke A(—3|3) B(—1]|3) soll mit der Strecke

B(2|1) C(4|3) glatt verbunden werden.

Gesucht ist auch eine Losung ohne Kriimmungsspriinge.
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+ Trassierung  Aufgabe

Die Strecke A(—3|3) B(—1]|3) soll mit der Strecke Ay
B(2|1) C(4|3) glatt verbunden werden.
Gesucht ist auch eine Losung ohne Kriimmungsspriinge. 41
Die vier Bedingungen — 0 3
f(=1)=3, fQ)=1, f(-1)=0, f(2)=1
fiihren mit dem Ansatz: 21
f(z)=az®+ba® + cx +d
1 .
iiber ein Gleichungssystem zur Losung:
flz) = QL (723 — 622 — 33z + 61) ‘ ‘ ‘ ‘
7 3 2 4@
-1-
Y
An der eingezeichneten 1. Ableitung sind die
Kriimmungsspriinge an den Nahtstellen ablesbar. 47
3 -
2 -
1 -
3 2 iz
14 f/
Y
Um Kriimmungsspriinge zu vermeiden, muss zusétzlich
fl/(_l) — 0, f/l(2) — 0 4
gefordert werden. Y
Mit dem Ansatz: \
f(x) =az® + bzt +cad +dx? +ex+ f .
erhalten wir die Losung:
fl@) = —o; (T — 1621 — 382 4 5222 + 1192 — 191) 1-
32 A 1w
14 f’
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+ Trassierung  Aufgabe

Die Strecke A(—3|3) B(—1]|3) soll mit der Strecke

AY
B(2|1) C(4|3) glatt verbunden werden.
Gesucht ist auch eine Losung ohne Kriimmungsspriinge. 4
Die vier Bedingungen — 0 3
f(=1)=3, fQ)=1, f(-1)=0, f(2)=1
fiihren mit dem Ansatz: 21
f(z)=az®+ba® + cx +d
1 .
tiber ein Gleichungssystem zur Losung:
flz) = L (723 — 622 — 33z + 61) ‘ ‘ ‘
27
3 2 1
-1-
AY
An der eingezeichneten 1. Ableitung sind die
4 .

Kriimmungsspriinge an den Nahtstellen ablesbar.

Um Kriimmungsspriinge zu vermeiden, muss zusétzlich
fl/(_l) — 0, f/l(2) — 0
gefordert werden.
Mit dem Ansatz:
flx) = ax® + bzt +cad +dx’ +ex + f

erhalten wir die Losung:

fl@) = —o; (T — 1621 — 382 4 5222 + 1192 — 191)
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Das Verkehrsaufkommen auf der Kreuzung zweier Landstralen g und A soll durch eine neue Trasse,
die A und B kriimmungsruckfrei verbindet, entlastet werden (1LE = 100 m).

a) Entwickeln Sie eine Losung mit einer ganzrationalen Funktion.

ba?

)
) Bestimmen Sie a, b und ¢ so, dass auch fi(z) = ae’®” + ¢ den Anforderungen geniigt.

o

o

) Uberpriifen Sie, ob auch fo(x) = —0,2757(e%5 + ¢705%) 42 075 fiir eine Modellierung in Frage kommt.

[N

) Ermitteln Sie die Inhalte der Flidchen, die die Landstraen jeweils mit den Trassen fi und f einschlieBen.

T © Roolfs
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Das Verkehrsaufkommen auf der Kreuzung zweier Landstralen g und A soll durch eine neue Trasse,
die A und B kriimmungsruckfrei verbindet, entlastet werden (1LE = 100 m).

a) Entwickeln Sie eine Losung mit einer ganzrationalen Funktion. flx) = 5—%2564 - 1—36562 + g

bx?

b) Bestimmen Sie a, b und ¢ so, dass auch fi(z) = ae’® + ¢ den Anforderungen geniigt.
1

1 1
f'(x) = 2abxe®®, f(x) = 2abe?® (1 + 2bx?), fi(z) =4-e2 - e BT 4=6595-¢ 2% 4

c¢) Uberpriifen Sie, ob auch fo(z) = —0,2757(e%5% + ¢=05%) 42 075 fiir eine Modellierung in Frage kommt.
Der Ubergang ist stetig und knickfrei (differenzierbar),
jedoch nicht véllig kriimmungsruckfrei, f5(4) = —0,519.

d) Ermitteln Sie die Inhalte der Flichen, die die Landstrafien jeweils mit den Trassen f; und fo einschlieen.
fi A= 28580 m?
f2 A =173994m?

Zu a)
A
1. f4)=0 Y
2. f'(4) = —1
3. f"(4)=0
f1
Ansatz: f(z) = ax* +b2x? + ¢ h
Dies ergibt das Gleichungssystem: T
9560 + 16b+ c = 0 ?
256a +8b = —1 B
192a +2b = 0 5 1 2 3 4
1
T © Roolfs
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Gesucht ist ein Ubergangsbogen zwischen den Punkten
A(—2|2) und B(2| —2) ohne Kriimmungsspriinge.

© Roolfs
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+ Trassierung

Gesucht ist ein Ubergangsbogen zwischen den Punkten
A(—2|2) und B(2| —2) ohne Kriimmungsspriinge.
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Unter Berticksichtigung der Punktsymmetrie fithren die drei Bedingungen
f2)=-2, f(2)=0, f"(2) =0

mit dem Ansatz:
f(z) = ax® +ba® + cx

- : : . : __3 5,5 3 15
iiber ein Gleichungssystem zur Losung: f(x) = 1082 T 1% R L
T © Roolfs
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+ Trassierung

Gesucht ist ein Ubergangsbogen zwischen den Punkten
A(—312) und B(3]2) ohne Kriimmungsspriinge.

© Roolfs
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+ Trassierung

Gesucht ist ein Ubergangsbogen zwischen den Punkten
A(—312) und B(3]2) ohne Kriimmungsspriinge.

[ T
-6 -5 -4 -3 2 -1

Unter Berticksichtigung der y-Achsensymmetrie fithren die drei Bedingungen
fB)=2, f'(3)=0, f"(3)=0

mit dem Ansatz:
f(x) =azb +bx* +cx?  (f(0) = 0 erfiillt)

iiber ein Gleichungssystem zur Losung: f(x) = %xﬁ _ 217304 + %xQ

T © 7Roolfs
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Um einen halbkreisformigen Ort (Funktionsgleichung: g(z) = v/4 — z? ) fiihrt eine Strafle,
deren Verlauf durch f(z) = (—0,1223 4 2,5) - e0082” heschrieben wird (Angaben in km).

Wie viele Kriimmungsidnderungen der Straflie liegen im Bereich [—9,9] vor?
Bestimmen Sie den kiirzesten Abstand der Strafie vom Ortsrand.

Bestimmen Sie den kiirzesten Abstand der Tangente an den Graphen von f an der Stelle
x = —1,9 vom Ortsrand.

Ermitteln Sie eine parabelformige Modellierungsfunktion, deren Graph an der Stelle z = 2
kriimmungsruckfrei von der vorhandenen Strafle abzweigt, sowie den Inhalt der Fldche,
die der Graph dieser Funktion mit der z-Achse und dem Graphen von g einschliefit.

© TRoolfs
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Um einen halbkreisformigen Ort (Funktionsgleichung: g(z) = v/4 — z? ) fiihrt eine Strafle,
deren Verlauf durch f(z) = (—0,1223 4 2,5) - e0082” heschrieben wird (Angaben in km).

Wie viele Kriimmungsidnderungen der Straflie liegen im Bereich [—6,9] vor? 5
Bestimmen Sie den kiirzesten Abstand der Strafle vom Ortsrand. 2,274 — 2 (km)

Bestimmen Sie den kiirzesten Abstand der Tangente an den Graphen von f an der Stelle
x = —1,9 vom Ortsrand. 2,030 — 2 (km)
Ermitteln Sie eine parabelformige Modellierungsfunktion, deren Graph an der Stelle
x = 2 kriilmmungsruckfrei von der vorhandenen Strafle abzweigt, sowie den Inhalt der Fléche,
die der Graph dieser Funktion mit der z-Achse und dem Graphen von g einschliefit.
h(z) = —0,22022 — 0,522 + 3,044

A =17,432 — 21 = 11,149 (FE)

19



+ Ergdnzungen

1. Wie groB ist die Fldche, die der Graph der Funktion f(z) = —ixi” + %xz -2
mit der geradlinigen Verbindung der Punkte A(0 | —2) und B(4|6) umschliet?

\Y

2. Der Graph der Funktion f(z)= —%xg + %xQ -2

soll an der Stelle z = 3 durch eine Gerade knickfrei fortgesetzt werden.

Ermitteln Sie die Geradengleichung.

Gibt es einen Punkt auf dem Graphen von f, so dass die lineare Fortsetzung auch ruckfrei wére?

3. Wie kann fiir eine Modellierung mit der Funktion f {iberpriift werden, ob die Vorgaben

a) Mindestneigung von 5°,

b) senkrechter (parallel zur y-Achse) Mindestabstand zu einem gegebenen Graphen von 1m
(Mindestabstand ist hier der minimale Abstand zweier Punkte auf den beiden Graphen),

¢) Wendepunkt liegt auf der z-Achse,

d) Schnittwinkel der Tangenten an den Stellen 27 und x9 grofier als 15°,

e) Mindestabstand zu einem gegebenen Punkt A von 2m

eingehalten werden?

20

© Roolfs




+ Trassierung

\Y

1
S
1
A
1
o
1
I\
1
—
—_
o
w
N
2

Das Verkehrsaufkommen auf der Kreuzung zweier Landstraen g und h soll durch eine neue Trasse,
die A und B kriimmungsruckfrei verbindet, entlastet werden (1LE = 100 m).

a) Entwickeln Sie eine Losung mit einer ganzrationalen Funktion.

bx?

b) Bestimmen Sie a, b und ¢ so, dass auch fi(z) = ae’®” + ¢ den Anforderungen geniigt.

T © Roolfs
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Das Verkehrsaufkommen auf der Kreuzung zweier Landstralen g und A soll durch eine neue Trasse,
die A und B kriimmungsruckfrei verbindet, entlastet werden (1LE = 100 m).

1 4

: o oo . : _ _ 32,5
a) Entwickeln Sie eine Losung mit einer ganzrationalen Funktion. (@) = 10927" — 397"+ 7

Modellierung mit einem kriimmungsruckfreien Ubergang:

1. f(4)=0
2. f(4) = —3
3. f(4) =0

Ansatz: f(z) = ax* +b2® + ¢
Dies ergibt das Gleichungssystem:
256a 4+ 16b+c¢ =0

256a 4 8b = —
192a 4+ 2b =0

DO

b) Bestimmen Sie a, b und ¢ so, dass auch fi(z) = ae?™ + ¢ den Anforderungen geniigt.

1 L2l
a= 2\/6, b =-33, €= -2, fi(z) =2(e 32 3 1)
(x) = 2abeb™ (1 + 2ba?)

T © Roolfs
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+ Biegelinie eines einseitig eingespannten Balkens

Ein Balken ist an einem Ende (z = 8) fest eingespannt und liegt am anderen Ende lose auf.
Infolge seines Eigengewichts biegt sich der Balken nach unten durch (siehe Skizze).

Die Lage der Mittellinie des Balkens kann durch f(z) = k- (ax? + b2® —2), 0 <2 <8,
beschrieben werden. Dabei ist k£ eine positive Konstante, die von der Balkenart abhéngt.
An der Einspannstelle ist die Steigung null.

AY
Skizze
Mafle in m

a) Ermitteln Sie a und b.
Verwenden Sie die ermittelten Ergebnisse fiir die weiteren Fragestellungen.

b) Wie grofl miisste k gewihlt werden, damit die Tangente an der Wendestelle mit der z-Achse
einen Winkel von o = 5,5° einschlief3t?

c¢) Welchen Winkel schliefit der Graph von f mit der x-Achse im Auflagepunkt ein?
d) Wie grof ist der maximale Durchhang des Balkens?

e) Ermitteln Sie die 2. Ableitung an der Stelle x = 0 und interpretieren Sie das Ergebnis.

T © Roolfs
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+ Biegelinie eines einseitig eingespannten Balkens

Ein Balken ist an einem Ende (z = 8) fest eingespannt und liegt am anderen Ende lose auf.
Infolge seines Eigengewichts biegt sich der Balken nach unten durch (siehe Skizze).

Die Lage der Mittellinie des Balkens kann durch f(z) = k- (ax? + b2® —2), 0 <2 <8,
beschrieben werden. Dabei ist k£ eine positive Konstante, die von der Balkenart abhéngt.
An der Einspannstelle ist die Steigung null.

a)

AY

Skizze
Mafle in m

Ermitteln Sie a und b.
Verwenden Sie die ermittelten Ergebnisse fiir die weiteren Fragestellungen.

Ansatz f(z) =k - (az* + b2® — 2)
Bedingungen: f(0) = 0 erfiillt

1. £(8)=0
2. f/(8)=0
1. k- (4096a +512b — 8) =0
2. k- (2048a +192b — 1) =0
1 3
a=-355,0=75

Die Funktion lautet: f(x) =k - (—2—§)6x4 + (?_4333 —x)

Wie grofl miisste k gewéhlt werden, damit die Tangente an der Wendestelle mit der x-Achse

einen Winkel von a = 5,5° einschliefit? Ty =6, k=0,14
Welchen Winkel schliefit der Graph von f mit der z-Achse im Auflagepunkt ein? B = —8,0°
Wie grof} ist der maximale Durchhang des Balkens? Ymin = —0,291

maximaler Durchhang 0,291 m

Ermitteln Sie die 2. Ableitung an der Stelle z = 0 und interpretieren Sie das Ergebnis.

Die Kriimmung ist an der Stelle x = 0 null.
© Roolfs
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