Mathematik A - Losungsexemplar

Land Brandenburg

1. Aufgabe: Differential- und Integralrechnung

Gegeben ist eine ganzrationale Funktion f mit f(x) = 0,5x° —6x% +18x; xeR..
Der Graph heif’t G;.

a) Untersuchen Sie G; auf Symmetrie und begriinden Sie lhre Entscheidung.

b) Berechnen Sie die Nullstellen von G;.

c) Weisen Sie das Monotonieverhalten von G; nach.

d) Berechnen Sie die Koordinaten der Wendepunkte von G;.

e) Zeichnen Sie G; im Intervall -3 <x <3 in ein kartesisches Koordinatensystem ein.

f) Berechnen Sie die Malzahl des Flacheninhaltes der Flache, die G; mit der x-Achse im
Intervall — 2,45 < x <2,45 einschliefit.

Aufgabenteil a) b) c) d) e) f) Summe
Punkte 2 4 7 4 3 4 24
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Teil

Erwartete Teilleistung

Pkt.

a)

Der Graph von f ist punktsymmetrisch zum Koordinatenursprung.

f(—x) = 0,5(—x)° — 6(—x)* +18(—x) = -0,5x° + 6x°> —18x
f(—x) = —(0,5x> — 6x> +18x) = —f(x)
(Alternative: Begrindung Uber Exponenten)

b)

Nullstellen:
f(x) =0=x(05x" —6x*> +18) — x,=0
0=2"-122+36 z,,,=6 — X,~-245 X,=~245

Monotonieverhalten:

f'(x) = 25x* —18x* +18

0=2°-722+72 z,=6 z,=12

Xg, =245 Xg, 110 Xg ~110 X ~245

Nachweis Uber Monotonieintervalle:
—0o<x<-245: f'(-3)=585>0; fistmonoton steigend

-245<x<-11: f'(-2)=-14<0; fistmonoton fallend
-11<x<11: f(0)=18>0; fistmonoton steigend
11<x<245: f(2)=-14<0; fistmonoton fallend
245<x<w: f(3)=585>0; fistmonoton steigend

(Hier kann die Punktsymmetrie ausgenutzt werden, auch die Betrachtung Uber

Extrempunkte ist moglich.)

d)

Wendepunkte:

f"(x) =10x° - 36x = x(10x* —36)=0; X, ~—-190; X, =0; X,,, ~190

”(x) = 30x* — 36

"(-190) =723 =0

"(0) = -36 =0

£"(1,90) = 72,3 % 0

W,(-190|-543) W,(0]|0) WS,(190|5,43)

(Die Symmetrie kann auch hier ausgenutzt werden.)
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e) 14

121

101

L 2s

14+

3
f) Flachenberechnung unter Ausnutzung der Symmetrie:
2,45 1 3 2,45
A=2J-f(x)dx={—x6——x4+9x2} - 2(18 - 0) = 36
3 12 2 0

Der Flacheninhalt betragt 36 FE. 4

Summe 24
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2. Aufgabe: Anwendung der Differentialrechnung

Ein mittelstandischer Betrieb stellt zylindrische Blechbehalter her und hat sich auf besonders
preisglnstige Verpackungsdosen spezialisiert. Der Geschéftsfuhrer kauft das Blech fur

7 € je m?im GroRRhandel ein. Die Betriebskosten ohne Material berechnet er mit 70 € pro
Stunde (1 Stunde = 3600 Sekunden). Ein Kunde bendtigt 1-Liter-Dosen, um diese mit
Holzlasur abfillen zu lassen.

a) Der Kunde beabsichtigt 10.000 Dosen mit den MafRen Radius r = 5 cm und
Hohe h = 12,8 cm zu bestellen. Welches Volumen hat eine dieser Dosen dann?
Wie grol3 ware der Materialverbrauch fur 10.000 Dosen ohne Materialverschnitt
bei den gewlinschten Mafsen in m??

(zur Kontrolle Ap = 559,20 cm? je Dose)

Ermitteln Sie den Herstellungspreis fir alle Dosen des Auftrags inklusive Material und
Betriebskosten, wenn flir die Produktionszeit einer Dose 10 Sekunden einkalkuliert
werden?

b) Welche Abmessungen mussten zylindrische Dosen haben, damit bei einem
Inhaltsvolumen von V = 1,005 Liter (1 | = 1000 cm?®) der Materialverbrauch zu ihrer
Herstellung minimal wird? Berechnen Sie dafir Radius und Hohe einer Dose ohne
Materialverschnitt. (zur Kontrolle A4 (r) = 2010 +2mr2)

Welche Materialkosten muisste der Geschéftsfuhrer fir die 10.000 Dosen einplanen,
wenn ein Dosenradius von 5,43 cm zugrunde gelegt wird?

C) Wie grol3 ware die Materialkostenersparnis fur alle Dosen, wenn anstelle des
Kundenwunsches die optimale Dosengrdlie gewahlt wirde?

Wie teuer waren dann die 10.000 Dosen mit den in b) berechneten Abmalien,
inklusive der veranschlagten Betriebskosten bei einem zusatzlichen
Gewinn auf den Gesamtpreis von 10 Prozent?
Aufgabenteil a) b) c) Summe
Punkte 7 10 3 20
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Teil

Erwartete Teilleistung

Pkt.

a)

V = nrzh ~ 1005,31cme ( mit = =314 wird V =~ 1004,8 cm?)
Fir die weiteren Berechnungen wurde mit dem genauen Wert von 7
gerechnet!

Materialverbrauch fiir eine Dose:
Ao =2nrh+2nr2 = 402,12 +157,08 ~ 559,20 cnv?

Fir 10.000 Dosen: 559,20 -10%cm? = 559,20 m?

Produktionszeit: 100.000 s ~ 27,78 h

Betriebskosten dafiir: 27,78 - 70 € =1944,60€
Materialkosten: 559,20 -7 € = 3914,40€

Gesamtkosten. 1944,60 € + 3914,40 € = 5859,00 €

b)

Ao =2nrh+2nr?;,  V =nrzh =1005cm?®

h 1005 Ay (r) = 27r 1005 o2 = 2010
mr2 mr2 r

' 2010
4nr3 =2010; r3=159,95; r~543
1005

h=————-~10,85
n- 5,432

+2mr2

4020

A, (543)=4n+ ~377>0. lok.Mn.
159

Die Abmessungen der Dose mit minimalem Materialverbrauch betragen:

Radius r = 5,43 cm und Hohe h = 10,85 cm.

Material fur eine Dose: A, =555,44cm?
Fir 10.000 Dosen werden 555,44 m? Blech bendtigt. Daraus entstehen
3888,08 € an Materialkosten.

Die Materialersparnis betragt 3,76 m2. Daraus ergibt sich eine
Materialkostenersparnis von 26,32 €.

Kosten ohne Gewinnaufschlag: 1944,60 € + 3888,08 € = 5832,68 €

Der Preis mit Gewinnaufschlag: 5832,68 € + 583,27 € = 6415,95 €

Summe

20
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3. Aufgabe: Kurvenuntersuchung und Integralrechnung

Gegeben ist eine ganzrationale Funktion f mit

2

f(x):ix“—gx -X+6;xeR

64 8

G; sei der Graph der Funktion f, der nur in T(4 | 0) einen lokalen Extrempunkt hat.

Der Graph G; verfligt im Punkt S, (0| 6) Uber eine Tangente t.
G, sei der Graph der Tangente t.

a) Ermitteln Sie die Gleichung der Tangente t. (zur Kontrolle: t(x) =—x+6)

b) Zeigen Sie rechnerisch, dass einer der Wendepunkte von G; ein Sattelpunkt ist und
geben Sie dessen Koordinaten an.

C) Zeichnen Sie den Graphen G; unter Verwendung einer Wertetabelle im Intervall
—5<x<6 in ein kartesisches Koordinatensystem. Zeichnen Sie den Graphen G,
in das gleiche Koordinatensystem ein.

d) Die Graphen G; und G, schliefen gemeinsam mit den Koordinatenachsen im

1. Quadranten des Koordinatensystems drei Teilflachen vollstandig ein
(siehe Skizze).
Berechnen Sie die Maltzahlen der Flacheninhalte A;, A, und A;.

Skizze: vy &

X
; i
Aufgabenteil a) b) c) d) Summe
Punkte 3 4 4 10 21
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Teil Erwartete Teilleistung Pkt.
a) 1 4 3 2
fX)=y=—XxX"-=X"-Xx+6
=y 64 8
f'(x) = Ly 31
16 4
Tangente t:m, =f'(0) =-1
S,(0]6): 6=(-1)-0+n; n=6
t:y=-x+6 3
b)
3 ., 3
f'(X)=—x"-—
) 16 4
3 1
f"(x) ==x
(x) 3
X, 0= 343
16 4
W2 =2
mit f'(-2) =0;f"(-2) =0; f"(-2) = Oist Sattelpunkt S(-2| 6,75) 3
c) |Wertetabelle fir G,
X -5 -4 -2 0 2 4 5 6
y 11,39 8 6,75 6 2,75 0 1,39 | 6,75 1
rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr Gt rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr 10
3
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d) |Berechnung der MalRzahlen der Teilflacheninhalte
Das Dreieck AOS, N hat einen Flacheninh alt von A = 6-6 =18FE 1
4 4
A, = (ix“——xz—x+6jdx=[ix5—ix3 x2+6x} =112
2\ 64 320 8 o 3
Schnittstellen der Graphen G; und G,
(—X + 6) — SV B9C VIV S [ IVC I NC VI (TG
64 8 64 8 64 8
Xgy = 0} Xgps = £+/24 ~ 4,90 3
J24 J24
A, = J. (—ix4+§x2jdx={—ix5+1x3} =588
) 64 8 320 8
A, =A-(A,+A,)=092 2
Die Flachen haben die Flacheninhalte A;= 11,2 FE; A,= 5,88 FE; A;= 0,92 FE. 1
Summe 21
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