Mathematik C Land Brandenburg

1. Aufgabe: Differentialrechnung

Der Wasserstand eines Flusses wird kontinuierlich an Pegellatten abgelesen und in
Zentimetern tber Pegelnull (cm U PN) angegeben.

Nach einer langeren Trockenperiode, in welcher der Wasserstand unter den Pegelnullpunkt
gesunken ist, sorgten starke Regenfélle am Tage fur einen kurzfristigen Anstieg des
Pegelstandes des Flusses. Uber einen Zeitraum von 0 bis 24 Uhr soll der Pegelstand f in
Abhangigkeit von der Zeit x ausgewertet werden. Der Pegelstand f kann naherungsweise

durch die Funktion f mit f(x) =—0,5x* +3x?—1; x eR; 0< x <24 dargestellt werden. Der
Graph von f heifl3t G;und ist in der Skizze veranschaulicht. Eine Einheit auf der y-Achse
entspricht 10 cm und eine Einheit auf der x-Achse entspricht 10 Stunden.

y (Pegelstand)

F 3

1(+10cm) -

0 (Pegelnull) i -
/ 1(10 Uhr) \ x(zeit)
-1(-10 cm) -

a)  Weisen Sie rechnerisch nach, dass die Punkte P, (0,7]0,35) und P, (16 | 3,40) zum

Graphen der Funktion f gehoren, der die Pegelstande des Flusses zu bestimmten
Zeiten beschreibt und geben Sie die dazu gehdrigen Uhrzeiten an.

Berechnen Sie den Pegelstand zu Beginn der Messung und zeigen Sie rechnerisch,
dass es sich um einen lokalen Tiefpunkt von G; handelt.

b) Ermitteln Sie die Gesamtdauer der Zeit, in welcher der Pegelstand tiber dem
Pegelnullpunkt lag.

C) Geben Sie den Pegelstand um 20 Uhr an und ermitteln Sie rechnerisch in cm je
Stunde, wie stark der Pegelstand zu diesem Zeitpunkt steigt bzw. fallt.

d) Berechnen Sie den Zeitpunkt, an dem der Pegelstand am héchsten war und geben
Sie den Pegelstand an.

e) Bestimmen Sie die Koordinaten des Wendepunktes von G; und erlautern Sie die
Bedeutung dieses Wendepunktes in Hinblick auf die Tendenz des Pegelstandes.

f) Zeichnen Sie G;im Intervall 0 <X <24 in ein kartesisches Koordinatensystem.
Aufgabenteil a) b) C) d) e) f) Summe
Punkte 5 6 4 5 4 3 27
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Teill Erwartete Teilleistung Pkt.
1a) |Punktprobe: f(0,7)=035 Uhrzeit: 07-10=7; 7Uhr 2
f(16)=3,40 16-10 =16; 16 Uhr
x =0 f(0)=—1 Der Pegelstand betragt 10 cm unter PN (-10 cm (iber PN). 1
Nachweis Extrempunkt: f'(x)=—2x*+6x (0)=0
f'(x)=—6x2+6 f"(0)=6>0 Minimum 2
1b) | Nullstellenberechnung: 0=-05x* +3x> -1
0=x*-6x>+2 x?=z
0=2z°-6z+2 z,~565 z,~035
X, ~ 2,38 X~ —2,38; X3 ~0,59; X, ~— 0,59 4
(negative Werte entfallen als Problemlésung)
Berechnung der Gesamtdauer: 2,38 - 0,59 = 1,79
179-10=17,9 2
17,9 Stunden lag der Pegelstand Gber dem Nullpunkt.
1c) |Pegelstandshohe: f(2)=3 Der Pegel lag 30 cm G PN. 1
Anstieg: f(x)=—2x*+6x f(2)=-4 3
Der Pegelstand sinkt mit 4 cm je Stunde.
1d) | Extrempunktberechnung:
f(x)=—2x*>+6x  f'(x)=—-6x*>+6
f'(x)=0 0=—2x*+6x  T(0]|-1)siehe Aufgabe a)
0=—2x*+6 Xg, *173; Xgz ~—173
(negativer Wert entfallt als Problemlésung) 4
f(173)~ -1196< 0 H(173|35)
Nach 17,3 Stunden (17.18 Uhr) war der Pegelstand mit 35 cm 0 PN am 1
hoéchsten.
1e) |Berechnung Wendepunkt: f'(x)=—6x>+6 0=-6x*+6
Xw1=L Xy =-1
(negativer Wert entféallt als Problemlésung)
f"(x)=—12x  "(1)=—12=0 3
W(1]15)
Im Wendepunkt ist der Anstieg des Pegelstandes am grof3ten. 1
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1f) | Graph
3 y
3
2
3
1
0,2 1,4 1,8 2,2 \
-1
Summe 27
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2. Aufgabe:

Gegeben ist eine ganzrationale Funktion f mit f(x) = %x?’ - % x?+12x-9; xeR.

Der Graph der Funktion ist G;. Die Extrempunkte von G; sind gegeben mit
H(2|2) und T(4 | -1).

Differential- und Integralrechnung

a) Berechnen Sie die Koordinaten der Achsenschnittpunkte des Graphen G;.

b) Zeigen Sie, dass der Punkt W(3|0) Wendepunkt des Graphen G; ist.

C) Zeichnen Sie den Graphen G; und die Gerade t mit y =-15x+4,5 im Intervall

0<x <5 in ein gemeinsames kartesisches Koordinatensystem.

d) Durch die Gerade t, den Graphen G; und die y-Achse wird im Intervall 0<x <3

genau eine Flache vollstandig eingeschlossen.

Bestimmen Sie die MalRzahl des Flacheninhaltes A dieser Flache.

e) Die x-Achse teilt die unter d) beschriebene Flache in zwei Teile. Berechnen Sie die

Maf3zahlen der Flacheninhalte dieser Teilflachen.

Aufgabenteil a) b) c) d) e) Summe
Punkte 4 3 4 5 4 20
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Teil Erwartete Teilleistung Pkt.
2a) |Koordinaten der Achsenschnittpunkte 1
S,(01-9)
f(x)=0; x,=3 (aus W(3|0) bzw. durch Probieren)
L 9y i12x-9 (x-3) NI Y
2 2 2 3
N (127 | 0); N, (3 | 0); N3(4,73 | 0)
2b) | Wendepunkt
f’(x)=gx2 —9x+12; f"(x) =3x—-9; f"(x) =3 3
f"(3) =0und f"(3) = 3 = 0; f(3) = 0; W(3 | 0) ist Wendepunkt von G;
2c) |Graph G; und Gerade t
v 4
a4 4
2d) | Flacheninhalt A
h(x) = g(x) — f(x) VL N DRIV = U VI N ST AV
2 2 \2 2 2 2 2 2
H(x) = Ll 3 e, 2,
8 2 4 2 5
3
A= j h(x)dx = [HX)[ ~1013 FE
0
2e) |Flacheninhalte Ajund A,
1,27 127
1 4 3 3 2
A, = jf(x)dx - {—x ~2x3 4 6x —9x} - 45FE 3
0 8 2 o
A, =A-A, =1013 FE - 45 FE =563 FE 1
Summe 20
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3. Aufgabe:

Stochastik

Ein Obstbau-Betrieb hat eine hochmoderne zweistufige Apfelsortieranlage angeschafft. In
der ersten Stufe werden beschadigte Apfel als Tierfutter aussortiert. In der zweiten Stufe

werden die Ubrigen Apfel nach der GréRe in drei Gruppen sortiert.

Der Hersteller gibt als Richtwerte fr
die Sortierung in den einzelnen Stufen

die folgenden theoretischen
Wahrscheinlichkeiten an:
Erste Stufe: O.K. (90 %)

Zweite Stufe: klein (15 %) und grof3 (25 %)

Das nebenstehende Diagramm verdeutlicht

den Sortierprozess.

1. Stufe

2. Stufe

a) Beschriften Sie im Diagramm alle Zweige mit den zugehdrigen Wahrscheinlichkeiten.

b) Die tagliche Sortierung von 15 t Apfeln ist geplant. Ermitteln Sie fur die vier
Sortierergebnisse jeweils die theoretische Ausbeute an Apfeln in kg je Tag.

Ein erster Probelauf der Sortieranlage mit 2 t Apfeln ergab folgende Ergebnisse:

klein: 340 kg; mittel: 880 kg; groR3: 540 kg. Der Rest war Tierfutter.

c) Ermitteln Sie die relativen Haufigkeiten der vier Sortierergebnisse und stellen Sie diese
gemeinsam mit den theoretisch ermittelten Wahrscheinlichkeiten aus Aufgabe a) in
einem geeigneten Diagramm dar.

d) Hinweis: Benutzen Sie fir die folgende Berechnung die relativen Haufigkeiten aus dem

ersten Probelauf.

Die Apfel kdnnen zu folgenden Preisen je kg an den Handel verkauft werden:

Tierfutter: 0,20 €; klein: 0,80 €; mittel: 0,95 €; grof3: 1,30 €.

Ermitteln Sie den Erlds aus den taglich geplanten 15 t Apfeln. Welche Menge an Apfeln

musste fir einen Erlés von 10000 € verarbeitet werden?

e) Von den 12 Mitarbeitern des Betriebes werden taglich zwei zur Betreuung der
Sortieranlage ausgewahlt. Ermitteln Sie rechnerisch, wie viele unterschiedliche
Zweierteams sich bilden lassen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit werden die Freunde Karl

und Klaus ausgewahlt?

Aufgabenteil a) b) C) d) e) Summe
Punkte 3 3 6 4 4 20
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Teill Erwartete Teilleistung Pkt.
3a) |Zweige: P(Tierfutter) =100 %-90 %=10 %
P(mittel) =100 %-15 %-25 %=60 % 2
Beschriftung: 1. Stufe 2. Stufe
1
3b) | Pfadwahrscheinlichkeiten:  P(Tierfutter) =10 %
P(klein) =90 %15 %=13,5 %
P(mittel) =90 %60 %=54 % 2
P(groR) =90 %25 %=22,5 %
Ausbeute Tierfutter: 15000 kg-10 %=1500 kg
Ausbeute klein: 15000 kg-13,5 %=2025 kg
Ausbeute mittel: 15000 kg-54 %=8100 kg 1
Ausbeute grof3: 15000 kg-22,5 %=3375 kg
3¢) Sortierergebnis Tierfutter klein mittel grol3
H; 240 kg 340 kg 880 kg 540 kg
h; 0,12 0,17 0,44 0,27 2
0,6
©
c
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.‘é 0,1 -
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Tierfutter klein mittel grof
Sortierergebnis
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3d) |Erlos: 15000 -(0,2-012 +0,8-017 +0,95-0,44 +13-0,27) = 13935

Aus 15 t Apfeln kann téaglich ein Erlés von 13935 € erzielt werden. 2

Menge: 12000 _ 13935 ., 15000 10000 764 o6

10000 13939

Fir einen Erlés von 10000 € missten 10,76 t Apfel verarbeitet werden. 2

3e) | Auswahl ohne Beachtung der Reihenfolge und ohne Wiederholung:
12!
C2 —(2)_ —
© (2 ) 21(10!)

Es gibt 66 Moglichkeiten zur Bildung der Zweierteams. 2

Auswahl von Karl und Klaus:

P(KundK) = 2.1 1 405

12 11 66
2

Die Wahrscheinlichkeit fiir die Auswahl der Freunde betragt 1,52 %.

Summe 20
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