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Schriftliche Abiturprafung 2008

Aufgabe 1 - zum Themenbereich Analysis

Windenergie

Seit Beginn der 90er Jahre erlebte Deutschland einen Boom im Bereich der Nutzung der Windenergie zur
Stromerzeugung. Durch den Bau neuer Anlagen wird jahrlich ein Zuwachs der jeweils am Jahresende
insgesamt installierten Leistung aller Windenergieanlagen erreicht.’

a) Im Jahr 1994 betrug der Zuwachs der Leistung der Windenergieanlagen noch 300 Megawatt pro Jahr
(MW/Jahr), bis 2002 steigerte er sich jahrlich durchschnittlich um ca. 34%.
Angesetzt wird eine Funktionsvorschrift f (t) fir den jahrlichen Zuwachs der Leistung der

Windenergieanlagen im t -ten Jahr nach 1994.

Begriinden Sie, dass die Funktion f mit der Gleichung f (t) =300e
Ende 1994) und f(t) in MW pro Jahr zu den gegebenen Daten passt.

Erlautern Sie die zu Grunde liegenden Annahmen und die Grenzen der Modellierung.

0,293t

, t inJahren (t=0 entspricht

Verwenden Sie fur b) und c) die Modellierung aus a)

b) Skizzieren Sie den Graphen von f mit f(t)im Bereich 0<t<14.

Bestimmen Sie den Zuwachs fiir 2008.
Berechnen Sie die Zeit, in der sich der Zuwachs verdoppelt.

Erlautern Sie, was in diesem Zusammenhang der Wert von 2*-300 angibt und berechnen Sie diesen
Wert sowie den zugehorigen Zeitpunkt t .
Markieren Sie alle in diesem Aufgabenteil berechneten Werte in inrem Graphen.

c) Gegeben ist die Funktion L mit L(X) :I f(t)dt.
0

Geben Sie eine Stammfunktion von f an und berechnen Sie L(5).

Zeichnen Sie L(5) in den Graphen aus b) ein.

Es ist bekannt, dass bis Ende 1994 Windenergieanlagen mit einer Gesamtleistung von 650 MW
errichtet wurden. Geben Sie einen Funktionsterm G(x) an, der die Gesamtleistung der
Windenergieanlagen in Deutschland zum Zeitpunkt X naherungsweise vorhersagen kann, wenn sich
die Bedingungen nicht andern. x =0 soll dabei fiir Ende 1994 stehen.

d) Da absehbar ist, dass der Boom im Bereich der Windenergie nicht unbegrenzt weitergeht, wurde flr
Prognosezwecke folgende Funktionsvorschrift w(t) fir die gesamte jeweils zum Zeitpunkt t

vorhandene Leistung aller Windenergieanlagen aufgestellt (sie erfasst die bisherigen Gesamtleistungen
jeweils am Jahresende hinreichend gut):

w(t) = 29000
1+43,6e %%

Ermitteln Sie das Jahr, in dem nach dieser Modellierung eine Gesamtleistung von 28000 MW erreicht
wird.

t in Jahren (t =0 entspricht Ende 1994), w(t) in MW.

e) Geben Sie w'(t) an und bestimmen Sie w'(14,5).
Interpretieren Sie w'(14,5) in Bezug auf die Prognose.

fy Bestimmen Sie !imw(t) und skizzieren Sie den Graphen von w(t) fir t > 0. Berlicksichtigen Sie dabei,

dass w"(8,967) =0 und w"(8,967)=0.
Erlautern Sie, was der Graph in Bezug auf !imw'(t) aussagt.

Interpretieren Sie !imw(t), !im w'(t) und P(8,967/w(8,967)) in Bezug auf die Prognosen.

' Die folgenden Prognosewerte beziehen sich nur auf Windenergieanlagen an Land, Wollte man auch Windkraftanlagen
auf See betrachten, miissten sie gesondert betrachtet werden.
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Erwartungshorizont und Bewertung nach Anforderungsbereichen Aufgabe 1

.. . Bewertung
Lésungsskizze

1a | Unter der Annahme exponentiellen Wachstums ergibt sich mit dem gegebenen
f(0) =300 und dem Wachstumsfaktor von 1,34

f (t) =300-1, 34" =300 et ~300.%2%

Annahme: Exponentielles Wachstum, d.h. jedes Jahr gleich bleibende Zunahme
um 34% , also gleich bleibender Wachstumsfaktor von 1,34 .

Grenzen der Modellierung: Wachstum kann nicht unbegrenzt weitergehen
(sowohl Bedarf als auch Méglichkeiten des Ausbaus sind irgendwann erschopft),
zuséatzlich: gleich bleibende Wachstumsrate ist Idealisierung 2 2

[ F4 FEr Fa= F?

1b via i Fearaph|iath|Draw |- & Das Jahr 2008 entspricht t =14,
f (14) ~18138,3

Verdopplungszeit:
2=e"%% = t, 2,4 .

2*.300=4800 gibt den Wert nach 4
Verdopplungszeiten an, also bei
t~4-2,4=9,6. Die zugehorigen
Punkte missen in der Skizze korrekt markiert sein. 6 2

MAIN DES AUTD FUNC

1c

5 5
.[ f(t)dt =[300- 1 -e°'293't} ~3407,04 ~ 3410 in MW. Der Wert darf auch im
0 0,293 0
Graphmen ermittelt werden.

Markierung von L(5) als Schraffur der Flache zwischen x-Achse und Graphen in
der Skizze in b). L(5) berechnet die nach 5 Jahren vorhandene Gesamtleistung,
wenn zum Zeitpunkt O keine Leistung vorhanden war.

G(x) =650+ [ f (t)dt =1024¢°**** —374
0
x+0,5

(bzw. G(X) =650+ j f (t)dt =1024e%22 109 _536 )

0,5

1d N 2928

28000 = % =>t= _ 28-436 ~16,9, der Wert darf auch im
1+43,6-e™ -0,421

Graphmen oder Uber den solver ermittelt werden.

Nach ca. 17 Jahren wird nach dieser Prognose der Wert von 28000 MW erreicht,

d.h. gegen Ende 2011. 1 4
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Lehrermaterialien Leistungskurs Mathematik

Lésungsskizze

Bewertung

1e

| 532312, 404
(L+43,6e 0 )2 ’

w'(t) w'(14,5) ~ 987

w'(14,5) gibt an, mit welchem Leistungszuwachs pro Jahr Mitte 2009 zu rechnen
ist.

1f

17 |_Fer Fz Fu FE» Fa* TF7 FE 29000

i R h[Math|Draw|> ¢ | . ;
= |Zoon|Trace |[Regraph|Ma ) lim W(t) = ||mw =29000
t—o0 too] 4 43, 6e

t, 8,967 erfillt die hinreichende

Bedingung fiir eine Wendestelle mit
w(8,967) ~ 14500 . Der Wendepunkt P

muss in der Skizze deutlich markiert

HMAIM DEG AUTD FORC Sein.

g(t) = 29000 ist eine Asymptote von W fiir t — oo, somit gilt !imw'(t) =0, die
Zuwachsrate geht gegen Null.

Da P ein Wendepunkt ist, gibt t, =9 (Ende 2003) den Zeitpunkt an, ab dem die

Zuwachsraten sinken.
!im w(t) =29000 gibt in MW den Grenzwert an, Uber den die Gesamtleistung der

Windenergieanlagen nach dieser Prognose nicht steigen wird.

Verteilung der insgesamt 33 Bewertungseinheiten auf die Anforderungsbereiche

13

17 | 3
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Aufgabe 2 - zum Themenbereich Analysis

Spielfigur

Ein Metall verarbeitender Betrieb will eine
Spielfigur in Serienproduktion herstellen. Diese
Spielfigur wird in einer Frasmaschine gefertigt,
indem ein zylinderférmiges Stuck Metall unter
= einem messerartigen Fraswerkzeug rotiert.
Das Werkzeug bewegt sich dabei von links nach rechts mal 1
héher, mal tiefer entlang einer in die Maschine eingegebenen
mathematischen Funktion. Diese Funktion gibt also fur jeden
Querschnitt der Spielfigur lhren Radius an. Die entstehende
waagerecht liegende Spielfigur wird spater so aufgestellt, dass t
sich das linke Ende als Kopf der Figur oben und das rechte 0
Ende als Ful} unten befindet. '

a) Am Kopf der 5¢cm hohen Spielfigur ist der Radius mit 0cm am kleinsten, wahrend er am Fufende mit
1,25cm am groRten ist. Am Ubergang vom Kopf zum Hals der Spielfigur bei X =2cm betragt der
Radius 0,2cm. Die Funktion f , deren Graph das Messer in der Maschine durchlauft, soll eine ganz-

rationale Funktion dritten Grades sein. Um eine bestimmte Form des Kopfes zu erhalten, wird das
Krimmungsverhalten am Ubergang vom Kopf zum Hals durch f"(2) =0 festgelegt.

Bestimmen Sie die Funktionsgleichung der Funktion f in Abhangigkeit von X.

Die Maschine ist in der Lage 5cm groRe Spielfiguren mit den Randfunktionen f, mit der Gleichung

1 1
fo(X)=—x>—kx®* +=x
« (%) 20 >

herzustellen. Dabei kann k aus dem Intervall | =[O, 27, 0,31] vorgewahlt werden.

Die Aufgabenteile b) bis d) sollen stets fiir beliebige k aus dem Intervall 1 geldst werden.

b) Skizzieren Sie die Kurvenschar f, fur k =0,27,k =0,28; k=0,29 und k =0,31 in ihrem wesentlichen

Verlauf, indem Sie die von lhrem Rechner dargestellten Grafen in das vorgegebene Koordinatensystem
Ubertragen.
Erlautern Sie, welche Bedeutung k fiir die Form und das Volumen der Spielfigur hat.

c) Berechnen Sie den Radius der Spielfigur sowohl an ihrem FuBpunkt als auch an der Stelle x=2.
Bestimmen Sie an diesen Punkten jeweils den groften und kleinsten Wert des Radius, der aufgrund des
Intervalls | flr k moglich ist.

20 .
d) Ander Stelle X, :?k befindet sich der Ubergang vom Kopf der Spielfigur zu ihrem Hals. Hier betragt

3
80207k +%. Zeigen Sie, dass an dieser Stelle ein Wendepunkt vorliegt.

e) Zeigen Sie, dass alle Wendepunkte (vgl. Teil d)) der Kurvenschar f, auf dem Graphen der Funktion h

der Radius f, (X,)=—

mit h(x)z_%x3+%x liegen.
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f)  Der Betrieb mdchte den Abfall bei der Herstellung der Spielfiguren abschatzen.
Ermitteln Sie das Volumen der Spielfigur fir k =0,30.
Die Spielfiguren werden aus einem Metallzylinder mit einem Radius von 1,25¢cm und einer Lange von
5¢cm hergestellt. Bestimmen Sie den Abfall.
Vergleichen Sie die beiden Volumina miteinander.

(e}
[@)]
|
|
unten

25 3 354 |45 5 55

{=)
(5
L .
—
(5
N
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Erwartungshorizont und Bewertung nach Anforderungsbereichen

Lehrermaterialien Leistungskurs Mathematik

Aufgabe 2

Lésungsskizze

Bewertung

2a

f(x)=ax®+bx* +cx+d ; f'(x)=3ax’+2bx+c ; f"(x)=6ax+2b

Drei vorgegebene Punkte liefern f(0) =0 und somit d =0 ,
f(5)=1,25=125a+ 25b+5¢C sowie f(2)=0,2=8a+4b+2c

Das Kriimmungsverhalten ergibt f”(2) =0=12a+ 2b. Zu I6sen bleibt das LGS

a = —
125a + 25b + 5¢ 22
8a+4b+2c | <= |b =

10
12a+2b .

1,25
0,2
0

1
Funktionsgleichung: f(X)=—x*——x*+=X.

2
3., 1
200 10 2

2b

Koordinatensystem:

0

1.51

k=0,27
051
k=0,31

0 : : : : ‘ : : . . X
0 1 2 3 4 5

Der Radius am Hals nimmt mit sinkendem Kk zu, bis er schlieBlich beinahe den
Radius des Kopfes erreicht. Fiir groReres k sinkt das Volumen.

2c

f (2)= g —4k und f, (5)= 3715— 25k , also betragt der Radius an der Stelle X =2

zwischen 0,16cm und 0,32cm und am FuRende zwischen 1cm und 2cm.
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Bewertun
Lésungsskizze g
[ I 1l
2d 14
Fir die Wendestelle muss gelten: f, (X, ) :%XW —2k =0, woraus X, :?k
folgt. Uber die dritte Ableitung f "(X) = :z) # 0 lasst sich nachweisen, dass an
dleser Stelle ein Wendepunkt existiert. Der Radius berechnet sich zu
L) = -k + 2K
1 3
2e 800k* = 10k
Die Wendepunkte W(— | 57 T) liegen auf der durch
1 ;.1 _
h(X) = ——X" +=X beschriebenen Kurve, da
10 2
3
L (20 1 (20,80, 1 k _
10 \ 3 2 \ 3 27
3
2f 5
:ﬁ-_[(ix3 3y +£x)2 dx ~ 2,57
o 20 10 2
Das Volumen der Spielfigur ist 2,57 cm® groR.
V, -V = [n-1,5625-5]— 2,57=24,54-2,57=21,97
Das Volumen des Abfalls ist mit 21,97 cm?® mehr als achtmal so grol’ wie das der
Spielfigur. 2 3
Verteilung der insgesamt 33 Bewertungseinheiten auf die Anforderungsbereiche | 13 | 17 | 3
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Lehrermaterialien Leistungskurs Mathematik

Aufgabe 3 - zum Themenbereich Lineare Algebra und Analytische Geometrie,
Vertiefung Lineare Algebra

Verteilung von Einkaufswagen

Ein Supermarkt verteilt seine insgesamt 400 Einkaufswagen auf drei Platze: im Eingangsbereich E, auf dem
Parkplatz P und bei den Glascontainern G. An diesen Platzen kénnen sie mitgenommen bzw. abgestellt
werden. Ein Schiler soll daflir sorgen, dass an allen drei Platzen ausreichend Einkaufswagen zur Verfliigung
stehen. Statt die Wagen hin und her zu schieben will der mathematisch interessierte Schiler eine
Ubergangsmatrix aufstellen. Er markiert morgens die Wagen an den drei Platzen so, dass er abends
erkennen kann, von welchem Platz jeder einzelne Wagen stammt.

Nach einigen Tagen stellte er folgende Tabelle fiir die Ubergangsanteile am Ende eines Tages auf:

on Eingangsbereich (E) Parkplatz (P) Glascontainer (G)

nach

Eingangsbereich (E) 0,3 0,2 0,3

Parkplatz (P) 0,6 0,6 0,7

Glascontainer (G) 0,1 0,2 0,0
0,3 0,2 0,3

a) Erstellen Sie zu der sich aus der Tabelle ergebenden Ubergangsmatrix M =| 0,6 0,6 0,7 | das

0,1 0,2 0,0

zugehérige Ubergangsdiagramm.
Interpretieren Sie die Werte 0,3, 0,7 und 0,0 aus der dritten Spalte in diesem Zusammenhang.

b) Wie viele Einkaufswagen wird der Schiiler am 1., 2. und 3. Abend an den einzelnen Platzen gezahlt
haben, wenn sich zu Beginn seiner Untersuchung 200 Einkaufswagen im Eingangsbereich E und je
100 an den anderen beiden Platzen P und G befanden? Berechnen Sie dazu ausgehend von
200
Vv, =| 100
100

die Verteilungen V,, V,, V,, runden Sie auf ganze Zahlen.

c) Berechnen Sie fiir die 400 Einkaufswagen die so genannte stationare Verteilung V, von M .

d) Die stationdre Verteilung V, aus c) ist die Grenzverteilung von M , d. h. es gilt:
V,=limv, =lim(M" #V) =limM" =V fir jede Anfangsverteilung V.
n—o n—ow n—o

Bestimmen Sie die Grenzmatrix G =limM" experimentell. Geben Sie die Komponenten von G auf

n—oo

drei Nachkommastellen gerundet an und interpretieren Sie diese in Bezug auf die 400 Einkaufswagen.

Nach Beseitigung der Glascontainer wurde der Platz G eingespart. Am ersten Morgen danach wurden je
200 Einkaufswagen an die beiden Platze E und P gestellt. Abends befanden sich 80 bei E und 320 bei P.

03 01

Der Schiiler stellte daraufhin die Vermutung auf, dass U = (0 2 0.9

_ 200 80
da gilt: U = = .
200 320

X 50
e) Bestatigen Sie, dass U :L j:( J eine geeignete stationare Verteilung von U ist.

J die neue Ubergangsmatrix darstellt,

y,) (350
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n

f)  Wenn U korrekt gewahlt wurde, so muss fiir die Verteilung U, :[

n

j der Einkaufswagen am Abend

nach n Tagen gelten: X, =0,2-x,_, +40.
Leiten Sie diese Berechnungsformel und eine fur y, her und bestatigen Sie durch Berechnung der
jeweiligen Grenzwerte limx, und limy,, dass die stationare Verteilung von e) wie erwartet die

n—ow n—o

Grenzverteilung ist.

Gleich am ersten Abend verteilte der Schiler die Einkaufswagen gemaf dieser Grenzverteilung und war
sehr erstaunt, dass er am folgenden Abend 95 Einkaufswagen bei E und 305 bei P vorfand.

g) Nun ist der Schiiler (iberzeugt, dass er - sofern die taglichen Ubergangswahrscheinlichkeiten tatséchlich
immer gleich bleiben - die korrekte Ubergangsmatrix S aufstellen kann. Er macht folgenden Ansatz:

200 80 50 95 ) ] ] o
S * = und S * = . Erlautern Sie seinen Ansatz und berechnen Sie die
200 320 350 305

Ubergangswahrscheinlichkeiten der Matrix S .
Geben Sie eine Verteilung an, auf die sich die Einkaufswagen vermutlich einpendeln werden.
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Erwartungshorizont und Bewertung nach Anforderungsbereichen Aufgabe 3

.. . Bewertung
Lésungsskizze

3a | Ubergangsdiagramm:

0.0

0. E 0.2
of () (P Jos

0.6

Von den bei den Glascontainern mitgenommenen Einkaufswagen stehen an
jedem Abend 30% im Eingangsbereich, 70% beim Parkplatz und 0% wieder bei

den Glascontainern. 5
3b 110 95 96
Mit TR: V, =M *V,, =| 250 |, V, =M *V, =| 244 |, V, =M *V, = | 246 |.
40 61 58 3

3c | Die Gleichung M *V, =V, fur 400 Einkaufswagen fiihrt z.B. auf die erweiterte
-0,7 0,2 03| 0
. 016 _014 017 . . .
Matrix und Uber deren Zeilennormalform (z.B. mit dem
01 02 -1| 0
1 1 1 |400
95

,rref‘-Befehl) zu der auf ganze Zahlen gerundeten Lésung V, =| 246 |.
59 5

3d | Experimentelle Bestimmung:
0,239 0,239 0,239

M*=M" =|0,615 0,615 0,615 | und
0,147 0,147 0,147
0,239 0,239 0,239 95 95
0,615 0,615 0,615 |*| 246 |~| 246 |.
0,147 0,147 0,147 59 59

Aus der Matrix-Vektormultiplikation folgt: 0,239-400~ 95, 0,615-400~ 246 und
0,147 -400 = 59. Da in jeder Zeile dreimal der gleiche Wert steht, ist das der Anteil
von 400 Einkaufswagen, der langfristig an dem zugehérigen Platz abgestellt wird.

3e , _ 0,3 01) (50 50
Es reicht aus zu zeigen, dass * = gilt und
0,7 0,9 350 350

50+ 350 =400 ist. 3
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Bewertun
Lésungsskizze g
I I 1
3f | Firalle neN gilt: x, +y, =400, daher folgt
1. Xx,=0,3x,,+0,1y, , =0,3x, , +0,1-(400- X, ,) =0,2X, , + 40 und
2.y,=0,7x,,+0,9y, ,=0,7-(400-y, ,)+0,9y, , =0,2y, , + 280 fir n>1.
e Entweder Lésungsansatz Uber Iterationsfolgen:
In beiden Fallen handelt es sich um eine Iterationsfolge an einer linearen Funktion
mit der positiven Steigung 0,2 <1, daher konvergieren beide Folgen gegen den
Fixpunkt der jeweiligen lterationsfunktion, also gegen x*=50 bzw. y*=350.
e oder Losungsansatz tiber geometrische Reihen:
X, =0,2x,,+40=0,2(0,2x, , +40)+40=...
n-1 _ n
=0,2"-%,+40- 0,2 =0,2" - X, +20.120:2 ,
k=0 0,8
daher gilt: limx, =50.
Da y, =400-x,, folgt limy, =1im(400—x,) =400 —limx, =350,
oder analog zu X,
n L S n 1-0,2"
Y, =0,2y,,+280=..=0,2" -y, +280-» 0,2 =0,2" - X, + 280- 08 "
k=0 )
daher gilt limy, =350.
T 50
Also ergibt sich limu, = =0 .
n—ow 350 1 6
3g | Der Ansatz ergibt sich aus den beiden aufeinander folgenden Verteilungen aus e)
1-—
und f). Mit S =( P qj ergibt sich
1-p q
200 200p + 200 -200q 80
200 200-200p +200q 320
S ¥ 50 ) (50p+350-350q) ( 95
350) | 50-50p+350q ) (305)
zusammen folgt:
200p —200g =-120 - p-q=-0,6
50p —350q =-255 p-7q=-51
p-q=-0,6 p=0,15
= - )
-60=-5,1+0,6 g=0,75
0,15 0,25 5 (200 90,9 i .
also S = .DazB. S7 = ~ , werden sich die 400
0,85 0,75 200 309,1
Einkaufswagen so verteilen, dass langfristig 91 bei E und 309 bei P stehen
werden. 1 1 3
Verteilung der insgesamt 33 Bewertungseinheiten auf die Anforderungsbereiche | 13 | 17 | 3
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Aufgabe 4 - zum Themenbereich Lineare Algebra und Analytische Geometrie,
Vertiefung Analytische Geometrie

Kunstraub

Die Abbildung (siehe nachste Seite) zeigt den Entwurf einer Kulisse flr einen Spielfilm. Es ist eine
Ausstellungshalle mit einem Kunstobjekt dargestellt. Im Spielfilm soll das Kunstobjekt K(1|7,5|0) von

einem Dieb entwendet werden. Der Kunstgegenstand ist durch eine Barriere von Laserstrahlen geschiitzt.
Der Dieb startet vom Ausgang A(21|3|0) . Eine Langeneinheit entspricht einem Meter.

Die Geradengleichungen

10 3 13 -3
g,:X=|5|+r-|-1|und g,:X=|55|+s-| -1 |, r,seR
0 3,5 0 3,5

beschreiben den Verlauf zweier sich kreuzender Laserstrahlen.

a) Markieren Sie die beiden Laserstrahlen in der Zeichnung, deren Verlauf durch die Geraden g¢; und g,
beschrieben wird.
Zeigen Sie, dass diese beiden Laserstrahlen entlang windschiefer Geraden verlaufen.

b) In dem Spielfilm prift der Dieb, ob er sich zwischen den Strahlen hindurchzwangen kann.
Bestimmen Sie zwei parallele Ebenen E, und E, in Normalenform, wobei die Ebene E, die Gerade ¢,
und die Ebene E, die Gerade ¢, enthalten soll.
Bestimmen Sie den Abstand der beiden Geraden.
Ermitteln Sie den Schnittwinkel der Ebenen E, und E, mit der Xy -Ebene.
(Falls Sie fur E, und E, keine Gleichung angeben konnten, verwenden Sie zur Bestimmung des
Winkels: E:14y+4z=77)

c) Der Dieb interessiert sich fir die Stelle, an der die Laserstrahlen den geringsten Abstand haben.
F bezeichne die Ebene , die g, enthélt und die senkrecht auf den parallelen Ebenen E, und E, steht.

Erlautern Sie ohne Rechnung, wie mit Hilfe der Ebene F die Punkte minimalen Abstands P, auf der
Geraden g, und P, auf der Geraden g, bestimmt werden kdnnen.

d) In dem Spielfilm wird der Kunstdieb die Laserbarriere tiberwinden und bei der Beriihrung des
Kunstgegenstandes K zum Zeitpunkt t =0 die akustische Alarmanlage auslésen (Zeit t in Sekunden).
Nach dem ersten Schreck befindet sich der Dieb zum Zeitpunkt t =2 im Punkt K und bewegt sich mit
konstanter Geschwindigkeit ohne Beachtung der Laserstrahlen auf den Ausgang A zu. Er erreicht den
Ausgang zum Zeitpunkt t =4,5. Berechnen Sie, mit welcher Geschwindigkeit der Dieb lauft, d.h.
welchen Weg er pro Sekunde zuriicklegt.

Der Wachmann war bei Auslésung des Alarms im Nachbarraum, lauft zum Zeitpunkt t =3 durch den
Durchgang D(17]9|0) und anschlieBend mit konstanter Geschwindigkeit von 4 Metern pro Sekunde

ebenfalls direkt auf den Ausgang A zu.
Entscheiden Sie, ob der Dieb entkommen wird.
Begrinden Sie ihre Entscheidung mit einer geeigneten Rechnung.
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Material zur Aufgabe Kunstraub
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Erwartungshorizont und Bewertung nach Anforderungsbereichen Aufgabe 4

.. . Bewertung
Lésungsskizze

4a | Einzeichnen der Laserstrahlen. Nachweis der linearen Unabhangigkeit der
Richtungsvektoren. Daher sind die Geraden nicht parallel.

10 3 13 -3
Der Ansatz | 5 |+r-| =1 |=|5,5|+5s-| =1 | fUhrt mit den ersten beiden
0 3,5 0 3,5

Zeilen zu r =% und s =%, was zum Widerspruch mit der dritten Zeile fahrt.

Es gibt also keinen Schnittpunkt und die Geraden sind windschief. 3 3

4b | Ein Normalenvektor ii der parallelen Ebenen steht senkrecht auf den
Richtungsvektoren der beiden Geraden. Dies liefert: 3x, -y, +3,5z, =0

und -3x, -y, +3,5z,=0.
0

Ein moglicher Normalenvektor ist i =| 7 |. Einsetzen der Koordinaten der
2

Stitzvektoren der Geraden in den Ansatz 7y +2z=d liefert die Ebenen

E :7y+2z=35und E,:7y+2z =7—27 bzw. in Normalenform wie z.B.

0

y —izo bz

E L 7| w. E L 7%y |-——=—
BINGR) o), /53 - 53 o1 2./53
Der Abstand berechnet sich z.B. mit E, und Punkt P,(10/5]0):

0) (10
1 . 77 7

NI " 2J53| 2453

Schnittwinkelberechnung mittels Normalenvektoren der Ebenen:
0) (0O

77

Abst(E,;P) = ~ 0,48, also ca. 48 cm.

= 2 , A= T74°.

53

Cosa =

N N O N
- O O|+—r O

4c | Die Punkte minimalen Abstands heiBen P, auf g, und P, auf g,.Den
Punkt P, erhalt man als Schnittpunkt von g, und F.Wenn man eine
Geradengleichung mit P, als Stutzpunkt und dem Normalenvektor der
parallelen Ebenen E, und E, als Richtungsvektor aufstellt, ergibt sich der
Punkt P, als Schnittpunkt zwischen dieser neuen Geraden und der Ebene

E. 3 1
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. Bewertun
Lésungsskizze g

4d | Der Dieb legt die Strecke KA mit einer Lange von
20
‘ﬁ—&‘ =|| —4,5 |[= 20,5 Metern in 2,5Sekunden zuriick und lauft damit
0
mit einer Geschwindigkeit von 8,2 Metern pro Sekunde. Der Warter lauft
die Strecke DA mit einer Lange von
4
‘ﬁ—ﬁ‘ =|| -6 | =213 ~ 7,21 Metern mit einer Geschwindigkeit von
0

2/13m

4m
S

Zeitpunkt t ~ 4,8 am Ausgang, ist also erst knapp nach dem Dieb am

Ausgang. Da der Dieb schneller ist als der Wachmann, wird er

entkommen. 4 6

4 Metern pro Sekunde, bendtigt dafur also ~1,8s. Erist zum

Verteilung der insgesamt 33 Bewertungseinheiten auf die Anforderungsbereiche | 13 | 17 | 3
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Aufgabe 5 - zum Themenbereich Wahrscheinlichkeitsrechnung / Statistik

HIV-Tests

Man geht davon aus, dass in der BRD von den ca. 40 Millionen sexuell aktiven Personen im Alter von 18 bis
60 Jahren etwa 50 000 mit HIV infiziert sind. Zum Nachweis der Krankheit dienen Untersuchungen von
Blutproben. Ist das Ergebnis des Bluttests ,HIV-infiziert*, so spricht man von einem positiven Testergebnis.

In den letzten Jahren wurde ein Test entwickelt, der zwar nicht absolut sicher ist, flir den aber immerhin
folgendes gilt:

Wird eine Person getestet, die tatsachlich infiziert ist, so ist die Wahrscheinlichkeit 99,8%, dass der Test
dann auch positiv reagiert.

Wird hingegen eine nicht infizierte Person getestet, so ist die Wahrscheinlichkeit 99% , dass der Test dann
auch negativ reagiert.

a) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine beliebig herausgegriffene Person nicht infiziert
ist und positiv getestet wird.

b) Bestatigen Sie durch Rechnung das erstaunliche Ergebnis, dass eine als positiv getestete Person nur
mit ca. 11% Wahrscheinlichkeit tatsachlich infiziert ist.

In so genannten Risikogruppen ist der Anteil der HIV-Infizierten deutlich héher als im
Bundesdurchschnitt. Bestimmen Sie fir eine Risikogruppe, bei der ein Anteil von 1% HIV-Infizierten
vorliegt, die Wahrscheinlichkeit, dass eine als positiv getestete Person tatsachlich infiziert ist.
Erlautern Sie, inwiefern die Tatsache, dass ein Patient zu einer Risikogruppe gehdrt, fir die Deutung
eines positiven Ergebnisses eine Rolle spielt.

Es gibt seit einiger Zeit ein Medikament auf dem Markt, das bei 40% der Aids-Erkrankten nach spatestens
einem Monat positiv wirkt.

c) Erlautern Sie, inwiefern man unter mathematischen Gesichtspunkten die Beobachtung von Patienten,
die das Mittel einnehmen, als binomialverteilten Zufallsversuch auffassen kann und geben Sie die
Zufallsvariable der Verteilung an.

Ein Pharma-Konzern hat ein neues Medikament entwickelt, von dem er behauptet, dass der
Krankheitsverlauf bei mehr Personen nachweisbar positiv beeinflusst wird als bei dem bisher auf dem Markt
befindlichen Medikament. In einer klinischen Studie an 100 an Aids erkrankten Personen, die das
Medikament einnehmen, soll eine Wirksamkeit (iber 40% mit einem Signifikanztest nachgewiesen werden.

d) Ermitteln Sie eine Entscheidungsregel, die angibt, wann die Hypothese Hy: ,Das neue Medikament ist
nicht besser als das alte.” auf dem 5% — Signifikanzniveau verworfen werden kann.

e) Bei Medikamenten ist es Ublich, auf dem Signifikanzniveau von 1% zu testen. Erlautern Sie die
Bedeutung, die das Signifikanzniveau und der Fehler 1. Art ( o -Fehler) in diesem Zusammenhang
haben. Nennen Sie einen Grund, der fiir ein Signifikanzniveau von 5% sprechen kann.

f)  Bei einem Signifikanztest auf dem 1% — Niveau ist der Verwerfungsbereich V fiir die Hypothese H,
V = {52,___,100} _Bestimmen Sie zu diesem Verwerfungsbereich die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler

2. Art (B -Fehler), wenn man annimmt, dass der Anteil der Patienten, bei denen das neue Mittel wirkt,

tatsachlich 43% betragt.

Erlautern Sie, warum diese Fehlerwahrscheinlichkeit so groR} ist.

Leiten Sie aus den Eigenschaften der Binomialverteilung her, wie man diesen Fehler verringern kann.
Veranschaulichen Sie Ihre Argumentationen mit Skizzen geeigneter Verteilungen.
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Erwartungshorizont und Bewertung nach Anforderungsbereichen Aufgabe 5

.. . Bewertung
Lésungsskizze

5a p(infiziert) =0,00125 ; p( nicht infiziert) =0,99875
p( nicht infizierte Person wird positiv getestet) =0,99875-0,01~1%

5b | Mit Baumdiagramm oder Vierfeldertafel und Bestimmung der entsprechenden
Pfad bzw. Feldwahrscheinlichkeiten (oder Bayes-Formel) und den Angaben zu
Testspezifitdt und Testsensitivitat ergibt sich

P(l|+)=111% (, | “ steht fur ,infiziert", ,+* flr ,positiv getestet”)
Mit p(infiziert) = 0,01 erhalt man P(l|+)~0,502 =50,2% .

Mégliche Erlauterung:

Da der Anteil der Infizierten gréfer ist, ist auch der Anteil der richtig positiv
Getesteten an den insgesamt positiv Getesteten grof3er bzw. der Anteil der falsch
positiv Getesteten an den insgesamt positiv Getesteten kleiner.

Damit ist der diagnostische Wert eines positiven Ergebnisses hoher, die
Wahrscheinlichkeit einer Erkrankung (traurigerweise) grofer 5 5 1

5¢c | Mogliche Erlauterung:
Stufen des Versuchs: 1.Patient, 2.Patient, ...

Es gibt zwei mdgliche Ausfalle auf jeder Stufe: Es wird ein Patient betrachtet, bei
dem das Mittel wirkt bzw. nicht wirkt.

Die Tatsache, dass auf einer Stufe ein Patient betrachtet wird, bei dem das Mittel
wirkt / nicht wirkt, beeinflusst die Ausfalle auf den anderen Stufen nicht,

oder

die Wahrscheinlichkeit, dass eine Person betrachtet wird, bei der das Mittel wirkt /
nicht wirkt, ist bei jedem Patienten gleich.

X: Anzahl der unter Beobachtung stehenden Patienten, bei denen das Mittel wirkt. 2 1

5d | X: Anzahl der Personen, bei denen das Mittel positiv wirkt
Xist binomialverteilt mit N =100 und p, =0,4, siehe c).
Rechtsseitiger Test, also ist das kleinste k gesucht, fiir das P(X >k) <5% gilt.

Mit Taschenrechner oder Tabelle folgt k =49, da
P(X >49)=1-P(X <48) <5%, aber P(X >48)=1-P(X <47)>5%

Entscheidungsregel: Wenn bei 49 oder mehr Patienten das Mittel Wirkung zeigt,
nehmen wir an, dass Hy ,Das neue Medikament ist nicht besser als das alte*
widerlegt ist. 2 2

5e | Der Fehler 1. Art besagt, dass man das neue Medikament nicht als besser
ansieht, obwohl das tatsachlich haufiger wirkt als das alte. Das Signifikanzniveau
legt fest, mit welcher Wahrscheinlichkeit dieser Fehler hochstens eintreten darf.
Fir 5% spricht z.B.: Im Interesse der Kranken sollte man die Gefahr, dass ein
etwas besseres Mittel nicht erkannt wird, verringern.

Interessen hinter den Argumentationen sollten deutlich werden. 1 3
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Bewertung

Lésungsskizze
I Il 1]

Sf 21 (100
P(B—Fehler) = Py ;5(X <51) = z ‘ .0,43-0,57"* =0,9564 (mit
k=0
Taschenrechner oder Tabelle).

Die Wahrscheinlichkeit fur einen Fehler 2. Art betragt bei den gegebenen
Voraussetzungen ca. 95,6% .

Die Wahrscheinlichkeit des Fehlers ist so grof3, weil p, und p, so nahe
beieinander liegen und sich die Verteilungen damit stark tiberlappen. Er kdnnte
verringert werden, indem man das Signifikanzniveau oder n vergrofert.

In der Argumentation sowie in der Skizze sollte deutlich werden:
der Zusammenhang von o und

und

dass bei binomialverteilten ZufallsgrofRen sich die Versuchsausfalle bei
wachsendem n relativ zu n gesehen zunehmend um den Erwartungswert
konzentrieren. Damit werden bei kleinerem n die Bereiche, in denen sich die

Histogramme der Verteilungen zu p, und z.B. p, Uberlappen, gréfer.

Genaue Zeichnungen wie in den folgenden Grafiken sind nicht nétig.

0081 n=100
0.06 1

0.04 1
0.021

(161.16, 0.05)

n=500
Pg P4
B=0.284 a =e.01

170 180 190 200 210 220 230 240 250
(253.16, -0.02)

Verteilung der insgesamt 33 Bewertungseinheiten auf die Anforderungsbereiche | 14 | 16 | 3
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