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Aufgabe 1 - zum Themenbereich Analysis

Bodenlampe

Die rechts abgebildete Bodenlampe des Kunstlers Simon Duff hat
die Form eines Pilzes. Sie setzt sich aus einem birnenférmigen
Lampenful und einem aufgesetzten Lampenschirm zusammen. Zu
Produktionszwecken soll die Form des Lampenful’es mathematisch
beschrieben werden.

Die Form des LampenfulRes Iasst sich ndherungsweise durch zwei
abschnittsweise definierte Funktionen f und g beschreiben.

a) Legt man fest, dass der Hochpunkt mit waagerechter Tangente in H(0/20) liegt, so lasst sich der Teil
des LampenfulRes im Bereich
—40 <x <0 mit einer
ganzrationalen Funktion f

dritten Grades beschreiben,
die einen Tiefpunkt in
T(-30/5) besitzt (alle

Angaben in cm, vgl. Abb.1).

Bestimmen Sie die Funktions-
gleichung von f .

Weisen Sie nach, dass lhre ! ! ! ! ! ! !
gefundene Funktion tatsachlich 140 435 430 <25 420 <15 <10 -5 |0 !5 10 15 20
die Bedingung des Tiefpunktes Abb.1

in x = —30 erfllt.

1 2
Zur Kontrolle: =———x —0,05x"+20
(Zu S(x) 500~ x )

(7 Punkte)

Fir die Form wurde eine Funktionsgleichung mit

I 5
xX)= ——x —ax"+20; -40<x<0
Ju(®) 900

festgelegt. Dabei wird a aus dem Intervall [0,048; 0,054] gewahlt.

b) Skizzieren Sie die Kurvenschar f, fir a= 0,048 und a = 0,052 in ihrem wesentlichen Verlauf, indem
Sie die von Ihrem Rechner dargestellten Graphen in das obere Koordinatensystem ubertragen.

Erlautern Sie in wenigen Satzen, welche Bedeutung der Parameter a flr die Form der Lampe hat.
(4 Punkte)

Die Aufgabe c) soll in Abhangigkeit von a geldst werden. Runden Sie ihre Ergebnisse auf zwei Nach-
kommastellen.

c) Bestimmen Sie die Tiefpunkte der Graphen von £, in Abhangigkeit von a .
(Zur Kontrolle: T(—600 a/—120 000 &’ +20))

Zeigen Sie, dass die Tiefpunkte auf dem Graphen einer Funktion % liegen und geben Sie die zugehorige
Funktionsgleichung an.

Skizzieren Sie den Graphen von 4 fiir x <0 in das Koordinatensystem aus Aufgabenteil a).
(8 Punkte)
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Der rechte Teil des Lampenfules hat die Form
einer Halbkugel und lasst sich durch die Kurve

g

g(x)=r’=x*, 0<x<r; reR beschreiben,
wobei hier » =20 cm betragt (vgl. Abb.2). ol B

d)

e)

1 :
. - r v T yimen

40

mit der Funktionsgleichung

30

Damit der Lampenful} stabil liegt, wird von /

der Halbkugel ein Kugelsegment | \_// - 10 e »:\\.\k

abgeschnitten (vgl. Abb.2). Dadurch entsteht 'g

eine kreisformige Auflageflache. Der Schnitt — — — — — = L et
erfolgt dabei entlang der Geraden durch den i
Punkt P(—45/45) und dem Hochpunkt H

des Ful3es (vgl. Abb.2).

Bestimmen Sie den Winkel o dieser Schnittgeraden mit der x-Achse.

(5 Punkte)

Zeigen Sie, dass der Graph der Funktion f aus Aufgabenteil a) an der Stelle x =0 ,knickfrei in den
Graphen der Funktion g Ubergeht.

Rotiert der Graph von g fir 0 < x <r um die x-Achse, entsteht eine Halbkugel.
Zeigen Sie flr beliebige Radien » der Halbkugel mit Hilfe der Volumenformel fiir das Rotationsvolumen,

2
dass sich das Volumen der Halbkugel mit V..., = gnr3 beschreiben I8sst.

Berechnen Sie fir f das gesamte Volumen des LampenfulBes. Vernachlassigen Sie dabei das

abgeschnittene Kreissegment.
(9 Punkte)
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Aufgabe 2 - zum Themenbereich Analysis

Ausbreitung der Schweinegrippe

Im Jahr 2009 breitete sich das Virus A/H1N1 weltweit aus. Es verursacht
die sogenannte Schweinegrippe. In Deutschland gab es zwei Grippe-
wellen, die kurz aufeinander folgten.

Die Schweinegrippe war meldepflichtig. Das Robert-Koch-Institut in Berlin
sammelte und verdéffentlichte die Daten zur Ausbreitung der Schweine-
grippe in Deutschland.

Fir die zweite Grippewelle wurden ab der 39. Kalenderwoche 2009
folgende Zahlen gemeldet:

Zeit tin Wochen
ab der 39. 0 1 2 3 4 5
Kalenderwoche

Anzahl der ins-
gesamt infizier- 1474 | 2344 | 3379 | 4680 | 7021 | 10358

Elektronenmikroskopisches Bild einiger : 1
Influenza-A/H1N1-Viren. ten Patienten
(Quelle: Wikipedia, 25.1.2010)

a) Ermitteln Sie eine Exponentialfunktion f mit f(t)=a-¢"’, die die Anzahl f(¢) der insgesamt

infizierten Patienten aus der Tabelle in Abhangigkeit von der Zeit ¢ (¢ in Wochen ab der
39. Kalenderwoche) modelliert.
Beurteilen Sie kurz, ob die Funktion f* ein geeignetes Modell ist, um die Entwicklung der Schweine-

grippe zu beschreiben.
Bestimmen Sie die Umkehrfunktion /' der Funktion f . Berechnen Sie f'(5000) und interpretieren
Sie diese Grée im Sachzusammenhang. (9 Punkte)

Die Anzahl der insgesamt infizierten Patienten wird fir einen langeren Zeitraum durch eine Funktion g mit

201632
141222708165

g(t)=

modelliert; sie liefert fir ¢ > 5 ,gute” Werte. Der Zeitpunkt ¢ =0 entspricht wiederum der 39. Kalenderwoche
im Jahr 2009.

b) Skizzieren Sie den Graphen der Funktion g fir ¢ €[0;20]. Bestimmen Sie g(5)und limg(¢), und
{—>0
interpretieren Sie diese GréRen im Sachzusammenhang. (7 Punkte)

c) Eine Zeitung meldete, dass ,der Héhepunkt der Schweinegrippe nun Gberschritten® sei, obwohl auch
nach diesem Zeitpunkt (wir nennen ihn ¢,) die Anzahl der insgesamt infizierten Patienten noch zunahm.
Interpretieren Sie die Zeitungsaussage im Rahmen des mathematischen Modells.

Bestimmen Sie den Zeitpunkt ¢, , auf den sich die Zeitungsaussage bezieht. Tipp: Sie dirfen die
Grafikfunktion Ihres Rechners benutzen. (5 Punkte)

' Mit ,infizierte Patienten® sind im Folgenden Patienten gemeint, die an das Robert-Koch-Institut gemeldet
wurden.
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Das Robert-Koch-Institut verdffentlichte auch die Anzahl der Todesfalle, die pro Woche neu hinzukamen. Sie
lasst sich durch eine Funktion z mit

21485.¢ %421
h(t) = 043211
(14209 ¢ 421y
beschreiben. ¢ >0 ist wiederum die Zeit in Wochen ab der 39. Kalenderwoche im Jahr 2009.
d) Zeigen Sie ohne Benutzung entsprechender Befehlstasten lhres Rechners, dass die Funktion H mit

H (1) 237,91 ine Stammfunkti h ist
~ eine ola nkKtion von ISt.
1+209 - "+ y

Berechnen Sie mit Hilfe von H das Integral Ih(t)dt , und interpretieren Sie diese Grofie im
Sachzusammenhang. ' (8 Punkte)
e) Die zeitliche Entwicklung verschiedener Epidemien kann mit einer Funktionenschar g, mit
—k*+ 6k?
k+41,29.¢%%
flir 0 <k <6 modelliert werden; dabei ist # >0 die Zeit in Wochen, und ¢, gibt die Anzahl der

insgesamt infizierten Patienten in Millionen an.
Bestimmen Sie lim g, (¢) fir beliebiges & . Erldutern Sie den Wert.
t—0

q,()=

Bestimmen Sie den Wert des Parameters k , fiir den langfristig die meisten infizierten Patienten
auftreten. Berechnen Sie die entsprechende Anzahl der langfristig infizierten Patienten. (4 Punkte)
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Aufgabe 3 - zum Themenbereich Wahrscheinlichkeitsrechnung / Statistik

Mobiltelefone

Nach den Auswertungen des Statistischen  Altersverteilung der Mobilfonnutzer
Bundesamtes vom Mai 2009 ist der Anteil

der Haushalte mit Mobiltelefon und ohne
zusatzlichen Festnetzanschluss zu dieser
Zeit noch gering. Im Folgenden sind mit
Mobilfonnutzer diese Haushalte gemeint.

Die nebenstehende Grafik zeigt, wie die 38%
Altersstruktur der Haupteinkommens-

O unter 25-jahrig
m 25-34jahrig
O 35-54 jahrig
O 55-64 jahrig

bezieher der Haushalte der Mobilfonnutzer 19% W Uber 64jahrig

zur Zeit der Erhebung ist.

a) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass bei einer zufalligen Auswahl von 25 Mobilfonnutzern
im Jahr 2009
e genau 2
e hochstens 2
der Haupteinkommensbezieher im Alter zwischen 25 und 34 Jahren sind.

Geben Sie flr die Fragestellung eine geeignete ZufallsgroRe X an und bestimmen Sie P(2< X <24).

Erlautern Sie die Bedeutung dieses Werts im Sachzusammenhang.
(6 Punkte)

b) Bestimmen Sie den Umfang einer Stichprobe der Mobilfonnutzer, so dass sich mit einer
Wahrscheinlichkeit von mindestens 99% mindestens ein Haupteinkommensbezieher darunter befindet,

der jinger ist als 25 Jahre.
(4 Punkte)

Von den Haushalten der Mobilfonnutzer im Jahr 2009 verfuigen 23% uber ein monatliches Nettoeinkommen
bis 900 Euro und drei Prozent tber mehr als 2600 Euro, 35% der Mobilfonnutzer sind junger als 25 Jahre

(obige Grafik). Ein Journalist behauptet, dass 25,9 % (p =0,35-0,74 = 0,259) der Mobilfonnutzer unter
25 sind und ein Einkommen zwischen 900€ und 2600€ beziehen.

c) Erlautern Sie die Rechnung des Journalisten und begriinden Sie, weshalb die Behauptung vermutlich

eine falsche statistische Aussage ist.
(4 Punkte)

Ein Fertigungsbetrieb fiir Mobiltelefone bezieht Displays von mehreren Herstellern, die eine Qualitat
garantieren, bei der ca. 20% defekt sind. Da in letzter Zeit bei der Endkontrolle sehr viele fehlerhafte
Displays festgestellt werden, vermutet man, dass minderwertigere Ware geliefert wurde. Aus diesem Grund
sollen aus der Lieferung 300 Stiick enthommen und getestet werden.

d) Bestimmen Sie fiir ein Signifikanzniveau von 5% die Anzahl, ab der entschieden wird, dass es sich bei

dieser Lieferung um minderwertigere Displays handelt.
(8 Punkte)

Bei der Endkontrolle der taglichen Produktionsmenge von 1500 Stiick wird festgestellt, dass weiterhin 20 %
der Displays mangelhaft sind. Als neue MaRnahme sollen nun alle Displays vor dem Einbau auf ihre
Funktionsfahigkeit gepriift werden. Ein geeignetes Prifgerat erkennt defekte Displays mit einer
Wahrscheinlichkeit von 95% als solche, zeigt jedoch auch mit einer Wahrscheinlichkeit von 3% einwandfreie
Displays als fehlerhaft an.

e) Erstellen Sie ein vollstdndiges Baumdiagramm und bestimmen Sie damit die Wahrscheinlichkeit, dass ein
Display nicht defekt ist und trotzdem vom Prifgerat als fehlerhaft angezeigt und deshalb repariert wird.

(5 Punkte)
f)  Die Reparatur eines Displays nach der Endfertigung kostet 4,50 €. Bestimmen Sie die zu erwartende
tagliche Kostenersparnis durch die vorgezogene Kontrolle, wenn die Reparatur eines Displays vor dem

Einbau 2 € kostet.
(6 Punkte)
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Aufgabe 4 - zum Themenbereich Lineare Algebra

Vergleich zweier Hornchenarten

Forscher haben eingehend die Lebensgewohnheiten von
Grauhornchen und Eichhdérnchen in europaischen Waldern untersucht.
Dazu wurden alle zwei Jahre die Bestéande der beiden Arten erfasst.
Die Tiere werden im Schnitt etwa vier Jahre alt, daher werden sie
vereinfachend in nur zwei Altersklassen von je zwei Jahren aufgeteilt:
Jungtiere (J ) und Alttiere ( A4).

Die Entwicklung einer der beiden Tierarten Iasst sich ndherungsweise mit Hilfe der Populationsmatrix M ,
die der anderen mit der Matrix N mit entsprechenden Geburten- und Uberlebensraten modellieren. Mit Hilfe
von Matrix-Vektor-Multiplikationen kann man die Populationsentwicklung nach weiteren Zeiteinheiten von
jeweils zwei Jahren néherungsweise berechnen.

0,75 0,50 0,80 0,75 o (J
M = und N = mit v = .
0,50 0 0,64 0 A

a) Beschreiben Sie die Unterschiede und Gemeinsamkeiten der Entwicklungen beider Tierarten, soweit sie
aus den Matrizen hervorgehen.
Die Sterblichkeit der Eichhérnchen wird im Jugendalter von einer oft tédlich verlaufenden
Pockenkrankheit gepragt; die Grauhérnchen sind resistent gegen diese Krankheit. Begriinden Sie ohne
Rechnung, welche Matrix zu den Eichhdrnchen gehort. (4 Punkte)

b) Gehen wir davon aus, dass es zu Beginn der Bestandserfassung jeweils 50 Jungtiere und 100 Alttiere
bei beiden Hornchenarten gibt.
Fur die Population mit der Matrix M ergeben sich daraus fir die sechs weiteren Zeiteinheiten folgende
Verteilungen:

_ (88) _ 78\ _ (80) _ (80) _ (80) _ (80
v, & 3V, ® VR sV R 3 Vs & 3 Ve ™ :
25 44 39 40 40 40

Berechnen Sie nun fur die Art mit der Matrix N , welche Entwicklungen sich in den nachsten sechs
Zeiteinheiten nach der Modellbildung mit Hilfe der Matrix ergeben. Rechnen Sie mit der
Rechnergenauigkeit und runden Sie die Anzahlen der Tiere in den Altersklassen jeweils auf ganze
Zahlen.

Stellen Sie Vermutungen - unter Verwendung der Fachsprache - zur langfristigen Entwicklung beider
Tierarten auf und erldutern und begriinden Sie diese. Gehen Sie dabei sowohl auf die Zu- oder
Abnahmen der Gesamtpopulationen als auch auf die Verteilung der Tiere auf die Altersklassen in

absoluten Zahlen und prozentualen Anteilen ein.
(9 Punkte)
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Der Aufgabenteil c) und ein Grol¥teil des Aufgabenteils d) bezieht sich auf die Matrix N .

c)

d)

Erlautern Sie die Bedeutung der Gleichung N *v =k -v, v # 0, unter Verwendung der Begriffe
.Eigenwert* und ,Eigenvektor®.
Das charakteristische Polynom von N kann in der Form p(x)=x" —0,8x —0,48 dargestellt werden.

Berechnen Sie mit Hilfe dieses Polynoms die Eigenwerte &, und &, (k >1, |k2| <1) der Matrix N .

Erlautern Sie die Bedeutung des Eigenwerts £, fir die Populationsentwicklung.

15
Bestatigen Sie ohne Verwendung der Rechnerfunktionen zu Eigenvektoren, dass \781 =( g J und

<

€

= (_8 j Eigenvektoren zu den unterschiedlichen Eigenwerten darstellen.

Zeigen Sie, dass die beiden Vektoren linear unabhangig sind. (8 Punkte)

Mit den folgenden Uberlegungen sollen Sie nachweisen, dass k, , der Eigenwert gréfer eins, die
Populationsentwicklung auf die Dauer bestimmt.

50
Stellen Sie zunéchst die gegebene Anfangsverteilung v, = (IOOJ als Linearkombination der linear

15 -5
unabhéngigen Eigenvektoren v, =( 8) und v, =[ g ] dar.
(Zur Kontrolle: »=5,625 und s =6,875 sind die Skalare in der Linearkombination.)

Untersuchen und erlautern Sie die langfristige Entwicklung der zu N gehoérenden Population, indem Sie
den Ansatz

= n = n 15 _5 n 15 n _5
VnZN *VOZN *(r- +5- )=r-N"=* +s5-N"=* =...

8 8 8 8
weiterfuhren.

Berechnen Sie ohne Verwendung von N die Verteilung v, .

Fur die Population mit der Matrix M lasst sich die langfristige Entwicklung mit Hilfe von Eigenwerten
und -vektoren folgendermalfien beschreiben:

2 1
v, =40-1" [J +(=30)-(-0,25)" L 2]. (Leiten Sie diese Darstellung nicht her.)

Bestimmen Sie limv, und erldutern Sie die Bedeutung des Grenzwertes fiir die zu M gehdrende

n—0

Population. (12 Punkte)
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Aufgabe 5 - zum Themenbereich Analytische Geometrie
Fische

In Anlehnung an den Animationsfilm ,Findet Nemo* beobachten wir die Fische Dori und Marlin bei ihren
Abenteuern. Alle Positionsangaben in 100 Metern. O bezeichnet den Koordinatenursprung an der
Oberflache des Wassers.

1
a) Dori bewegt sich von ihrem Startpunkt S(—1|—2|—1) in Richtung des Vektors v=| 2
-1
Berechnen Sie OP=0S +¢-v mit ¢=3 und veranschaulichen Sie die Vektorgleichung, in dem Sie die
Punkte S und P, die Ortsvektoren OS und OP und den Vektor 3-v vom Punkt S in das
Koordinatensystem (nachste Seite) einzeichnen.
Dori bewegt sich vom Startpunkt nahezu konstant pro Minute um den Vektor V.

Interpretieren Sie das Ergebnis OP fiir den Fall, dass die Koordinaten von v in 100 Metern pro Minute
gegeben sind und die Zeit ¢ in Minuten angegeben wird.

Geben Sie eine Gleichung der Geraden g an, welche den Weg von Dori beschreibt.

Die Taucherbrille mit einem Hinweis auf den Aufenthaltsort von Nemo liegt auf dem Meeresboden in
einer Tiefe von 700 Metern. Dori schwimmt zur Brille und bewegt sich entlang der Geraden g .

Bestimmen Sie den Punkt 7', in dem Dori den Meeresboden erreicht. (8 Punkte)
5 -2
b) Der Hai Bruce schwimmt entlang der Geraden h:x=|1|+t-| 5 | und siehtin Dori seinen leckeren
a —4
Hai-Happen.

Bestimmen Sie a so, dass sich die Geraden % und g, auf denen sich Bruce und Dori bewegen, treffen.
Geben Sie den Treffpunkt an. (6 Punkte)

¢) In der dunklen Tiefe lauert im Punkt W(5|8|—6) der Raubfisch Wayne, der seine Umgebung mit einer
Lampe ausleuchtet. Die Lampe macht Objekte in ca. 100 Meter Entfernung fiir ihn gerade noch sichtbar.
Dori befindet sich im Punkt D(4,5[9]-6,5) .

Entscheiden Sie, ob Wayne Dori sehen kann.

Wayne schwimmt vom Punkt ¥ in die Richtung des Punktes D.
Berechnen Sie den Winkel, mit dem Wayne Doris Schwimmrichtung v (siehe a)) trifft.

Dori sieht Wayne und will ihre Schwimmrichtung senkrecht zu ihrer bisherigen

Schwimmrichtung v andern.
Bestimmen Sie, zur Unterstlitzung von Dori, eine Koordinatengleichung der Ebene, welche den Punkt D

enthalt und in der alle Vektoren liegen, die orthogonal zum Vektor v sind. (8 Punkte)

d) Die Front einer gefahrlichen Quallenkolonie gleicht einer Wand und kann als Ausschnitt einer Ebene E
mit der Koordinatengleichung E:2x, + x, =13 beschrieben werden.

1 2
Dori bewegt sich entlang der Geraden % : x=| 2 |+7:| 4 | und achtet nicht auf ihren Weg.
-3 -2
Ermitteln Sie den Punkt O, in dem Dori auf die Ebene E ftrifft. (5 Punkte)
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e) Marlin befindet sich im Punkt M(3|7|m) und hat zur Ebene E (siehe d)) einen Sicherheitsabstand von
200 Metern.

Bestimmen Sie die fehlende Koordinate m . (Beachten Sie, dass Marlin nicht fliegen kann.) (6 Punkte)

Material zur Aufgabe Fische
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Die Senatorin Freie
fiir Bildung und Wissenschaft 080 Hansestadt

Bremen

Schriftliche Abiturpriifung

Leistungskurs Mathematik (GTR)

Dienstag, 5. April 2011, 9.00 Uhr

Unterlagen fiir Referenten und Korreferenten

- Diese Unterlagen sind nicht fiir Schiilerinnen und Schiiler bestimmt -

Diese Unterlagen enthalten ...

Allgemeines,

die Bewertung der Prifungsleistung und Losungsskizzen zu den Aufgaben,

keine Aufgabenstellungen — lhre Exemplare entnehmen Sie bitte den Schileraufgaben — ,
einen Protokollbogen zur Auswahl der Aufgaben flr die Prifungsakten Ihrer Schule,
einen Rickmeldebogen flr die Zentralabiturkommission zur Auswahl der Aufgaben.

Allgemeines

Prifen Sie die Prifungsaufgaben vor der Aushandigung an die Schilerinnen und Schiiler
auf ihre Vollstandigkeit und formale und inhaltliche Korrektheit und ergénzen Sie sie gege-
benenfalls. Bei nicht ausreichender Anzahl erstellen Sie entsprechende Kopien vor Ort. Bei
einem schwerwiegenden inhaltlichen Fehler informieren Sie sofort die Senatorin fir Bildung
und Wissenschaft Uber die Hotline (0421 361 6209 oder 10595) von 7.00 bis 9.30. Die von
der Senatorin fir Bildung und Wissenschaft vorgenommene Korrektur gibt die Schule sofort
an die fur die schriftliche Priifung zustandige Lehrkraft weiter.

Wahlen Sie gemeinsam mit lhrer Korreferentin / lhrem Korreferenten aus den fiinf vorgelegten
Aufgaben drei zur Bearbeitung aus. Die Aufgaben kommen aus mindestens zwei verschiedenen
Themenbereichen, mindestens eine der Aufgaben ist aus dem Themenbereich Analysis. Kommt
es zu keiner Einigung, bestimmt die/der Vorsitzende des Fachprifungsausschusses die Auswahl
der Aufgaben (§ 10 Abs. 2 Nr. 1 AP-V). Protokollieren Sie auf dem beigefligten Protokollformular,
welche Aufgaben Sie gewahlt haben (Priferin/Priifer und Korreferentin/Korreferent und ggf. auch
die/der Vorsitzende des Fachprufungsausschusses unterschreiben das Protokoll).

Fullen Sie bitte flr die Zentralabiturkommission Mathematik den beigefiigten Rickmelde-
bogen zur Auswahl der Aufgaben aus und schicken ihn an die dort genannte Adresse.
Fragen Sie vor Verteilung der Aufgaben nach der Arbeitsfahigkeit der Schilerinnen und Schu-
ler und weisen Sie diese auf die Regelungen des § 5 AP-V (Tauschung und Behinderung) hin.
Machen Sie die Schilerinnen und Schiler auf die Arbeitshinweise aufmerksam, die am An-
fang ihrer Unterlagen flr die Prifung stehen. Geben Sie ihnen ggf. die nétigen Angaben
zur Schulnummer sowie zur genauen Kursbezeichnung.

Die Bearbeitungszeit betragt 240 Minuten.

Erlaubte Hilfsmittel: Grafikfahiger Taschenrechner (GTR), dessen Betriebsfahigkeit die Schii-
lerin / der Schiler gewahrleistet, Formelsammlung, Zeichengerat, Rechtschreiblexikon.
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Freie Hansestadt Bremen

Die Senatorin fur Bildung und Wissenschaft

Schriftliche Abiturprifung 2011

Die Bewertung der Prifungsleistung

Lehrermaterialien Leistungskurs Mathematik

Die Ldsungsskizze stellt eine Losungsvariante dar; andere gleichwertige Losungen sind entspre-

chend zu bewerten. Die Bewertungsanteile pro Teilaufgabe sind obligatorisch.

Fir die Festlegung der Gesamtleistung werden den erzielten Bewertungseinheiten die entspre-
chenden Notenstufen gemaf folgender Tabelle zugeordnet.

MAT-LK-GTR-H-L

Bewertunds: | KMK Punkte
0 bis 19,5 00
20 bis 265 01
27 bis 335 02
34 bis 39,5 03
40 bis 445 04
45 bis 49 05
495 bis 54 06
545 bis 59 07
595 bis 64 08
645 bis 69 09
69,5 bis 74 10
745 bis 79 11
795 bis 84 12
845 bis 89 13
895 bis 94 14
945 bis 99 15
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Aufgabe 1 Erwartungshorizont und Bewertung nach Anforderungsbereichen

Bewertung

Losungsskizze
I ] ]|

a) | f(x) =ax’ +bx* +ex+d
f'(x)= 3ax* +2bx +c

Aus dem Text ergibt sich:

f(=30)=5
/'30)=0
/'(0)=0
f(0)=20
Damit bleibt das folgende lineare Gleichungssystem:
__
~27000a +900b—30c+d =5 4= 75900
2700a-60b+c=0 ol b= 1
c=0 20
d=20 c= 0
(- = 20 -

Zur Uberpriifung, ob die gefundene Funktion tatsichlich die Bedingung des Tief-
punktes erfillt, ist moglich:

[ _ 1 Z_L
S = 3000 107

) 1 1

X) =———Xx——
/1) 150" 10

f'(-30)=0 und f"(-30)= 0,1 > 0

Bei obiger Funktionsgleichung liegt an der Stelle x = —30 ein Tiefpunkt. 7

10

40 -5 0

Mit abnehmendem a wird der Radius des engsten Punktes des Lampenfulles gro-
Rer. Das Volumen des Lampenfuldes nimmt mit abnehmendem a zu. 2 2
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c) | Bestimmung des Tiefpunktes:

fl(x)= —ﬁxz —2ax

2
1/ - __- _2
JiX)= =55 x—2a

mit f'(x)=0 ergibt sich x, =0; x, = —600a
Uberprifung der méglichen Tiefpunkte liefert x, =—600a und somit

T(=600 a/—-120 000 o’ +20) .
Bestimmung der Ortskurve:

Mit a = —Lx ergibt sich
600
I 1 2 )
h(x)= —x —| ——x [x"+20= x +20
900 600 1800
Skizze der Ortskurve: vgl. Skizze Lésung Aufgabenteil b). 3 5

d) | Da der Hochpunkt in H(0/20) liegt, kann man die Steigung der Schnittgraden mit-
hilfe von P bestimmen. Damit:

- 20-45 5

0+45 9

Damit ergibt sich fir den Schnittwinkel mit der x -Achse:

‘arctan(m)‘ =29,05°

e) | Furden knickfreien® Ubergang ist zu zeigen:

X

(0)=g(0) und £'(0)=g'(0) mit g'(x)=~———
\NFr —X

Bestimmung des Volumens der Halbkugel Uber die Rotation des Viertelkreises um
die x-Achse:

r

Viaibiuger =T J‘(g(x))2 dx=m I(\/rz -x*)Y dx=n J‘(r2 -x*)dx=m [rzx —%xﬂ
0 0 0

=T [r3—lr3 —0}= gn P
3 3

0
2 .
Viampenis = T | (Fy05 (X))’ dx+ r ~ 18 918,26 +16 755,16 = 35 673,42 mit

—40

0

r= 20cm.

Das Volumen des LampenfuRes betragt ungefahr 35 673 cm®. 7 2

Verteilung der insgesamt 33 Bewertungseinheiten auf die Anforderungsbereiche | 13 | 17 | 3
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Aufgabe 2 Erwartungshorizont und Bewertung nach Anforderungsbereichen

Bewertun
Losungsskizze g

a) | Mit dem GTR erhlt man beispielsweise f(f) ~1531,9-1,465' ~1531,9-¢"**  in-

dem man die Daten in eine Liste eintragt und eine exponentielle Regression durch-
fuhrt. (Andere Losungswege sind moglich.) Das Modell beschreibt die anfangliche
Entwicklung der Schweinegrippe sehr gut, ist aber fir die langfristige Vorhersage

nicht brauchbar, da lim f(¢) =c und die Anzahl der insgesamt infizierten Patienten
t—0
nicht unbegrenzt wachsen kann. Umkehrfunktion: ' (x)=2,618-In(x)—-19,20.

Entsprechend ist £'(5000) ~3,1, d. h. es haben gemaR den Meldungen nach ca.
3,1 Wochen 5000 Patienten die Schweinegrippe. 4 5

Esist g(5)=9330,8 und
limg(z)=201632:
t—0

Nach dem Modell waren
zur Zeit t =5 (am Ende
der 5. Woche, 44. Kalen-
derwoche 2009) ungefahr
9331 Patienten infiziert.
Langfristig gibt es ca.
201632 infizierte Patien-

ten.

b) 20000019(t)
180000 1
160000 1
140000 1

120000 1

100000 1 Wendepunkt

80000 1
60000 1

40000 1

20000 Wendestelle (fur Aufgabe c))
_ 0 i - i i i i i i t !n Woghen
-2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 4 3

c) | Mit der Zeitungsaussage ist gemeint, dass die Anzahl der als neu infiziert gemelde-
ten Patienten (pro Woche) ihr Maximum Gberschritten hat. Im Modell tritt diese ma-

ximale Anzahl an neu Infizierten pro Woche an der Wendestelle ¢, auf. Die Wende-
stelle kann mit dem GTR/CAS bestimmt werden. (Zum Beispiel Zeichnen von g(¢) ;
Zeichnen von g’(¢) mit der nDERIV-Funktion; Bestimmung des Maximums von g’

oder Bestimmung des Zeitpunkts durch die notwendige Bedingung g"(¢) =0.) Alter-

nativ kann die Wendestelle Uber die Eigenschaft berechnet werden, dass der Funk-
tionswert dort gleich der Halfte des Grenzwerts der Funktion ist. Die Wendestelle

liegt bei ¢, ~8,71. 1 3 1
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d)

Ableiten von H mit Kettenregel und / oder Quotientenregel ergibt

1
(1+209- 2

H'(t)=237,91-| — .(_0,4321 .209. e—0,4321¢)

—0,4321¢
21485 o
(1+209-¢042)’

Das uneigentliche Integral berechnet sich zu

Th(t)dz = lim 'Th(t)dt = lim (H(T)-H(0))

( 237,91 237,91

o0 142097 210
Das Integral ergibt die Anzahl der Todesfalle, die nach dem Modell vom Zeitpunkt
t =0 an insgesamt auftreten. Es handelt sich um ca. 237 Todesfalle.

jz 237,91-1,13 = 236,78.

Der Grenzwert lim g, (¢) entspricht der Sattigungsgrenze S(k), d. h. der Anzahl der
t—0

langfristig infizierten Patienten in Abhangigkeit von & . Die Sattigungsgrenze ist
—k3+ 6k

durch S(k) :T =—k?+ 6k gegeben. Dies ist eine nach unten gedffnete

Parabel mit Scheitelpunkt an der Stelle £ =3, d. h. die meisten infizierten Patienten

treten flr k£ =3 auf. (Bestimmung der Stelle ggf. auch mit Hilfe der Differenzialrech-

nung.) Es ist S(3) =9 : Die Anzahl der langfristig infizierten Patienten betragt nach

dem Modell maximal 9 Millionen.

Verteilung der insgesamt 33 Bewertungseinheiten auf die Anforderungsbereiche

13 [ 17 | 3
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Aufgabe 3 Erwartungshorizont und Bewertung nach Anforderungsbereichen
.. . Bewertun
Losungsskizze 9
| | ]}
a) | Aufgrund der zufalligen Auswahl kann
X : Anzahl der Hauhalte unter den 25 ausgewabhlten, bei denen der Haupteinkom-
mensbezieher zwischen 25 und 34 Jahren ist, die ausschlief3lich Mobiltelefone nut-
zen;
als binomialverteilt mit p =0,19; n=25 angesehen werden.
P(X =2)~0,0851
PX<2)=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)=0,1204
P(2< X <24)=1-[P(X <1)+ P(X =25)]~0,9646
Der Wert von P(2 < X <24) gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass man bei 25 be-
fragten Haushalten mit ausschlief3licher Mobiltelefonnutzung im Jahr 2009
2, 3, ... oder 24 findet, bei denen der Haupteinkommensbezieher zwischen 25 und
34 Jahre alt ist.
4 2
b) | X : Anzahl der Mobilfonnutzer unter 25 Jahren von n zufallig befragten Mobilfon-
nutzern ist mit p = 0,35 binomialverteilt. P(X =k)=0,65" <0,0l=n>11
(Sowohl Probierldsungen als auch exakte Lésungen sind zulassig.)
Es mlssen mindestens 11 Haushalte befragt werden, damit die Wahrscheinlichkeit,
dass mindestens ein Haupteinkommensbezieher junger als 25 Jahre ist, groRer als
99% ist .
1 3
c) | Berechnet wurde die Wahrscheinlichkeit, dass ein Haupteinkommensbezieher jin-
ger als 25 Jahre ist und der Haushalt Gber ein monatliches Einkommen zwischen
900€ und 2600€ verfugt.
Es wird angenommen, dass die Einkommensverhaltnisse der Haushalte mit Mobil-
fonnutzung unabhangig vom Alter des Haupteinkommensbezieher sind. Die An-
nahme ist falsch, in der Regel ist die Einkommensverteilung vom Alter abhangig. 2 1 1
d) 20 . :
Do = 100 fur die Hypothese £, dass es sich um normale Ware handelt. Das Sig-
nifikanzniveau ist auf 5% festgelegt.
X, : Anzahl der defekten Displays bei einer Stichprobe von n =300
kann als binomialverteilt mit p, = 0,2 angesehen werden.
#=300-0,2=60
0 =4+/300-0,2-0,8 6,93>3
deswegen ist z = — naherungsweise normalverteilt.
o
Rechtsseitige Hypothese, deshalb ergibt sich 60+1,64-6,93 =~ 71,37
Bei 72 oder mehr defekten Displays wird mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von
5% die Ware als minderwertig angenommen.
Bei Verwendung der Binomialverteilung ergibt sich: Bei 73 oder mehr ....... 3 4 1
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e)

Eigenschaft Erkennung
Display durch Prifgerat

als einwandfrei angezeigt

als fehlerhaft angezeigt

als fehlerhaft angezeigt

nicht
defekt
D

als einwandfrei angezeigt

P(EmE):P(E)-P(E\E):O,S-o,m =0,024

f)

Y . : Kosten der zu reparierenden Displays ohne eine Priifung vor dem Einbau,
der Erwartungswert dafir betragt: E(Yop) =0,2-4,50€=0,90€ pro Stiick.

Y . : Kosten der zu reparierenden Displays mit einer Priifung vor dem Einbau,
der Erwartungswert daflir betragt:

E(Ymp) =0,8-0,03-2,00€+0,2-0,95-2,00€ +0,2-0,05-4,50€=0,473€.
Die zu erwartende tagliche Kostenersparnis durch eine Prifung vor dem Einbau

betragt also: E (Y, ) =1500(0,90€ — 0,473 €) = 640,50 €

Verteilung der insgesamt 33 Bewertungseinheiten auf die Anforderungsbereiche
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Aufgabe 4 Erwartungshorizont und Bewertung nach Anforderungsbereichen

Bewertung

Losungsskizze
I ] ]|

a) | Die Art, die zur Matrix N gehort, hat — alles bezogen auf eine Zeiteinheit von zwei
Jahren — im Vergleich zu der zur Matrix M gehdrenden Art sowohl héhere Gebur-
tenraten, 5 Prozentpunkte bei den Jungtieren, 25 Prozentpunkte bei den Alttieren,
als auch eine héhere Uberlebensrate von der Altersklasse der Jungtiere zur Alters-
klasse der Alttiere, und zwar ist sie um 14 Prozentpunkte héher als diejenige der
Population zur Matrix M .

Gemeinsam ist beiden Populationen, dass kein Alttier Gberlebt.

Da die Sterblichkeit bei der Hérnchenart, die zur Matrix M gehort, mit 50% um 14
Prozentpunkte grofer ist als die der zu N gehoérenden Population, handelt es sich
bei dieser Matrix um die Populationsmatrix der Eichhérnchen, die im Jugendalter

von der oft tddlich verlaufenden Pockenkrankheit betroffen ist. 2 2

50
Fir die Anfangspopulation v, = (100} ergeben sich mit der Matrix N mittels Matrix-

Vektor-Multplikation v,,, = N *v,, i=0,1,2,3,4,5 folgende Verteilungen:
_ (115,00 115) . (116,00 116) _ 148 N 148
vl:[32,00j (32]’ E [73,60] (74}’ " {74,24}(74)’

_ (174,08) (174) . (210,30) (210} _ ( 251,80 252
v“:[94,72j [95 j R [111,41j [111} h [134 595} [135]

Bei den Vermutungen sollte im Wesentlichen zum Ausdruck kommen:

e die zur Matrix M gehoérende Art nahert sich recht schnell einer stationaren
Verteilung von 80 Jungtieren und 40 Alttieren,
die beiden Altersklassen stehen im Verhaltnis von 2:1 (ca. 67% Jungtiere,
ca.33% Alttiere)
die Matrix M hat vermutlich den dominanten Eigenwert 1.

e Die andere Art mit der Matrix N wachst von Zeiteinheit zu Zeiteinheit in
beiden Altersstufen an,
in der 6. Zeiteinheit in beiden Altersklassen und damit auch in der Ge-

251 1
samtpopulation um etwa 20% , da 2—f0~1 2 (b ZW. 13?~1 2] und somit

251 +134 385

210 +111 321
Es handelt sich bei dem Faktor 1,2 vermutlich um den dominanten Eigen-
wert der Matrix N .

Langfristig verbleiben die Generationen etwa in einer prozentualen Vertei-
lung von ca. 65% Jungtieren und ca. 35% Alttieren.

&
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C) | Die Gleichung driickt aus, dass ein Folgevektor von v # 0 , den man durch Multipli-
kation von v mit der Matrix N erhalt, ein Vielfaches von v ist. Ein solcher Vektor

v #0 heikt Eigenvektor zum Eigenwert £ von N .

Das charakteristische Polynom hat die Nullstellen x, =1,2; x, =-0,4, das sind die
Eigenwerte k, =1,2>1; k, =-0,4 mit |k2| :|—0,4| =0,4 <1der Matrix N .
Der (dominante) Eigenwert &, =1,2 ist der Wachstumsfaktor der Population, die

damit langfristig ungebremst um 20% pro Zeiteinheit zunimmt bei gleicher prozentu-
aler Verteilung auf die Altersklassen.

15
v =( o J ist Eigenvektor zu &, =1,2, da
15 0,80 0,75) (15 12+6 18 15 15
N = = * = = =12- =k - und
8 0,64 0 8 9,6+0 9,6 8 8
e - .
Ve, =[ g ] ist Eigenvektor zu k, =-0,4, da gilt
-5 0,80 0,75) (-5 —44+6 2 -5 -5
N * = * = = = —0,4 . = k2 .
8 0,64 0 8 -3,2+0 -3,2 8 8
- 15 - =5) —
v, :[ ) und v, :[ g J sind linear unabhangig, da z.B. aus dem Ansatz

4

8#-3-8=-24.

-5
t‘( g ] sich kein eindeutiges ¢ ergibt. Aus 15=—-5¢ folgt t =-3 , aber
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d)

Fur die reellen Skalare » und s in der Linearkombination

100 8

linearen Gleichungssystems etwa mit dem rref - Befehls des Rechners » =5,625
und s =6,875.

- . 15 -5 15 -5
Aus dem Ansatz v, =N”-v0=N”(r-(8J+s-( g J):r-N"-(8j+s-N”-[ 8]

ergibt sich unter Ausnutzung der Eigenwerte, die die Matrix N bei der Matrix-
Vektor-Multiplikation mit ihren Eigenvektoren ersetzen kénnen, und durch Einsetzen

50 15 -5
A :[ J:r( }LS( g ] ergeben sich lber das Lésen des entsprechenden

15 -5
von 7=5,625 und s=6,875: v =5,625-1,2" [ 8J+6,875-(—0,4)” ( g ]

Da der 2. Summand fur n — o gegen den Nullvektor strebt, verhalt sich die Popula-
84,375
45
Population in jeder Zeiteinheit um 20% vergréRern mit einer prozentualen Auftei-

15
tion flir grofte n wie 1,2" -5,625-{ g ] =1,2" ( j d.h. langfristig wird sich die

1 (15 65,2% . . .
lung — g ~ 34.8% | Das bedeutet, dass &, =1,2 die Populationsentwicklung
, 070

auf die Dauer bestimmt.

Fir n=6 erhalt man:

- o 84,375 o —34,375 o 84,375 -0,141 251,80

Ve =12 +(-0,4) ~1,2 + ~ .
45 55 45 0,225 134,59

Zur langfristigen Entwicklung der Population mit der Matrix M :

limv =1im(40-1" 2 +(=30)-(-0,25)" ! )=1im(40-1" 2 ) 80 da
imv =1im(40-1"- -30)- (-0, . =1im(40-1" - = ,
noo " now 1 -2 n—o0 1 40

1 0
lim((-30)-(-0,25)" ( 2)) = [OJ ist. Das bedeutet, dass die zur Matrix M geho-

rende Population eine stationare Verteilung mit 80 Jungtieren und 40 Alttieren hat,
gegen die der Bestand auch konvergiert.

Verteilung der insgesamt 33 Bewertungseinheiten auf die Anforderungsbereiche
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Aufgabe 5 Erwartungshorizont und Bewertung nach Anforderungsbereichen
.. . Bewertun
Losungsskizze g
| | m
a) -1 1 2
OP=|-2|+3-| 2 |=| 4
-1 -1 —4
X3
—~
4 -}(2
OP ist der Ortsvektor zum Punkt P(2|4|—4), den Dori nach drei Minuten erreicht.
-1 1
g:;c= 2 |+r-| 2
-1 -1
X, -1 1
Aus der Gleichung | x, |=| =2 |+7-| 2 | ergibt sich fur » =6 und damit der Punkt
-7 -1 -1
T(5[10[-7).
5 3
b) -1 1 5 -2
Der Ansatz | -2 |+r-| 2 |=| 1 |+¢-| 5 | fUhrt zu den Gleichungen =4 und ¢ =1
-1 -1 a —4
und 6¢ =7+ a . Eine eindeutige Losung ergibt sich mit a =—1.
Daraus folgt » =4 und ¢ =1 und der Treffpunkt B(3|6|—5)
1 4 1
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c)

‘%‘ = \/(—0,5)2 +1* +(=0,5)* ~1,22 . Der Abstand zwischen Dori und Wayne betréagt
ungefahr 122 Meter, d.h. Wayne sieht Dori nicht.

-0,5
0.5 1 |* 2
I -0,5) | -1 2 2
WD=| 1 |und cos(a)= = =—; a=4¥
-0,5) |( 1 1,546 3
-0,5
1 |- 2
-0,5 -1

X, 4,5 1
x |- 9 | 2 |=0 ist eine Normalenform der Gleichung der Ebene.
X, —6,5 -1

Damit ergibt sich die Koordinatengleichung der Ebene: x, +2x, —x, =29

1 2 x, =1+2r
Die Gleichung x=| 2 |+7-| 4 | entspricht dem LGS X, =2+4r .
-3 -2 x,=-3-2r
Setzt man x,, x, und x; in die Koordinatengleichung der Ebene £ ein, so erhalt man

r=2 und es ergibt sich der Punkt O(5[107), in dem Dori auf die Ebene £ trifft.

Eine mégliche Lésung:

- 2 -1
Mit ‘n‘ :\/g ist m =0 die Koordinatendarstellung der HESSE "'schen Nor-

J5

malenform.

Dann gilt fiir den Abstand d des Punktes M von der Ebene E :

d:|2'7+’5”_13|=2 |1+m|—2©m+l=2vm+1=—2<:>mz3,47vmz—5,47

NG NG N NG

Der Punkt M mit m = 3,47 liegt oberhalb der Wasseroberflache, also muss
m=~-5,47 sein.

Verteilung der insgesamt 33 Bewertungseinheiten auf die Anforderungsbereiche
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