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Aufgabe 1 - zum Themenbereich Analysis
Balance

Stefan Heiliger ist ein bekannter Produktdesigner fiir
Relax-Sessel, Sitzmdbel und Liegen. Er hat sowohl
bei dem beriihmten Designer Wilhelm Wagenfeld als
auch im Automobil-Design bei Daimler—Benz
gearbeitet. Formen, die er fiir seine Sessel benutzt,
kénnen an Sportwagen-Kurven oder an
mathematische Kurven erinnern.

Einer seiner Sessel, den es in unterschiedlichen

Ausflhrungen gibt, heif3t ,Balance®. Ein Modell sieht man im Bild oben." Es besteht aus einem Metallgestell,
einer Liegeflache und einem Kopfteil. Fur die Aufgabenteile a) bis ¢) wird davon ausgegangen, dass sich der
Sessel im Gleichgewichtszustand wie oben abgebildet befindet.

Die untere Linie des Metallgestells kann ndherungsweise 41y 1dm)

mit Hilfe von drei Funktionen f, g und % beschrieben <
werden. Man legt den Ursprung des Koordinatensystems ‘f\ 2 "

in den tiefsten Punkt des Gestells (siehe Skizze rechts). RN

Die Achsen werden in Einheiten unterteilt, die einem TS x_[dm]
Dezimeter entsprechen. 6 -4 -2 E 2 4 6 8 10

a) Das Gestell kann im Bereich 0 <x <9 durch eine Funktion g beschrieben werden. Diese hat in P(O|0)
eine waagerechte Tangente und fir positive x-Werte ihren héchsten Punkt 8 dm weiter rechts mit der
Hohe 3,2 dm.

Bestimmen Sie die Funktionsgleichung fiir die Funktion g .

Weisen Sie nach, dass mit Ihrer gefundenen Lésung an der gewiinschten Stelle tatsachlich ein
Hochpunkt liegt.

(Zur Kontrolle: g(x)=-0,0125x" +0,15x" )
(8 Punkte)

b) Die Funktion £ mit f(x)=-0,0073x" +0,0478x" beschreibt den linken Teil des Gestells im Bereich
—5,7<x<0. Die beiden Funktionen f und g sollen knickfrei aneinander anschlielen.
Zeigen Sie, dass dies zutrifft.
Auf dem Bild des Sessels sieht man, dass die linke Seite des Gestells linksgekrimmt ist.
Zeigen Sie, dass dies fiir den Graphen der Funktion f* zutrifft.
(5 Punkte).

c) Will man den Sessel fiir verschiedene Korperlangen anpassen, muss auch die Gestellform variieren. Im
Folgenden wird nur der durch g beschriebene Teil des Gestells betrachtet.

Auf der Ebene der Funktionsgleichung besteht eine Moglichkeit, die Lange des Gestells zu verandern,
darin, die Funktion g, mit g, (x) =—0,0125x" + kx*, 0<x<x,+1 zu betrachten, wobei k>0 ein

reeller Parameter und x, der x — Wert des Hochpunkts der Funktion g, ist.

Zeigen Sie, dass jeder Funktionsgraph zu g, in T(0|O) einen Tiefpunkt hat.

3
Bestimmen Sie die Hochpunkte der Graphen von g, . (Zur Kontrolle: H[g %J )

! Bildquelle: Volker Fischer, Ulrich Schneider, Stefan Heiliger Design, Ausstellungskatalog zur gleichnamigen Ausstellung im Museum
fur angewandte Kunst Frankfurt am Main, Edition Menges Stuttgart/London 2007
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Bestimmen Sie fiir & einen Bereich so, dass zwischen Hochpunkt und Tiefpunkt auf dem Boden eine
Entfernung von mindestens 7 dm und héchstens 8 dm liegt.

Geben Sie die Ortskurve der Hochpunkte an.

Geben Sie fiir den Bereich 7 < x,, <8 die Werte fiir die kleinste und die gréfite Héhe der Hochpunkte
an.
(10 Punkte)

d) Der Sessel kann hdchstens so weit nach vorne schwingen, bis das FuRende des Sessels auf den
Boden kommt — siehe Abbildung 1. In Abbildung 2, die den Sessel im Gleichgewichtszustand zeigt,
befindet sich dieses Fullende in F(10|2,7).

(Im Gleichgewichtszustand liegt ' auf der Funktion #, die an die Funktion g nach rechts knickfrei

anschliel3t.)
y
FQ@10
/I B X

Abb. 1 Abb. 2

2,7)

M FuBlende
Beriihrpunkt

Wie weit der Sessel nach vorne kippen kann, lIasst sich mit Hilfe der Tangente vom FuRpunkt F an den
Graphen von g ermitteln. Der Berthrpunkt B der Tangente mit dem Graphen hat die Koordinaten

B(x,|g(x,)).

Leiten Sie aus der Situation mit der Tangente und dem Graphen von g, die im rechten Bild gezeigt ist,
moglichst viele unterschiedliche Gleichungen her (mindestens drei Gleichungen).

Nutzen Sie im Folgenden die Funktionsgleichung g(x)=-0,0125x" +0,15x* aus Aufgabenteil a).
Leiten Sie zur Ermittlung der Berlhrstelle x, aus den angegebenen Bedingungen eine Gleichung der
Form ax, +bx; +cx, +d =0 her.

Fir das gesuchte x, ergibt sich als Lésung dieser Gleichung x, ~1,10 . Ermitteln Sie hiermit den
Winkel a, um den der Sessel héchstens nach vorne kippen kann.

(10 Punkte)
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Aufgabe 2 - zum Themenbereich Analysis
Skatebahn
Hinweis: Runden Sie alle Ergebnisse auf zwei Dezimalstellen hinter dem Komma.

Skate-Parks stellen Bahnen zur Verfiigung, die mit Skateboards,
Inlinern oder BMX-Radern befahren werden kénnen.

Der Betreiber eines Skate-Parks schreibt einen Wettbewerb aus.
Jugendliche sollen einen Vorschlag fiir die Konstruktion einer Bahn
einreichen.

Eine Gruppe von Jugendlichen nimmt an dem Wettbewerb teil.
Sie stellen Skatebahnen im Profil als Graphen von Funktionen dar —
(Siehe Grafik und Profil). v

In dieser Aufgabe werden die Modellierungen einer Skatebahn durch
unterschiedliche Funktionen untersucht. Das Koordinatensystem wird
dabei so gewahlt, dass der Tiefpunkt der Bahn auf der y —Achse und

die x — Achse auf der Héhe des Erdbodens liegt.

Eine Bahn im Profil

a) Der Betreiber des Skate-Parks gibt bestimmte Eckdaten fiir eine Bahn vor. An der tiefsten Stelle soll die
Bahn 0,1 m Gber dem Erdboden liegen. In einem Abstand von 4 m zur tiefsten Stelle muss die Bahn

eine Hohe von 5 m aufweisen.

Eine erste Modellierung, die sich nur auf den Bereich 0 < x <4 beschrankt, wird mit der Funktion f

vom Typ f(x)=a-e" vorgenommen.

Ermitteln Sie aus den oben genannten Anforderungen an den rechten Teil der Bahn den Wert der
Parameter ¢ und &k und die Funktionsgleichung.

(Kontrollergebnis: f(x)=0,1"* fir 0<x<4)
(3 Punkte)

b) Skizzieren Sie den linken Teil der Bahn mit Hilfe der Funktion g mit g(x)=0,1e*** fir -4<x<0 in
das Koordinatensystem im Anhang.
Geben Sie die Gleichungen der Ableitungen /' und g' an. In der Darstellung muss die Basis e
verwendet werden.
Begriinden Sie unter Verwendung der Steigungen f'(0) bzw. g'(0), weshalb es nicht sinnvoll ist, die

Bahn mit Hilfe der Funktionen f und g zu konstruieren.
(5 Punkte)

Eine weitere Modellierung verwendet eine Funktion # mit 4(x) =0,05(e""”" +e ") fir -4 <x<4.

c) Entscheiden Sie mit Hilfe einer Uberpriifung der Funktionswerte, ob die Bahn unter Verwendung der
Funktion / im gesamten Intervall die geforderten Kriterien ndherungsweise erfiillt.
Ermitteln Sie die Gleichung der Ableitung /%'. In der Darstellung muss die Basis e verwendet werden.
(Zur Kontrolle: /'(x) = 0,06 (e —e™*"))
Ermitteln Sie rechnerisch den Tiefpunkt der Bahn.
(8 Punkte)
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d) Die Bahn mit der Funktion /4 fir x > 0 hat im rechten Teil eine Rampe. Sie
ermdglicht einen leichten Einstieg in die Bahn. Die Rampe, welche als
Stlck einer Geraden beschrieben werden kann, wird im Punkt S

B tangential in die Bahn gefiihrt. Sie hat eine Steigung von m =2 und ist

1 Meter lang. Sie beginnt im Punkt S'. Rampe

Berechnen Sie unter Verwendung Ihres Rechners den Eintrittspunkt B der
Rampe in die Bahn.

Ermitteln Sie die Geradengleichung der Rampe.
Berechnen Sie die Koordinaten des Startpunkts S der Rampe.
(Hinweis: Nutzen Sie ggfs. /' aus Aufgabenteil ¢ ) (10 Punkte)

e) Die Bahn mit der Funktion 4 fir —4 < x <4 soll
von der Seite mit Holz verkleidet werden.

Ermitteln Sie eine Stammfunktion zu % . In der
Darstellung muss die Basis e verwendet werden.

Berechnen Sie die Flache der Holzverkleidung
zwischen dem Graphen und der x -Achse Uber dem
angegebenen Intervall.

2 4
(4 Punkte)

b
f) Die Bogenlange / einer Kurve f kann mit der Formel [ = I«/l +(f'(x))’dx fur a<x<b errechnet

werden, sofern die Funktion f* differenzierbar ist.

Geben Sie die Berechnungsvorschrift an mit deren Hilfe sich die Bogenlange / der Kurve /& berechnen
|asst.

Berechnen Sie unter Einsatz Ihres Rechners die Bogenldnge [ der Kurve % im Intervall -4 < x < 4.
(3 Punkte)
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Aufgabe 3 - zum Themenbereich Wahrscheinlichkeitsrechnung / Statistik
Biirgerpark-Tombola

Die Burgerpark-Tombola in Bremen gibt es seit Gber fiinfzig Jahren. Wahrend eines Jahres werden drei
Monate lang in der Stadt Lose verkauft. Das Geld, das mit der Lotterie eingenommen wird, tragt wesentlich
dazu bei, dass der Birgerpark und der Stadtwald ohne die Verwendung von Steuergeldern gepflegt werden
kénnen.

a) Eine Erhebung der Blrgerpark-Tombola- Betreiber ergab:
Ca. 68% der Loskauferinnen und —kaufer kommen aus Bremen, etwa 19% aus dem Bremer Umland mit
bis zu 30 km Entfernung, ca. 13% wohnen noch weiter von Bremen entfernt.

Diese statistischen Daten sollen im Folgenden als Wahrscheinlichkeiten fur die entsprechenden
Merkmale in einem Zufallsversuch ,Ziehen einer Person aus allen Loskauferinnen und -kaufern®
aufgefasst werden. AuRerdem betragt die Wahrscheinlichkeit, dass ein Hauptgewinn an eine weibliche
Person aus Bremen geht, 39,5% .

Ermitteln Sie aus diesen Angaben den Anteil der weiblichen und mannlichen Personen, die ein Los der
Birgerpark-Tombola kaufen unter der Annahme, dass das zahlenmaRige Verhaltnis der Geschlechter

unter den Loskauferinnen und —kaufern in allen Regionen gleich ist.
(3 Punkte)

Laut Angaben der Betreiber gewinnt bei der Biirgerpark-Tombola jedes 4. Los.

b) Jemand kauft 6 Lose. Die ZufallsgroRe X beschreibt die Anzahl der Gewinnlose unter den 6 gekauften
Losen.

Begriinden Sie, warum die Binomialverteilung eine geeignete Verteilung der Zufallsgré3e ist.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten folgender Ereignisse auf 4 Stellen genau:
e Genau zwei Lose sind Gewinnlose.

e Mindestens 4 Lose sind Nieten.

Ermitteln Sie, wie viele Lose eine Person kaufen muss, damit sie mit einer Wahrscheinlichkeit von
mindestens 95% mindestens ein Gewinnlos hat.

(10 Punkte)

c) Eine Person kauft wahrend der Biirgerpark-Tombola 12 Lose.
Bestimmen Sie den Erwartungswert fir die Anzahl der Gewinnlose unter den 12 gekauften Losen.

Die Person kauft diese 12 Lose jedoch nicht auf einmal, sondern viermal je drei Lose. Bestimmen Sie

die Wahrscheinlichkeit daflr, dass sie jedes Mal mindestens einen Gewinn erhalt.
(5 Punkte)

Die Burgerpark-Tombola umfasst mehrere Lotterien hintereinander. Pro Lotterie werden 40000 Lose

verkauft.

d) Jede Lotterie der Burgerpark-Tombola hat einen unterschiedlichen Hauptgewinn (Autos, Traumreisen,
Sparbdcher, ...) und unterschiedliche Gewinne in den verschiedenen Gewinnklassen, aber in jeder
Lotterie werden 80% der Los-Einnahmen von 40000 € als Gewinn wieder ausgeschiittet, bei einem
Lospreis von 1 € betragt der Erwartungswert flr den Gewinn durch die Loseinnahmen also
durchschnittlich 0,80 €.

Tatsachlich liegt der Erwartungswert fir die Gewinnsumme pro Los durch Sonderveranstaltungen, bei
denen Bremer Firmen zusatzliche Gewinne ins Spiel bringen, bzw. durch Firmenspenden sogar hoher,
namlich zwischen 1,10 € und 1,20 €.
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e)

Bestimmen Sie mit Hilfe dieses Erwartungswerts einen Bereich, in dem die Geld- bzw. Sachspenden
der Bremer Firmen pro Lotterie liegen.

Ermitteln Sie fir den folgenden Gewinnplan den fehlenden Wert in der Tabelle, wenn der
Erwartungswert fiir den Gewinn pro Los 1,10 € betragt. (Die Wahrscheinlichkeit, irgendetwas zu
gewinnen, betragt hier nicht genau , sondern nur ungefahr 0,25.)

Gewinnklasse Wahrscheinlichkeit fiir einen Wert des Gewinns
Gewinn
Hauptgewinn 1 6000 €
40000
1000 € bis 3000 € 0,0001 durchschnittlich 2000 €
100 € bis 500 € durchschnittlich 250 €
Kleinstgewinne 0,248 durchschnittlich 1 €

(6 Punkte)

Die Anschuldigung, dass bei der Biirgerparktombola weniger als 25% Gewinne ausgeschittet werden,
soll mit Hilfe eines Tests mit 100 Losen Uberprift werden.

Entwerfen Sie fir diese Situation einen Hypothesentest und stellen Sie eine Entscheidungsregel auf
dem Signifikanzniveau von 5% auf.

Fir n =20 und ein Signifikanzniveau von 5% lautet eine mdgliche Entscheidungsregel: ,Wenn von 20
Losen weniger als 2 Gewinnlose sind, nehme ich an, dass der Gewinnanteil unter 25% liegt.”
Erklaren Sie mit einer Beispielrechnung und einer kurzen Erlduterung zur Rechnung, warum ein
Hypothesentest mit dieser Entscheidungsregel fur eine Person, die den starken Verdacht hat, dass die
Gewinnchancen niedriger sind, unbefriedigend ist.

(9 Punkte)

MAT-LK-GTR-N Aufgabe 3 Seite 2 von 2




Freie Hansestadt Bremen Schulnr.: Kursbezeichnung:
Die Senatorin fur Bildung und Wissenschaft
Abitur 2011 - Leistungskurs Mathematik Name:

Aufgabe 4 - zum Themenbereich Lineare Algebra
Marienkafer

Marienkafer (Coccinellidae) sind eine weltweit verbreitete Insekten-
familie. In Europa findet man Gber 250 Arten und Unterarten, darunter
die bekannten Siebenpunkt-Marienkafer. Sie haben grob den folgen-
den Entwicklungszyklus: Nach ihrer Uberwinterung im Friihjahr paaren
sich die Altkafer (Anzahl K ). Anschlief3end legen die Weibchen pro
Monat etwa 80 Eier, von denen sich ein Fiinftel zu Larven (Anzahl L)
entwickelt. Wahrend des nachsten Monats sterben 90% der Larven.
Die Ubrigen verpuppen sich und werden zu neuen Kafern (Anzahl N ),
die aber im gleichen Jahr noch keine Eier legen.

Vom Friihjahr bis Herbst gilt: Multipliziert man den Populationsvektor v mit der Matrix 4 von links, erhalt
man den Populationsvektor fir den Folgemonat. Es sei

0 0 16 L
A=[0,1 0,9 0 | und Vv=|N|.
0o 0 08 K

a) Zeichnen Sie ein Ubergangsdiagramm.
Geben Sie die Uberlebensrate eines Altkafers und die Uberlebensrate eines Neukéfers pro Monat an.

Begriinden Sie anhand der Matrix oder ihres Ubergangsdiagramms, warum nach diesem unvollstan-
digen Modellansatz, der nicht die Uberwinterung enthalt, die Marienkaferpopulation langfristig aus-
sterben misste. (8 Punkte)

b) In einem Garten haben nach dem Winter eine Anzahl Marienkafer Giberlebt und beginnen Anfang April
mit der Paarung. Anfang Juni, also nach zwei Monaten, gibt es dann 320 Larven, 40 Neukafer und

16 Altkéfer. Geben Sie fir diesen Zeitpunkt den Populationsvektor v, an.
Berechnen Sie die Vektoren v, und v, , die die Population nach drei bzw. vier Monaten beschreiben.

Bestimmen Sie den Vektor v, , der die Population zu Beginn der Paarungszeit beschreibt. (7 Punkte)

c) Die Matrix 4 hat das charakteristische Polynom p(x)=x"—1,7-x> +0,72-x . Bestimmen Sie damit die

beiden positiven Eigenwerte &, und k,, sowie jeweils einen zugehdrenden Eigenvektor #, und i, .
Benutzen Sie nicht die Eigenwert/Eigenvektor-Funktionen ihres Taschenrechners.

Begriinden Sie mit Hilfe Ihres Ergebnisses, ob theoretisch eine stabile Verteilung der
Marienkaferpopulation moglich ist. Falls sie mdglich ist, geben Sie sie an. (7 Punkte)

Ab jetzt wird die Matrix B betrachtet, die den Ubergang von einem Jahresende zum nachsten Jahresende
beschreibt. Wir unterscheiden Neukafer (Anzahl N ), die sich im laufenden Jahr entwickelt haben und
Altkafer (Anzahl K ), die bereits einmal Uberwintert haben. Larven werden nicht betrachtet. Fur den

Siebenpunkt-Marienkafer sei
L4 0,9 _ (N
B= und v = .
0,8 0 K

d) Geben Sie an, welcher Anteil der Altkafer und welcher Anteil der neuen Kafer innerhalb eines Jahres
sterben.

Erlautern Sie, welchem biologischen Vorgang das Matrixelement 1,4 entspricht. (4 Punkte)
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-1 9
e) Zeigen Sie, dass u, =( 2] und u, =(4J Eigenvektoren der Matrix B sind und bestimmen sie die

zugehdrigen Eigenwerte £, k, . Stellen Sie eine Anfangspopulation v, von 130 Neukafern und 70
Altkafern als Linearkombination -, +s-u, der beiden Eigenvektoren u,,u, dar.

Berechnen Sie v, also die Population nach 6 Jahren, ohne Matrizenmultiplikation, sondern unter
Verwendung der Eigenwertgleichung B*u =k -u .

Geben Sie ohne Verwendung einer Matrixmultiplikation einen Ausdruck fiir v, an, d.h. fir den
Populationsvektor nach n Jahren. (7 Punkte)
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Aufgabe 5 - zum Themenbereich Analytische Geometrie

Leuchttiirme an der Weser

B ||
|

Turm 1 ;

Turm 2 Q' f '

Entlang der Weser stehen zahlreiche Leuchttirme zur Orientierung der Schifffahrt. Ein Schiff muss stets so
gelenkt werden, dass es auf zwei hintereinander stehende Leuchttiirme zuféhrt, ein niedriger Turm mit dem
Unterfeuer und dahinter ein hoher Turm mit dem Oberfeuer. Wenn das Schiff eine Stelle erreicht, aus deren
Sicht zwei weitere Leuchttiirme hintereinander stehen, wendet der Steuermann das Schiff in diese neue
Richtung’. In der Abbildung oben fahrt ein Schiff in Richtung der Tiirme 1 und 2. Wenn es die Stelle P
erreicht, fahrt es in Richtung der Tirme 3 und 4 weiter.

' Dass diese Stelle durch ein Quermarkenfeuer signalisiert wird, lassen wir hier au3er Acht.
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Wir legen ein rechtwinkliges Koordinatensystem so zugrunde, dass die x, - x,-Ebene dem Erdboden

entspricht und die x;-Achse senkrecht zum Himmel zeigt. Die Stelle, an der das Schiff dreht, wird dann
durch den Punkt P(—700|500|0) beschrieben. Die Punkte B(-700|-500|40) und D(1300|-500|30)
stellen jeweils die Mitten der Oberfeuer der Tirme 2 und 4 dar. Die Augen des Steuermannes befinden
sich ungefahr auf Héhe des Erdbodens.

Alle Koordinaten sind dabei in Meter angegeben.

a) Der Blick des Steuermannes zum Oberfeuer soll durch eine Gerade beschrieben werden.
Geben Sie eine Geradengleichung fur die Gerade g an, die durch die Punkte P und B geht.

Das Unterfeuer darf nicht so hoch sein, dass es aus Sicht des Steuermannes das Oberfeuer verdeckt.
Bestimmen Sie den Parameter z so, dass der Punkt 4(—700|—-100|z) auf der Geraden g liegt.
Das Unterfeuer steht auf dem Deich mit dem FuRpunkt F(-=700|-100]10).

Geben Sie die Héhe des Deiches an.
Geben Sie an, wie hoch der Turm 1 sein darf. (6 Punkte)

b) Beim Drehmandver des Schiffes geht der Blick des Steuermannes mehrfach vom Leuchtturm 2 zum
Leuchtturm 4 und beschreibt damit den Ausschnitt einer Ebene.
Bestimmen Sie eine Ebenengleichung in Parameterform und in Normalenform fiir die Ebene E , die die
Punkte P, B und D enthalt.
Ermitteln Sie den Neigungswinkel o zwischen der Blickebene E des Steuermannes und dem Boden.
Der Steuermann sieht die beiden Oberfeuer unter verschiedenen Winkeln gegeniber dem Erdboden.

Geben Sie ohne Rechnung an, welche Grée diese Winkel gegeniuber dem Winkel o haben.
(12 Punkte)

c) Eine Mowe fliegt ausgehend vom Punkt Q(300|400|135) geradlinig nach Westen mit 20% Gefalle,
d.h. auf jeden Meter in Richtung Westen sinkt sie 0,2 m (Hinweis: Die x,-Achse zeigt nach Siden, die
x,-Achse nach Osten).

Bestimmen Sie den Punkt S, an dem die Méwe nur noch 15m Uiber dem Boden fliegt.

Die Mowe fliegt also entlang einer Geraden 4 wahrend der Steuermann gerade zum Oberfeuer des
Turmes 4 blickt.

Untersuchen Sie die Parallelitat der Geraden % und der Geraden durch D und P.

Ermitteln Sie den geringsten Abstand zwischen diesen beiden Geraden .
Begriinden Sie anschliel3end, warum die beiden Geraden windschief sind. (11 Punkte)

d) Bestimmen Sie den Abstand des Schiffes beim Drehmandver in P vom Ful3punkt des Turmes 4, derin
der x,-x,-Ebene liegt.
Bestimmen Sie den Punkt, an dem sich das Schiff befindet, wenn es eine Minute lang mit einer

Geschwindigkeit von 12 km/h von P auf den Turm 4 zufahrt.
(Hinweis: Rechnen Sie um auf Meter und Minuten.) (4 Punkte)
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Aufgabe 1

Lehrermaterialien Leistungskurs Mathematik

Erwartungshorizont und Bewertung nach Anforderungsbereichen

Losungsskizze

Bewertung

g(x)=ax’ +bx* +cx+d

g'(x)=3ax’ +2bx+c

g (x)=6ax+2b

g(0)=0 = d=0

g(0=0 = 0

g®=32 = 32=a-8 +b-8
g2®=0 = 0=3-a-8+2:b-8

Die Lésung des linearen Gleichungssystems

512a+64b=3,2

liefert a =-0,0125 und 5=0,15
192a+166=0

Damit ist g(x)=-0,0125x" +0,15x” eine mdgliche Lésung. Wegen g"'(8) <0 liegt
an der in der Aufgabe geforderten Stelle ein Hochpunkt. Also ist
2(x)=-0,0125x> +0,15x die geforderte Funktionsgleichung.

f(x)=-0,0219x" +0,0956x
f(x) =—0,0438x +0,0956

Knickfreier Ubergang: f(0)=g(0)=0 und /" (0)=g"(0)=0

Gilt f’(x) >0 furalle x mit —5,7<x<0, so liegt in dem Bereich eine Linkskrim-
mung vor.

Da f"'(x)>0 fir x<0, istder Graph zu f fiir =5,7 < x <0 linksgekrimmt.

g, (x)=-0,0375x" + 2kx
g, (x)=-0,075x+ 2k

Da g, (0)=-0,0375-0°+2k-0=0 und g,”"(0)=—0,075-0+2k >0 wegen k>0,
befindet sich bei x =0 ein Tiefpunkt.

Da auRerdem g,(0)=0 , hat jeder Funktionsgraph zu g, (x)=-0,0125x" + kx” in
T(0/0) einen Tiefpunkt.

Hochpunkt: Aus g,’(x) =0 erhadlt man x, =0 und x,, =%k-

g,("(g) =-2k <0 wegen k>0 . Also liegt bei x,, =%k ein Hochpunkt.

Funktionswert von x,,: g, (? k)= 2526700 i
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Fir x, =7 ist k=%=0,13125,ﬁjr x, =8 ist k=210=0,15

k muss zwischen 0,013125 und 0,15 gewahlt werden.
Ortslinie o(x) : Mit k& =%x}, hat die Ortslinie fur die Hochpunkte die Gleichung

1 5
o(x) 160x .
Es gilt o(7)= 2,1 und o(8)=3,2.Da o(x) monoton steigend ist, sind dies die Wer-
te der Hochpunkte mit der kleinsten und der grof3ten Hohe. (Die Gestellhdhe variiert
beim rechten Teil des Gestells zwischen 21cm bei der kiirzesten Variante und
32 cm bei der langsten Variante.) 4 6

d) | Mit F£(10/2,7); B(x,/g(x,)) mindestens drei der folgenden Gleichungen (sind in

einer Gleichung mehrere Beziehungen enthalten, kénnen sie auch mehrfach gewer-
tet werden) :

Tangentengleichung #(x)=m-x+b,
g(xz)=t(xy) , m=g(xy), 1(10)=2,7

297_g(x8)

> t(x):g’(xB)'x—i_b > b:2a7_g’('x8)'10
10 —x,

g’(xB) =

Bestimmung der Gleichung:

237_g(x8)
10—x,

=0,025x,’ —0,525x,” +3x, —2,7=0

= g'(x;) =—0,0375x,” +0,3x,

Alternativer Ansatz:
g(x;)=-0,0125x," +0,15x,” =#(x,)
=(=0,0375x,” +0,3x,)-x, +2,7 —(<0,0375x,” +0,3x,)-10
= 0=-0,025x,” +0,525x,” —3x, +2,7

Der Sessel kann hochstens um den Winkel oo gekippt werden, den die Tangente mit
der x-Achse einschlief3t.

Tangentensteigung m = g’(x,;) =g’(1,10) = % =0,284625

tana=m = o =159°

Der Sessel kann um einen Winkel von ca. 16° gekippt werden.

Verteilung der insgesamt 33 Bewertungseinheiten auf die Anforderungsbereiche | 13 | 17 3
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Aufgabe 2

Lehrermaterialien Leistungskurs Mathematik

Erwartungshorizont und Bewertung nach Anforderungsbereichen

Losungsskizze

Bewertung

£(0)=0,1<a=0,1 f(4)=5<k=~0,98

Die Werte der Parameter stimmen tberein.

Skizze des Graphen g fir -4<x<0:

4 -2 0 2 4

Gleichungen der Ableitungen unter Berlcksichtigung der Rundungen:
f'(x)=0,1-0,98 o098

f'(x)=0,098 "*** ~0,10-"”**

g '(X) — (),1 . (_0,98) e*0,98x

g'(x)=-0,098 "%~ 0,10

Funktionswert der Ableitung an der Stelle x =0

f(0)=0,1
g'(0)=-0,1

Die Bahn hatte einen Knick. Aus Griinden der Symmetrie musste aber m =0 gel-
ten.

h(0)=0,1, h(4)~ 4,97, h(-4) = 4,97

An der Stelle x =0 wird der geforderte Wert eingehalten. An den Stellen x =4
bzw. x = —4 liegt man sehr nahe am gewiinschten Wert.

Der Funktionsgleichung der Ableitung lautet unter Berlicksichtigung der Rundung:
h |(x) ~ 0’ 06 (81,15): _671,15)()
solve(h'(x;)=0,x.) < x, =0

Wegen /"(x,)=0,14 >0 handelt es sich um einen Tiefpunkt 7°(0|0,1).
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d) | Berechnung des Eintrittspunkts der Rampe in die Bahn:
solve(h'(x)=2,x) < x=3,05

h(3,05) = 1,67

Die Rampe berUhrt bei B(3,05|1,67) die Bahn.

Die Gerade hat die Funktionsgleichung #(x)=m-x+b:
1,67=2-3,05+b <= b=-4,43

t(x)=2x—-4,43.

Die Rampe hat eine Lange von 1 m; Lésungsansatz mit Hilfe des Satzes vom Py-
thagoras, wobei das Steigungsdreieck verwendet werden kann mit
Ax =a, Ay =2-a (alternativ ware auch ein trigonometrischer Ansatz moglich):

1=a’+(2a)’ & a,,=%0,2 < a, ~10,45

Nur a, = 0,45 ist die gesuchte Losung, weil die Rampe sonst unterhalb der Bahn
verliefe.

x; =3,05+0,45 < x; =3,50

t(3,50) = 2,57 . Der Startpunkt hat die Koordinaten S(3,502,57).

4 4 2
e) | Eine Stammfunktion zu /4 wird mittels / angegeben:
H(x)= jh(x)dx < H(x)= L(el’lsx —e M ) +ccelR
23 ’
H(4)—H(-4)~8,65.
Die Flache der seitlichen Holzverkleidung betragt ca. 8,65 m2. 5 5
f) 4
/= j\/1 +(0,06 (€"°* —e ™)) 2 dx ~ 14,21
-4
Die Bahn hat eine Lange von ungefahr 14,21 m. 1 5
Verteilung der insgesamt 33 Bewertungseinheiten auf die Anforderungsbereiche | 13 | 17 | 3
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Aufgabe 3 Erwartungshorizont und Bewertung nach Anforderungsbereichen
.. . Bewertun
Losungsskizze 9
I | ]l

a) | Losung zum Beispiel mit einem (verkirzten) Baumdiagramm:

0,68-p=0,395 = p=0,58

Der Anteil der Loskauferinnen betragt ca. 58% , der der Loskaufer ca. 42% . y >
b) | Es gibt zwei Ausgénge pro Losziehung: Gewinn oder Niete . Die Gewinnchance der

einzelnen Lose kann als unabhangig voneinander angesehen werden. ( p bleibt

wegen der groRen Anzahl der Lose im Topf (40000 ) und dem dazu verschwindend

kleinen Anteil der gekauften Lose gleich.)

n=6; p=0,25

P(X =2)=0,2966

P(X £2)=0,8306

P(X>21)20,95<1-0,75">20,95 =>n>11

Man muss mindestens 11 Lose kaufen, um mit mindestens 95% iger Wahrschein-

lichkeit mindestens ein Gewinnlos dabei zu haben. 7 3
c) | n=12 , Erwartungswert pu=n-p=3

. 37
n=3; X,p wieinb); P(le)zaz0,578l
37!
P(jedes Mal mindestens einen Gewinn) = [aj ~0,1117
2 3

d) | Unterschied zwischen den Erwartungswerten mit und ohne Spenden: 0,30 € bis

0,40 €.

0,30-40000 =12000
Spendenaufkommen:
0,40-40000 =16000
Das Spendenaufkommen liegt zwischen 12000 € und 16000 € pro Lotterie.
Gewinnwahrscheinlichkeit fur einen Gewinn zwischen 100 € und 500 €:
1
1,1-| ———-6000+ 0,0001-2000 + 0,248 -1 |= p-250
40000

= p~=0,002

Die Wahrscheinlichkeit, ein Los mit Gewinn zwischen 100 € und 500 € zu ziehen,

betragt ca. 0,2%. 3 3
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e)

Hypothese H, : Die Gewinnchance liegt unter 25%, p, <0,25
Hypothese H |, : Die Gewinnchance ist 25% oder liegt darliber, p, = 0,25
Signifikanzniveau o =5%

TestgréRen:

X : Anzahl der Gewinnlose, binomialverteilt mit » =100; p, =0,25
Linksseitiger Test, da p, <0,25 (oder Begriindung z.B. liber Skizze)

Bestimmung des Verwerfungsbereichs: ¥ ={0;...,17}, da P(X <17)<0,05 und
P(X <18)>0,05fir n und p, .

Entscheidungsregel: Wenn von 100 Losen 17 oder weniger Lose Gewinnlose sind,
nehme ich an, dass der Gewinnanteil unter 25% liegt.

Die Wahrscheinlichkeit 3 fir einen Fehler 2.Art, also den Fehler, dass die Hypothe-
se H, irrtimlicherweise nicht angenommen wird, ist bei dem Test mit » =20 auch
noch bei gréReren Abweichungen von p, sehr hoch. Zum Beispiel: p, =20%

Dann gilt = P(X >22)=0,931

(Auch Argumentationen uber Trennscharfe oder die Giutefunktion sind mdglich.)

Verteilung der insgesamt 33 Bewertungseinheiten auf die Anforderungsbereiche
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Aufgabe 4 Erwartungshorizont und Bewertung nach Anforderungsbereichen

Bewertung

Losungsskizze
I ] ]|

O @D e @D

Uberlebensrate fir Altkafer p, = 0,8 und fir Neukéafer p, =0,9.

Da nur Altkafer fir Larven sorgen, die Altkafer aber allmahlich sterben und keine
hinzukommen kdnnen, werden auch weniger Neukafer hinzukommen. Da die Neu-
kafer allmahlich sterben, stirbt auch die ganze Population. 4 3 1

b) 320 256 204,8 0
v,=| 40 |,v;=4%v,=| 68 |,v,=4*v,=| 86,8 | und v,=| 0
16 12,8 10,24 25
Da zu Beginn der Paarungszeit nur Altkafer vorhanden sind und von diesen pro
Monat 80% Uberleben, erhalt man 16-(0%8)2 =25. 3 4

C) | Aus dem Polynom folgen die Eigenwerte k, =0,8 und &, =0,9 . Durch Einsetzen in
die Eigenwertgleichung und Umformen in Dreiecksgestalt erhalt man als Eigenvek-

20 0
toren zum Beispiel u, = =20 | und u, =| 1 |.
1 0

Die stabile Verteilung gehért zum dominanten Eigenwert &, =0,9 und besteht nur

aus Neukafern. Der zweite Eigenvektor kommt wegen der unterschiedlichen Vorzei-
chen in den Komponenten nicht in Frage. 2 4 1

d) | Es sterben 20% der Neukafer und alle Altkafer.

Die Neukéafer eines Jahres werden im folgenden Jahr zu Altkafern und bringen dann
wieder Neukéafer hervor. Aus jedem Neukafer entstehen im Folgejahr durchschnitt-
lich 1,4 Neukéafer. 2 2

e) | Multiplikation der Matrix B mit den vorgegebenen Eigenvektoren ergibt

1,4 0,9 -1 0,4 1,4 0,9 9 16,2
* = und * = .
0,8 0 2 -0,8 0,8 0 4 7,2

Daraus erhalt man die Eigenwerte k, =—0,4 und k, =1,8.

70 2
sung r =5, s =15. Mit Hilfe der Eigenwertgleichung bekommt man
B®*(5-1, +15-1,) =5- B® *ui, +15- B® *ii, =5-(—0,4)° -1, +15-1,8° -ii, und damit
4592
2041]'

130 -1 9
Mittels eines Gleichungssystems v, =( ]: r-[ )+ S'(4J erhalt man als L6-

v, =0,02-i, +510,18 i, z(

Aligemeinist v, =5-(-0,4)" -u, +15-1,8" -ui, . 2 4 1

Verteilung der insgesamt 33 Bewertungseinheiten auf die Anforderungsbereiche | 13 | 17 | 3
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Aufgabe 5 Erwartungshorizont und Bewertung nach Anforderungsbereichen

Bewertung

Losungsskizze
I ] ]|

a) | Mit P als Stiitzvektor und PB als Richtungsvektor ergibt sich die Geraden-

=700 0

gleichung g:;c= 500 [+¢] -1000 |;zeR.
0 40
=700 0 =700
Der Ansatz | 500 |[+¢| —1000 |=| —100 | fGhrt zu t=§=0,6 und z =24. Die drit-
0 40 z >

te Komponente des FulRpunktes F legt die Deichhdhe auf 10 m fest. Punkt A4 liegt
in 24 m Hohe, also muss der Turm kleiner als 14 m sein. 2 4

b) | Mit dem Stiitzvektor P und den Spannvektoren PB und PD erhilt man die

=700 0 2000
Parametergleichung E:x=| 500 |+7| —1000 |+s| 1000 ; r,seR.
0 40 30

Unterschiedliche Verfahren (z.B. Uber das Kreuzprodukt der Spannvektoren und
1

Einsetzen des Punktes P ) filhren zu der Normalenform x*| 8 [-3300=0.

200
Fir den Winkel zwischen den Normalenvektoren der beiden Ebenen gilt:
1 0
8 |*|0
200 1 200
cos(a) = = ~0,9992, a=2,3°. Rundung kann zu
1 0) /40065
8 0
200 1

abweichenden Ergebnissen fuhren.
Die Winkel, unter denen der Steuermann die Oberfeuer gegenliber dem Erdboden
sieht, sind kleiner als o . 5 6 1
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c)

300 0
Die Mowe fliegt entlang der Geraden 4:X =| 400 |+s| -1
135 -0,2

;s €R. Der Ansatz

300 0
=| 400 [+s| -1
15) |135 -0,2

Fir den Abstand der Geraden % von der Geraden durch die Punkte P und D
0 2000

prifen wir zunachst die Parallelitat: Der Ansatz k| —1 |=| —1000 | fir die Rich-
-0,2 30

tungsvektoren fiihrt zu dem Widerspruch 0 =2000 . Die Geraden sind also nicht
parallel.

Dann bendtigen wir einen Vektor ﬁ, der senkrecht auf beiden Geraden steht. Er
I&sst sich z.B. als Vektorprodukt der Richtungsvektoren bestimmen:
0 2000 -230

n=| -1 |x|-1000|=|—400

-0,2 30 2000

Fir den Abstand der Geraden ergibt sich dann ca. 38,98 m:

300 =700 -230

400 [—| 500 ||=*| —400

135 0 2000 ) 80000

g g

Da der Abstand grof3er als Null ist, existiert kein Schnittpunkt. Die Richtungsvekto-
ren der Geraden sind nicht parallel, folglich sind die Geraden windschief.

fihrt zu s =600 und S(300|-200]|15).

mit der Lange ‘2‘ = 4212900 ~ 2053 .

~ 38,98

Fur den FuBpunkt des Turmes 4 gilt £,(1300|-500]0) . Der Abstand zum Punkt P
2000
=| —1000 | =~/5000000 ~ 2236).
0

Das Schiff legt in einer Stunde 12000 m, in einer Minute also 200 m zuriick. Fur die
—-700 5 2000 -521
500 |+ 00 -1000 |=| 411

0

betragt ca. 2236m (wegen az‘}—’i

neue Position Z gilt: z=0Z = p + 22006 PF, =

Das Schiff erreicht also den Punkt Z(—521|411|0).

Verteilung der insgesamt 33 Bewertungseinheiten auf die Anforderungsbereiche
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