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Abitur 2007

Lehrermaterialien zum Grundkurs Mathematik

ANALYSIS 1

.1 Gewinnanalyse

Ein Unternehmen stellt Motoren her. Es wird davon ausgegangen, dass die gesamte monatliche Pro-
duktion auch tatsdchlich abgesetzt werden kann. Die monatlichen Gesamtkosten fiir die Produktion
hingen von der Anzahl der produzierten Motoren x ab und werden in Abhédngigkeit von dieser Anzahl
durch eine Kostenfunktion K beschrieben. Uber die Kostenentwicklung sind folgende Informationen
bekannt:

Produktion von x Motoren

pro Monat 0 >0 100

Gesamtkosten K(x) in €

pro Monat 500 000 757 500 940 000

a) Bestitigen Sie anhand der gegebenen Informationen, dass die Gesamtkosten nicht durch die Glei-
chung einer linearen Funktion dargestellt werden kdnnen.

b) Den Produktionsplanern ist bekannt, dass bei einer Produktion von 100 Motoren der Kostenzu-
wachs pro zusitzlich produziertem Motor (Grenzkosten) 3 000 € / Stiick betragt.

Bestitigen Sie nun, dass K(x)=0, 02x* —18x* +6 000x + 500000, x € N, unter den oben

genannten Vorgaben die Gleichung einer ,,passenden Kostenfunktion darstellt.
Der Graph von K ist in der Anlage dargestellt.

c) Die Unternehmensleitung hat sich zum Ziel gesetzt, ab einer Stiickzahl von 200 Motoren mindes-
tens kostendeckend zu produzieren.

e Bestimmen Sie den Verkaufspreis, der pro Motor festgelegt werden muss, um dieses Ziel zu
erreichen. [Zur Kontrolle: p =5 700 €.]

e Geben Sie die Gleichung der Erlésfunktion E an und zeichnen Sie den Graphen von E in das
Koordinatensystem in der Anlage.
[Hinweis: Erlos = Preis mal Menge.]

e Geben Sie mit Hilfe der Graphik den Produktionsbereich an, in dem der Erl6s grofer ist als
die Kosten.

d) Der Gewinn eines Unternehmens ergibt sich aus der Differenz von Erlos und Kosten.
Bestimmen Sie die Gleichung der Gewinnfunktion G und ermitteln Sie die Absatzmenge x, fiir die
der Gewinn maximal ist. Berechnen Sie diesen Maximalgewinn.

e) Durch Absatzschwierigkeiten gerit das Unternehmen in die Krise. Die Geschiftsleitung erwigt

eine Preissenkung. Ermitteln Sie — mit Hilfe der Graphik oder durch Rechnung — jene Preisunter-
grenze, die die Gesamtkosten gerade noch deckt.
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Die Wertepaare (0] 500 000), (50]757 500) und (100|940 000) sind gegeben. Zu
priifen ist, ob diese Punkte auf einer Geraden liegen.

Ligen die Punkte auf einer Geraden, miisste gelten:

757500 — 500000 _ 940000 — 757500
50 50 '

Dies ist nicht der Fall, womit die Behauptung bestitigt wére.
Natiirlich sind zur Losung auch andere Wege zuldssig, wie 7.B.
K(x)=a-x+b.

Wegen K(0) = 500 000 gilt: 5 =500 000.

(1001940 000) eingesetzt ergibt:
940 000 =a-100+ 500 000 und 100a =440 000 und damit a = 4 400.

Danach gilt: K(x)=4400x+500000.

Durch Einsetzen des dritten Punktes wird deutlich, dass die ermittelte Gleichung
nicht zutrifft.

K (50) =4 400-50+ 500 000 =720 000 # 757 500 .

10

b)

K (x)=0,02x’ —18x” + 6 000x -+ 500 000 .

K(0)=500000 ist richtig.

K (50)=0,02-50° —18-50° + 6 000 - 50 + 500 000 = 757 500 ist richtig.
K(100)=0,02-100° —18-100° + 6 000 - 100 + 500 000 = 940 000 ist richtig.
K’(100) = 0,06-100° —36-100 + 6 000 =3 000 ist richtig.

Damit erfiillt die Funktion K erfiillt alle genannten Vorgaben.

Natiirlich ist die Uberpriifung durch Losen eines LGS ebenso zuldissig.

15

c)

Bei einer Produktion von 200 Motoren soll kostendeckend produziert werden:

K (200) =0,02-200° —18-200° + 6 000 - 200 + 500 000 =1 140 000 .
K(200)

Zur Deckung der Produktionskosten muss ein Preis von p = €=5700¢€

festgelegt werden.

Die Gleichung der Erlosfunktion E lautet danach E(x)=5700-x .

Der gesuchte Produktionsbereich beginnt bei einer Produktion x = 201 und endet
bei einer Produktion von x = 850 (rechnerischer Wert: 847,49...).
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d) | Gleichung der Gewinnfunktion G:
G(x)=E(x)—K(x),
G(x)=5700x — (0,02x° —18x” + 6 000x + 500 000),
G(x)=—0,02x" +18x* —300x — 500 000.
Berechnung des Gewinnmaximums:
G'(x) =—0,06x" +36x — 300
Fiir G'(x) =0 erhilt man
—0,06x” +36x—300=0
x> —600x+5000=0
X, =300+4/90 000 — 5 000
x, =591,547...
x, =8,452...
Der Zeichnung in c) ist zu entnehmen, dass das Gewinnmaximum nur an der
Stelle x = 591,5 liegen kann.
Natiirlich kann auch iiber die 2. Ableitung argumentiert werden.
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Gewinn bei 591 Motoren: 1 481 256,58 €.
Gewinn bei 592 Motoren: 1 481 258,24 €.
Bei Produktion und Verkauf von 592 Motoren wird der maximal mogliche Ge-
winn von 1 481 258,24 € erreicht. 25

e) |Durch Anlegen der Tangente an den Graphen von K lassen sich folgende Daten
ermitteln:

Bei einer Produktion von 500 Motoren und Kosten in Hohe von 1 500 000 €
kann kostendeckend gearbeitet werden.

Daraus ergibt sich ein minimaler Preis von p = 1500000 € =3000€.

500

Der Verkaufspreis kann also bis auf 3 000 € reduziert werden, so dass noch eine
kostendeckende Produktion moglich ist.

Ein Gewinn G > 0 ist dann allerdings nicht mehr moglich.
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Losungsvariante:

Gesucht ist jener Preis p, der die (minimalen) Stiickkosten gerade noch deckt:

K(x)

=0,02x” —18x+ 6 000 + 200000

X X

Stiickkosten:

Berechnung des Stiickkostenminimums:

[K(x)

X

500 000

2
X

!/
] =0,04x—-18—

500000

2
X

x* —450x* —12500 000 =0
(x—500)-(x* +50x+25000)=0.

0,04x—18— 0

Diese Gleichung hat genau eine reelle Losung, ndmlich x = 500.

Das Stiickkostenminimum wird bei einer Produktion von 500 Motoren erreicht
und betrdgt

K (500) 500 000

500

=0,02-500° —18-500 + 6 000 + =3000.

Soll der Stiickpreis die Stiickkosten decken, muss er mindestens 3 000 € betra-
gen. 20

Insgesamt 100 BWE | 30 | 50 | 20
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.2 Héangebriicken

=
\O

A C E

><V

Die Abbildung zeigt eine Skizze einer Héngebriicke. Von der Briicke sind folgende Daten bekannt:

Die Punkte B und D liegen jeweils 152 m iiber der Fahrbahn und sind 1 280 m voneinander entfernt.
Die Gesamtlinge der Fahrbahn zwischen den Punkten A und E betrdgt 1 850 m.

a) Berechnen Sie die Entfernung der Punkte A und B bzw. D und E voneinander (gestrichelte Linie).

Der Verlauf der Trageseile der Briicke, die in der Skizze gezeichnet sind, kann mit verschiedenen ma-
thematischen Modellen beschrieben werden. Dazu wird ein kartesisches Koordinatensystem mit Punkt
C als Koordinatenursprung festgelegt. Eine Lingeneinheit entspricht 1 m.

Die Punkte A, C und E der Fahrbahn liegen auf der x-Achse.

Der Verlauf der Trageseile zwischen B und D wird ndherungsweise durch den Graphen einer Funktion
beschrieben, der durch diese beiden Punkte geht und die Fahrbahn im Punkt C beriihrt.

Hinweis: Bei den Berechnungen miissen die Einheiten nicht mitgeschrieben werden.

b) In einem ersten Modell wird der Verlauf der Trageseile zwischen den Punkten B und D nihe-
rungsweise mithilfe des Graphen einer quadratischen Funktion f beschrieben.

Bestimmen Sie eine Gleichung der Funktion f.
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¢) Bei Verwendung eines zweiten Modells wird der Verlauf der Trageseile zwischen den Punkten B
und D durch den Graphen der Funktion k beschrieben:

k(x):i-(e“x +efax)—l, a>0.
2a a

e Bestitigen Sie, dass der Graph dieser Funktion k fiir jeden Wert a achsensymmetrisch zur
y-Achse ist und durch den Punkt C geht.

e Weisen Sie nach, dass der Graph der Funktion k auch die Punkte B und D enthilt, wenn fiir a
ein Wert eingesetzt wird, der zwischen 0,00072 und 0,00073 liegt.

Soweit in folgenden Teilaufgaben benétigt, verwenden Sie a = 0,00073.

d) Zu Wartungszwecken soll ein Wagen angeschafft werden, der bis zu einem maximalen
Steigungswinkel von 28,1° auf dem Trageseil der Briicke entlang fahren kann.

Untersuchen und beurteilen Sie, ob der Wagen jeden Punkt der Trageseile zwischen A und E
erreichen kann.

e) Die Liange L des Trageseils zwischen den Punkten B und D kann mit der Formel
1 640
L=—- f (e 4+ e )dx
2 —640
berechnet werden.

Bestimmen Sie die Linge L und runden Sie auf einen ganzzahligen Wert.

f) Zeigen Sie durch eine grobe Abschitzung, dass Ihr in Aufgabenteil e) ermitteltes Ergebnis fiir L in
einem realistischen Bereich liegt.

Falls Sie in Aufgabenteil e) kein Ergebnis ermittelt haben, machen Sie eine grobe Abschitzung fiir
die Liange des Kurvenstiicks L.
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a) | Aus Symmetriegriinden gilt: |AB| =|DE|.

AB ist Hypotenuse in einem rechtwinkligen Dreieck mit den Kathetenldngen
152 m bzw. (1 850 m—1280m) : 2 =285 m.

|AB| =+/285> +152° =323.

Die Punkte A und B (bzw. D und E) sind 323 m voneinander entfernt.

10

b) | f(x)=ax>+b mit b=0, da der Punkt C auf der x-Achse liegt.
Durch Einsetzen der Koordinaten von D erhilt man

152=a-640° & a=—2—.
51200

X .
51200

Die Funktion hat die Gleichung f(x) =

10

¢) | Bedingung fiir Achsensymmetrie: k(x) = k(—x)

1 1
k(x)y=—-:(e" +e “)——
2a a

1 —a-(—x) a(—x) 1

= . (e +e ) I

2a a -

1 (— . 1
=— (" ) — =

2a a

=k(—x)
Priifung fiir C(010):

k(0)=—- (0 ¢ 0y -~

a a
1 1
= (1+D)——
2a a
1 1
:———:0
a a

Priifung fiir D(6401152) und a = 0,00072:

K (640) o (£000072:640 | ,—0,00072:640 _ 1 150,083...
2-0,00072 0,00072

Priifung fiir D(6401152) und a = 0,00073:

K (640) — 1 - (£M00073:640 | ,=0,00073-640, 1 152,243....
2-0,00073 0,00073
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Wegen 150,083 < 152 < 152,243 ist der Nachweis erbracht. Wegen der Ach-
sensymmetrie gilt die Aussage auch fiir den Punkt B. 10| 15

d) Steigungswinkel der Strecken AB bzw. DE:

1
tan o0 = —
285

152
oL = arctan—

285
o =28,072...

Da die Kabel zwischen A und B bzw. D und E in der Realitét nicht entlang der
geraden Verbindung verlaufen, sondern einen Durchhang haben miissen, ist
ihre maximale Steigung in der Nihe der Punkte B bzw. D deutlich groBer als
28,07° sein, auch deutlich groBer als 28,1°. Daher kann der Wagen auf den Ka-
belabschnitten zwischen A und B bzw. D und E nicht eingesetzt werden.

Der Wagen kann nicht jeden Punkt des Trageseils zwischen A und E erreichen.

Die Aufgabe ist damit gelost, da die Fragestellung beantwortet werden konnte.
Wird dagegen nur die nachfolgende Teillosung erbracht, so kann dafiir maxi-
mal die Hiilfte der Gesamtpunktzahl (hier: 13 Punkte) gegeben werden. Die
Hohe der Punktzahl hingt mafigeblich davon ab, ob in der Beurteilung des Er-
gebnisses der Rechnung deutlich wird, dass die Abschnitte von A nach B bzw.
von D nach E noch zu untersuchen sind.

Maximaler Steigungswinkel des Graphen von k im Punkt D:
k(x) :L'(eax +e—ax) _l
2a a
1 _
)= — (% — ™%
(=" )

k’(640) _ %'<60,000734640 - 670,000734640) —0,484....

[ ~ arctan 0,484 ~ 25,8°.

Wegen 28,1° > 25,8° ist der Wagen folglich in der Lage, zwischen den Punkten
B und D jeden Punkt auf dem Kabel zu erreichen.

Falls zuerst dieser Teil bearbeitet wurde und danach die anderen beiden Ab-
schnitte des Trageseils, so kann auch mit der Skizze und den bisher berechne-
ten Werten argumentiert werden. 20| 5
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Bestimmung der Trageseilldnge L im Intervall —640 < x <640 :
1 640
L=2—| (™ +e “)dx
; f ( )
:l'[eax _efaxr‘w
a 0
_ 1 0,00073-640 _ —0,00073-640 | o_ 0
~0,00073 [(e ¢ )= >]
~1327,076...
Die Kabelldnge zwischen den Punkten B und D betrégt ca. 1 327 m. 5] 5
f) | Die direkte Verbindung der Punkte B und C bzw. C und D hitte die Lénge:
2:/152° +640* =1315,604...~1315.
Die Summe der waagerechten und senkrechten Komponenten des Streckenzu-
ges BB'C’D betrigt 2-(640+152)=1584.
Der in Aufgabenteil e) errechnete Wert fiir L — namlich =1327 — liegt zwi-
schen diesen ,,Grenzen® und daher in einem realistischen Bereich. 10
Insgesamt 100 BWE | 20 | 60 | 20
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II.1 Fischzucht

Die Entwicklung einer bestimmten Fischpopulation in einem Fluss im Laufe eines Jahres beschreibt
folgendes Modell:

b)

c)

d)

e)

Nur aus einem Viertel der Eier schliipfen junge Fische, die anderen Eier verenden.

Diese Fische werden nicht ilter als drei Jahre.

Von den jungen Fischen wichst nur einer von 25 in einem Jahr zu einem erwachsenen Fisch

heran, der Rest stirbt.

Jeder zweite erwachsene Fisch iiberlebt ein weiteres Jahr und z#hlt dann zur Gruppe der alten

Fische.

Jeder erwachsene Fisch legt 50 Eier. Jeder alte Fisch legt sogar 100 Eier.

N = Anzahlder Eier

. . = Anzahl der jungen Fische

Benutzen Sie abkiirzend : )
E = Anzahlder erwachsenen Fische

A = Anzahlder alten Fische

Stellen Sie das beschriebene Modell mit einem Graphen dar.

0 0 50 100

. , , 0,25 0 0 O
Die zum Modell gehorende Populationsmatrix P lautet: P =
0 004 0 O

0 0 05 O

— Interpretieren Sie die erste Zeile der Matrix P im Sachkontext der Aufgabe.
— Geben Sie die Bedeutung des Matrixelements p;, an.

— Begriinden Sie, weshalb die Hauptdiagonale nur Nullen enthlt.

Die Fischpopulation setzt sich zum Untersuchungszeitpunkt aus 500 Eiern, 50 jungen Fischen,
6 erwachsenen Fischen und 3 alten Fischen zusammen. Berechnen Sie mit Hilfe der Populations-
matrix P die Fischpopulation nach einem und nach zwei Jahren.

Ermitteln Sie eine Startpopulation, aus der nach einem Jahr 600 Eier, 100 junge Fische, 3 erwach-
sene Fische und 4 alte Fische geworden sind.
Berechnen Sie den prozentualen Zuwachs der Fischpopulation.

Bestimmen Sie einen Anfangsbestand, der sich jedes Jahr reproduziert und der zusammen
106 junge, erwachsene und alte Fische enthilt.
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a) | Mit der Bezeichnung aus der Aufgabenstellung ergibt sich folgender Graph:

10

b) | Die erste Zeile der Populationsmatrix P enthilt die Geburtenraten der zugehori-
gen Altersklassen. Die Geburtenrate ist hier die Anzahl der FEier, die im Laufe
eines Jahres von einem Individuum (Ei oder Fisch) in der zugehdrigen Alters-
klasse gelegt wird. Eier und junge Fische bringen keine Eier hervor, weshalb die
beiden Matrixelemente p; ; und p; , jeweils Null sind. Nur erwachsene und alte
Fische erzeugen Eier in den angegebenen Stiickzahlen (p; ; und p; 4).

Das Matrixelement p;, = 0,04 gibt die Uberlebensrate der jungen Fische an.

Die Hauptdiagonale enthilt nur Nullen, da kein Individuum in der zugehorigen
Altersklasse verbleibt. Die entsprechenden Anteile sind daher jeweils Null.

c) 500

Die Startpopulation wird durch den Vektor x—o = = beschrieben.

>~ =2

Fischpopulation nach einem Jahr:
0 0 50 100} (500) (600

— — 10,25 0 0O O 50 125

0 004 0 0]l6] |2
0 0 05 0]l3 3

Nach einem Jahr besteht die Population aus 600 Eiern, 125 jungen Fischen,
2 erwachsenen Fischen und 3 alten Fischen.

400
150
5
1

Fischpopulation nach zwei Jahren: xj =P. xT =

Nach zwei Jahren besteht die Population aus 400 Eiern, 150 jungen Fischen,
5 erwachsenen Fischen und einem alten Fisch.

Alternativ kann der Bestand nach zwei Jahren auch iiber den Ansatz

5 —
X, =P~ -Xx, errechnet werden.

20
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d)

Zur Ermittlung der gesuchten Startpopulation % wird folgender Ansatz be-
nutzt:

600 600 = 50E-+100A

N
— — 100 J 100 = 0,25N
x=Px & =P
E 3 = 0,044
A

4 = 0,5E

Losen des LGS ergibt: )70 =
2

Die Startpopulation ;0 besteht also aus 400 Eiern, 75 jungen Fischen, 8 er-
wachsenen Fischen und 2 alten Fischen; ihr Gesamtbestand beinhaltet 485
,Objekte’. Der Bestand B; nach einem Jahr betrdgt 707.

Somit ergibt sich ein prozentualer Zuwachs von ca. 45,8 %.

Volle Punktzahl wird auch vergeben, falls die Eier nicht zu den Individuen ei-
ner Fischpopulation gezdhlt werden. In diesem Fall ergibt sich ein prozentua-
ler Zuwachs von ca. 25,9 %.

25

e)

Moglicher Losungsweg:
Fiir eine sich reproduzierende Population X gilt:
N N N = 50E+100A
= = J J J = 0,25N
x =P-x & =P &
E E E = 0,047
A A A = 0,5E

Das LGS hat unendliche viele Losungen. Mit dem Parameter ¢ € N fiir die An-
zahl der alten Fische ergeben sich zunéchst unendlich viele Populationsvekto-
200z

= 50¢
ren x —
2t
t
Die einschrinkende Bedingung von zusammen 106 jungen, erwachsenen und
alten Fischen fiihrt schlielich auf nur einen moglichen Anfangsbestand X
JH+E+A=50t+2t+t=53tr=106 & r=2.
400
100

Setzt man#=2in x ein, so folgt: X =

2

Der Anfangsbestand enthilt somit 400 Eier, 100 junge, 4 erwachsene und 2 alte
Fische.
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Alternativ kann die einschrinkende Bedingung gleich beim Aufstellen des LGS
beriicksichtigt werden:
Fiir die sich reproduzierende Population x gilt:
N = 50E+4100A
. . J 0,25N
X =P-x A x§+x;+xZ:106 & E 0,04J
A = 0,5E
J+E+A = 106
Die Losung dieses LGS fiihrt auf die o.a. Losung ? = ( 400;100:4;2 )T . 10 | 20
Insgesamt 100 BWE | 25 | 55 | 20
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LA/AG 2
1.2 Sessellift

In einer Gebirgsregion wird die Errichtung eines Sessellifts von einem Urlaubsdorf zu einem Aus-
sichtspunkt geplant. Das Dorf liegt auf einem ebenen horizontalen Plateau. Der Sessellift soll im Dorf
beginnen. Der Hang vom Dorf zum Aussichtspunkt ist konkav, so dass das Trageseil direkt vom Dorf
zum Aussichtspunkt verlaufen kann. Uber diesen Hang, verliuft auch eine waagerechte Telefonlei-
tung, die vom geplanten Sessellift iiberquert werden muss. Bevor mit dem Bau begonnen werden
kann, ist zu priifen, ob die aus Sicherheitsgriinden geforderte Hohendifferenz zwischen dem Seil des
Sessellifts (Trageseil) und der Telefonleitung eingehalten wird.

Hinweis: Fiir die Bearbeitung der folgenden Aufgabenteile soll vereinfachend davon ausgegangen
werden, dass sowohl Telefonleitung als auch Trageseil geradlinig verlaufen, der Durchhang wird also
vernachldssigt.

In einem geeigneten Koordinatensystem kann das Plateau beschrieben werden als Teil der
x-y-Ebene. Die z-Achse zeigt lotrecht nach oben. Die Lingeneinheit sei in allen Richtungen 100 m.

Die Telefonleitung verlduft auf der Geraden durch die Punkte
F;(-21-412,6)und F, (01-412,6).

Zunichst wird geplant, dass der Sessellift im Dorf am Punkt S (-1 1 -8 | 0) beginnen soll.
Der Aussichtspunkt hat die Koordinaten A (=1 110 | 12).

a) Zeichnen Sie die Punkte F), F», die Telefonleitung und das geplante Trageseil des Sesselliftes in
das beiliegende Koordinatensystem ein (Anlage 1).
Begriinden Sie, dass diese Zeichnung fiir die Bauplanung wenig aussagekréftig ist.

Zeichnen Sie deshalb die Punkte F,, F,, die Telefonleitung und das geplante Trageseil des Sessel-
liftes auch in eine Draufsicht der Gegend (Landkarte) in ein ebenes x-y-Koordinatensystem ein
(Anlage 2).

b) Bestimmen Sie den Winkel, den die Telefonleitung und das Trageseil des Sesselliftes in der
Draufsicht miteinander bilden.
Bestimmen Sie die Raumkoordinaten des Punktes R auf dem Trageseil, in dem der Sessellift
genau iiber der Telefonleitung verlduft, und entscheiden Sie, ob die geforderte Hohendifferenz
von 5 m eingehalten wird.
Begriinden Sie, warum vermutlich die Planer den Punkt S so gelegt haben, wie angegeben.

¢) FEin Hotel liegt in rdumlicher Nédhe des geplanten Startpunktes im Punkt H; (0 -8 | 0).
Die Besitzer zweier anderer Hotels — H, (6 1-8 10) und H3 (3 -5 10) — im Dorf sehen in dem ge-
planten Startpunkt einen unzuléssigen Vorteil fiir das erste Hotel und stellen einen Antrag auf Ver-
legung des Startpunktes. Der Antrag wird vom Gemeinderat angenommen und zwar so, dass der
neue Startpunkt des Liftes von allen drei Hotels gleich weit entfernt ist.
Bestimmen Sie die Koordinaten des neuen Startpunktes und tragen Sie diesen Punkt und das neue
Trageseil in die Draufsicht (Anlage 2) ein.

d) Begriinden Sie, dass das verlegte Trageseil die Telefonleitung in unverinderter Hohe quert.

Untersuchen Sie auch die Fragen, ob das neu geplante Trageseil linger und ob es steiler als das
urspriinglich geplante Trageseil sein miisste.
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Anlage 1 zur Aufgabe ,.Sessellift“, Teil a)
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Diese Skizze ist nicht aussagekriftig, da die Perspektive nichts iiber den Hohen-
abstand von Telefonleitung und Trageseil des Sesselliftes aussagt. Auch ist nicht
zu erkennen, welchen Winkel Richtungsvektoren dieser beiden Objekte bilden.

Skizze, siehe Losung zu c).

10| 5

b)

Telefonleitung und Trageseil verlaufen in der Draufsicht senkrecht zueinander
und schneiden sich im Punkt mit den Koordinaten (-1 | —4 | 0). Lotrecht iiber
diesem Punkt muss die Hohendifferenz von Telefonleitung und Trageseil be-
stimmt werden.

Die Telefonleitung hat konstant die Héhe 260 m.
Vom Trageseil sind — ausgehend vom Talpunkt S — bis zum betrachteten Uber-

querungspunkt % der Gesamtdifferenz in y-Richtung erreicht, also auch % der

Gesamthohendifferenz von 1200 m, mithin ungeféahr 267 m. Die Hohendifferenz
von Trageseil und Telefonleitung betrégt also an der Uberquerungsstelle ca. 7 m,
der geforderte Abstand wird also eingehalten.

Fiir den Punkt R gilt: R (=1 1-41 2,6).
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[ |0 |10

Alternativ:
—1 0
Das Trageseil verlduft entlang der Geraden x=|—8|+X-[18]. Zur Bestim-
0 12
mung der Koordinaten von R ist jenes z gesucht, fiir das y = —4 gilt:
—8+18-A=—4
18-x=4
4 2

—1 0 —1
Eingesetzt in die Geradengleichung ergibt sich: | —8 +i- 18|=(—4].

18
0 12) | ¢

Der Punkt R hat damit die Koordinaten R (-1 | -4 | 2,6 ). Mit einer Hohe von ca.
267 m liegt er damit knapp 7 m iiber dem Telefonkabel. Der Abstand wird ein-
gehalten.

Eine andere Wahl des x-Wertes fiir den Startpunkt des Sesselliftes wiirde bei
gleichem y-Wert das Trageseil unnétig verldngern und damit zusétzliche Kosten
verursachen. Der y-Wert sorgt fiir die Einhaltung eines sinnvollen Abstandes
von Trageseil zur Telefonleitung. 10| 30

c) | Trigt man die Hotelkoordinaten in die 2. Vorlage ein, erkennt man entweder
unmittelbar, dass fiir den neuen Startpunkt M des Sesselliftes gilt: M (3 | -8 1 0).

Oder man wird die Koordinaten von M berechnen:

Wegen der Abstandsbedingung muss M auf der Mittelsenkrechten von H, H,

und der Mittelsenkrechten von z.B. H H, liegen.
Die Mittelsenkrechte von H,H, hat die Gleichung x=3.
Die Mittelsenkrechte von H H, geht durch den Punkt (% |22 O) =

(1,5 |—6,51 O) und hat die Steigung m = —% =—1.
3

Damit gilt fiir die Mittelsenkrechte von H H, :

—6,5=—1-1,54+b und b=-5,also y=—x—5.

Schnittpunkt der Mittelsenkrechten von H H, mit der Mittelsenkrechten von
HH,:

Fiir x = 3 erhdlt man y =—3—5=—8. Der Schnittpunkt und damit der Punkt M
hat die Koordinaten (3 1 -8 | 0).
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Telefonleitung F,
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)]

Hotel 3

X X
Kotel 1 M Hotel 2

25

d)

Da M und S den gleichen y-Wert (und natiirlich z-Wert 0) haben, wiederholt sich
die Argumentation bzw. Berechnung von c). Das neue Trageseil liberquert die
Telefonleitung in gleicher Hohe wie die alte (allgemein gilt dieses Argument fiir
Startpunkte, die auf einer horizontalen Parallelen zur Telefonleitung verlaufen).
Man erkennt auch unmittelbar, dass unter den Punkten im Dorf mit gleichem
y-Wert derjenige mit dem x-Wert —1 (dem x-Wert von A) den kiirzesten Abstand
zu A hat.

(Man kann dabei iiber den Vergleich von Kathete und Hypotenuse in dem
rechtwinkligen Dreieck MAS argumentieren).

Das Trageseil der neuen Planung ist also ldnger als das der alten und damit
natiirlich weniger steil, weil ja die gleiche Hohendifferenz tiberwunden werden
muss.

20

Insgesamt 100 BWE

20| 60

20
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.1 Schrauben STOCHASTIK 1

Bei einer Firma, die Schrauben herstellt, gibt es zwei Qualitéten, die beide in Kartons zu je 10 000
Stiick verpackt werden. Die hohere Qualitdt A wird zum Beispiel an Maschinenbauer verkauft, bei
denen die Exaktheit des Profils sehr wichtig ist. Man weil3, dass 98 % dieser Schrauben ein brauchba-
res Profil haben. Die mindere Qualitidt B wird zum Beispiel an Baumirkte verkauft, erfahrungsgemaif
sind nur 70 % dieser Schrauben im Profil so exakt, dass z.B. ein Maschinenbauer damit etwas anfan-
gen konnte, fiir Heimwerker ist dies aber nicht problematisch.

a) Aus einer Kiste der Qualitit B werden 10 Schrauben entnommen und auf das Profil gepriift.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass

e alle Schrauben von brauchbarem Profil sind,

e genau 9 von brauchbarem Profil sind,

e mindestens 8 von brauchbarem Profil sind.

(Kontrollergebnisse: 0,0282; 0,1211 und 0,3828)
Wenn die 10 Schrauben aus einer Kiste der Qualitiit A entnommen und auf das Profil gepriift werden,
gilt entsprechend: P(,,alle Schrauben von brauchbarem Profil*“) = 0,8171,

P(,,genau 9 Schrauben von brauchbarem Profil*) = 0,1667 und
P(,,mindestens 8 Schrauben von brauchbarem Profil*) = 0,9991.

Fiir den Fall, dass eine Kiste ohne Beschriftung ist, hat man keinen Anhaltspunkt, welche Qualitit in
der Kiste ist, da beide Qualititen in gleicher Stiickzahl produziert werden. Das heif3t, dass die Wahr-
scheinlichkeit, dass es sich um eine Kiste der Qualitit A handelt, 50 % ist. Es werden nun aus einer
Kiste ohne Beschriftung 10 Schrauben entnommen und auf das Profil gepriift.

b) Bestimmen Sie in diesem Fall die Wahrscheinlichkeit, dass
e alle Schrauben von brauchbarem Profil sind
e genau 9 von brauchbarem Profil sind
e mindestens 8 von brauchbarem Profil sind.

¢) Nun ergab die Priifung der 10 Schrauben, dass davon genau 9 ein brauchbares Profil haben.
Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass es sich um eine Kiste der Qualitit A handelt.

Als Mitarbeiter des Schraubenherstellers werden Sie aufgefordert, eine Entscheidungsregel aufzustel-
len, mit der auf Grund des Ergebnisses der Priifung von 10 Schrauben entschieden wird, ob die Kiste
als Qualitét A oder als Qualitit B verkauft werden soll. Eine mogliche Entscheidungsregel ist, dass Sie
sich bis zu der Grenze von 8 Schrauben mit brauchbarem Profil fiir Qualitit B entscheiden und bei
mehr als 8 brauchbaren Schrauben fiir Qualitit A.

d) Geben Sie die beiden denkbaren Fehlentscheidungen an.

e) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass es bei dieser vorgegebenen Entscheidungsregel zu
einer Fehlentscheidung kommt.
Bestimmen Sie ebenso diese Wahrscheinlichkeit fiir die Grenze 9.
Beurteilen Sie, welche Entscheidungsregel die sinnvollere ist.
Hinweis: Bedenken Sie, dass einerseits die Qualitdt einer Kiste unbekannt ist und andererseits die
Wahrscheinlichkeit fiir eine Fehlentscheidung davon abhdngt. (Kontrollergebnis: 0,0828)

Thr Chef meint, man sollte nicht nur die Wahrscheinlichkeiten betrachten, denn die beiden Fehler sind

nicht gleichwertig. Verkauft man filschlicherweise eine Kiste hoher Qualitét als Kiste minderer Quali-
tét, so tritt als Konsequenz eine Erlosminderung ein, also ein Verlust von 600 Euro. Wenn aber einem

Maschinenbauer eine minderwertige Qualitit geliefert wird, so betrédgt als Konsequenz dieser Fehlent-
scheidung der Verlust fiir Ihre Firma nach Schitzung Ihres Chefs 1 100 Euro.

f) Ermitteln Sie unter dieser Vorgabe den erwarteten Verlust bei den beiden Entscheidungsregeln aus
Teil ) und entscheiden Sie, welches nun die kostengiinstigere Grenze ist.
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a) | Die Wahrscheinlichkeit, dass alle Schrauben brauchbar sind, ist 0,7'°=0,0282 .

Die Wahrscheinlichkeit, dass genau 9 Schrauben brauchbar sind, ist
10-0,7°-0,3=0,1211.

Die Wahrscheinlichkeit, dass genau 8 Schrauben brauchbar sind, ist

10 ¢ 5
e -0,7°-0,3" =0,2335.

Also ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit, dass mindestens 8 Schrauben brauch-
bar sind, 0,3828. 15| 10

b) | Hier muss nur zwischen den beiden W. fiir die Qualititen gemittelt werden, da
die W. fiir jede Kiste zunichst 0,5 betrigt.

0,5-(0,0282+0,8171) =0,4227

0,5-(0,1211+0,1667) =0,1439

0,5-(0,3828 +0,9991) =0,6910.
Wenn dieser Teil nicht gelost werden kann, konnen dennoch alle weiteren Auf-

gabenteile bearbeitet werden. Die Mittelwertbildung ist nicht ganz nahe liegend,
eigentlich steht ja ein Baumdiagramm dahinter. 10

c) | Mittels einem Baumdiagramms, durch das Rechnen mit bedingten Wahrschein-
lichkeiten oder aus dem Vergleich der Wahrscheinlichkeiten fiir ,,genau 9
brauchbare* erhilt man, dass die Wahrscheinlichkeit fiir Qualitiat A

__Ole67 0,5792 betragt.
0,1667 +0,1211 20

d) | Beispielsweise ist Fehler 1, dass man sich fiir die hohe Qualitit entscheidet,
obwohl es die mindere Qualitit ist. Fehler 2 ist, dass man sich fiir die mindere
Qualitit entscheidet, obwohl es die hohe Qualitét ist. 10

e) | Wie in Teil b) muss hier gemittelt werden bzw. ein Baumdiagramm gezeichnet
werden.

Grenze ,,genau 9 brauchbare*: Die Wahrscheinlichkeit fiir Fehler 1 ist 0,0282
und fiir Fehler 2 ergibt sich 1 — 0,8171 = 0,1829, die Wahrscheinlichkeit ist
0,5-(0,0282+0,1829) =0,1056 .

Grenze ,,genau 8 brauchbare®: Die Wahrscheinlichkeit fiir Fehler 1 ist 0,0282 +
0,1211 = 0,1493 und fiir Fehler 2 ergibt sich 1 — 0,8171 — 0,1667 = 0,0162, die
Wahrscheinlichkeit ist 0,5-(0,1493+0,0162) =0,0828.

Die Wahrscheinlichkeit ist bei der Grenze ,,genau 8 brauchbare* niedriger, also
ist das die sinnvollere Entscheidungsregel.

Alle bendtigten Wahrscheinlichkeiten sind in Teil a berechnet bzw. in der Auf-
gabe gegeben, insofern ist hier nur Verstindnis und kaum Rechnung gefragt. 5 |10

Ma1-GKLM-AWT Seite 29 von 33



Freie und Hansestadt Hamburg Gymnasien, Gesamtschulen, berufsbildende Gymnasien

Behdrde fiir Bildung und Sport
Abitur 2007
Grundkurs Mathematik

Haupttermin

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | IO |II
f) | Hier miissen die Wahrscheinlichkeiten mit den entstehenden Kosten gewichtet
werden. Der 1. Fehler kostet 1 100 €, der Fehler 2 aber nur 600 €.
Grenze ,,genau 9 brauchbare: Die erwarteten Verluste sind
0,5-0,0282-1100€+0,5-0,1829-600 € =70,38 € .
Grenze ,,genau 8 brauchbare: Die erwarteten Verluste sind
0,5-0,1493-1100€+0,5-0,0162-600 € =86,98 € .
Die erwarteten Verluste sind bei der Grenze ,,genau 9 brauchbare* niedriger,
also ist das die sinnvollere Entscheidungsregel. 10l 10
Insgesamt 100 BWE | 25 | 55 | 20
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STOCHASTIK 2
1.2 Sammelbilder

Zur FuBball-WM 2006 gab es ein Sammelalbum, in das 596 verschiedene Bilder eingeklebt werden
konnten. Die Bilder wurden in Tiiten zu 50 Cent verkauft. In jeder Tiite waren fiinf verschiedene Bil-
der.

a) Jemand behauptet: ,,Es gibt mehr als 100 Milliarden Moglichkeiten unterschiedliche Tiiten zu
packen.” Untersuchen Sie, ob diese Behauptung (fiir die Anzahl der Moglichkeiten, fiinf verschie-
dene Bilder in eine Tiite zu packen) stimmt.

Nehmen Sie zunéchst an, dass alle Bilder in gleicher Anzahl gedruckt worden wiren. Die Verteilung
der Bilder auf die Tiiten soll vorgenommen werden als zufillige Ziehung ohne Zuriicklegen von 5
Bildern aus einem vollstidndigen Bildersatz (wie die Ziehung von Lottozahlen). Nehmen Sie auch an,
dass die einzelnen ,, Fiillungen* der Tiiten stochastisch unabhiingig voneinander gewesen wéren.

Das Bild von Ronaldinho, dem WeltfuB3ballspieler des Jahres 2005, war ein begehrtes Sammelobjekt.

b) Begriinden Sie, dass die Wahrscheinlichkeit, das Bild von Ronaldinho beim Kauf einer Sammel-

tiite zu erhalten, den Wert 5% hatte.

c) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, genau ein Bild von Ronaldinho beim Kauf von drei Sam-
meltiiten zu erhalten.

Wir nehmen jetzt an, dass Spielerbilder von Spielern, die nicht so beliebt waren, vom Verlag hiufiger
gedruckt und verteilt werden und ebenso die Bilder von besonders beliebten Spielern seltener gedruckt
und verteilt werden.

Wir nehmen weiterhin an, dass ein bestimmtes wenig begehrtes Spielerbild mit der Wahrscheinlich-
keit von p = 0,02 in einer Tiite vorkommt.

d) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass dieses Spielerbild in zehn zuféllig ausgewéhlten
Sammeltiiten mindestens einmal enthalten ist.
Vergleichen Sie diese Wahrscheinlichkeit mit der entsprechenden Wahrscheinlichkeit, wenn von
allen Bildern gleich viele gedruckt worden wiren.

Wir nehmen jetzt weiterhin an, dass 20 besonders beliebte Spieler lediglich jeweils mit einer Wahr-
scheinlichkeit von p = 0,001 in einer Tiite zu finden sind.
Anna hat von diesen 20 besonders beliebten Spielern bereits 12 in ihrer Sammlung.

e) Begriinden Sie, dass die Wahrscheinlichkeit fiir Anna, beim Kauf der nichsten Tiite mindestens
einen weiteren der ihr noch fehlenden beliebten Spieler vorzufinden, ungefihr 0,8 % betrégt.

f) Anna kauft solange weitere Tiiten, bis sie (mindestens) einen weiteren der ihr noch fehlenden be-
liebten Spieler in ihrem Besitz hat. Bestimmen Sie die Ausgaben, mit denen Anna rechnen muss.
Bestimmen Sie dazu die erwartete Anzahl m von Tiiten (also einen Erwartungswert!), die Anna
noch kaufen muss, bis sie mindestens einen weiteren der 20 beliebten Spieler in ihrer Sammlung
hat. Begriinden Sie dazu die folgende Gleichung: m=1-0,008 + (1+m)-0,992 .
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a)

596
Fiir die Anzahl der Moglichkeiten muss berechnet werden. Das Ergebnis

ist etwa 616 Milliarden, so dass der Behauptung (,,...mehr als 100 Milliarden...*)
zugestimmt werden muss.

b)

Ereignis R = ,,Ronaldinho ist in einer zuféllig gezogenen Tiite.*

[595}
L . . 4 5
Fiir jede Ziehung ist P(R) =>—%

596) 596
5

15

c)

Das dreimalige Kaufen von Tiiten entspricht einer dreistufigen Bernoulli-Kette
in Bezug auf das Vorkommen von ,,Ronaldinho®.

X sei die Anzahl der Tiiten mit ,,Ronaldinho®.

1 2
Dannist P(X =1 )= 3. i . ﬂ ~0,0247 ~2,5%.
596) (596

10

d)

10
P =1-(0,98)" =~18% Pzzl—(ﬂj ~8%
596

Die Wahrscheinlichkeit, ein bestimmtes Bild der weniger gefragten Bilder zu
bekommen, ist beim Kauf von 10 Tiiten durch die ,,Manipulation* also von 8 %
auf 18 % gestiegen.

10| 10

Anna fehlen noch 8 der beliebten Spieler. Eine nahe liegende und einfache
Rechnung besteht darin, den genannten Wert 0,001 mit 8 zu multiplizieren, um
die gesuchte Wahrscheinlichkeit zu errechnen, dass Anna in einer Tiite mindes-
tens ein neues beliebtes Bild findet. Dies wire dann vollig korrekt, wenn das
gemeinsame Auftreten von mehreren der noch fehlenden Spieler in einer Tiite
ausgeschlossen wire. Das ist zwar nicht der Fall, aber sehr unwahrscheinlich, so
dass diese Rechnung immerhin nidherungsweise korrekt ist.

Bemerkung: Man sollte fiir diesen Aufgabenteil nur die halbe Punktzahl geben,
wenn die genannte Rechnung ohne einen entsprechenden Hinweis auf den Ndhe-
rungscharakter der Losung erfolgt. Die folgende exakte Losung wird nicht er-
wartet:

Einen exakten Wert fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit erhilt man, indem man
zunichst die Argumentation von b) umdreht und daraus schlieB3t, dass jeweils
von 5000 Bildern je eines der 20 besonderen Bilder gedruckt werden muss.
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5000
Man kann dann[ 5 ] gleichwahrscheinliche verschiedene Moglichkeiten

betrachten, aus diesen 5000 Bildern eine Tiite zu fiillen. Da es unter den 5000
Bildern 8 beliebte Bilder gibt, die Anna noch nicht hat, besteht dann das Gegen-
ereignis dazu, dass Anna in einer Tiite mindestens ein neues beliebtes Bild fin-
det, aus Auswahlen, die keins der 8 noch fehlenden beliebten Bilder enthalten,

. 4992
davon gibt es Ak

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit, dass Anna in einer Tiite mindestens einen
neuen beliebten Spieler vorfindet betrégt also:

4992
Pl 5 _ 49921 514995! _4992-4991-4990-4989 - 4988
[SOOOJ 514987! 5000! 50004999 -4998 - 4997 - 4996

5
=0,798 % . 10 | 10

f) | Entweder kommt in der ersten gezogenen Tiite ein neuer beliebter Spieler vor,
dann betrédgt die betrachtete Anzahl 1,

oder Anna findet in der ersten Tiite keinen neuen beliebten Spieler, dann ist sie
wieder in der Ausgangssituation:

bis mindestens ein neuer beliebter Spieler auftaucht, ist die erwartete Anzahl an
zu kaufenden Tiiten dann aber um 1 grofler als m.

Die Mathematisierung dieser Uberlegung fiihrt auf die (lineare) Gleichung

m=1-0,008 + (1+m)-0,992, die die Losung mzﬁzl% hat.

’

Im Mittel muss Anna also noch 125 Tiiten (fiir 62,5 €) kaufen, bis sie einen wei-
teren der beliebten Spieler in ihrem Besitz hat. 10 | 10

Insgesamt 100 BWE | 25 | 55 | 20
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Freie und Hansestadt Hamburg
Behorde fur Bildung und Sport

Schriftliche Abiturprufung
Schuljahr 2006/2007

Grundkurs Mathematik

Gymnasien, Gesamtschulen, berufsbildende Gymnasien
Zweittermin

Unterlagen fur die Lehrerinnen und Lehrer

Diese Unterlagen sind nicht fur die Pruflinge bestimmt.

Diese Unterlagen enthalten:

1

1  Allgemeines

2 Riickmeldebogen

3 Hinweise fiir die Auswahl der Aufgaben

4 Hinweise zum Korrekturverfahren

5 Aufgaben, Erwartungshorizonte und die Bewertung fiir jede Aufgabe
Allgemeines

Weisen Sie bitte die Schiilerinnen und Schiiler auf die allgemeinen Arbeitshinweise am Anfang
der Schiilermaterialien hin.

Die Schiilerinnen und Schiiler kennzeichnen ihre Unterlagen nur mit der Kursnummer und ihrer
Schiilernummer, nicht mit ihrem Namen.

Die Arbeitszeit betrdgt 240 Minuten. Eine Einlesezeit von bis zu 30 Minuten kann gewéhrt wer-
den. In dieser Zeit diirfen die Aufgaben aber noch nicht bearbeitet werden.

Erlaubte Hilfsmittel: Nichtprogrammierbarer und nicht grafikfdhiger Taschenrechner, Formel-
sammlung ,,Das groBe Tafelwerk interaktiv, Cornelsen-Verlag, Operatorenliste, Rechtschreib-
lexikon.
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Freie und Hansestadt Hamburg Gymnasien, Gesamtschulen, berufsbildende Gymnasien

Behdrde fiir Bildung und Sport Zweittermin
Abitur 2007
Lehrermaterialien zum Grundkurs Mathematik
2 Ruckmeldebogen fur die Zweitkorrektur
Bitte umgehend ausfillen und an B 1-Z faxen!

Behorde fiir Bildung und Sport Schulchiffre:

B1-Z

Fax 42 79 67-006

Aufgabenstatistik und Information fur die Zweitkorrektoren

in Fachern mit zentraler Aufgabenstellung

Fach: Mathematik, Grundkurs Kurs-Nummer:

Bearbeitet wurden die folgenden Aufgaben:

Aufgabe Nr. Anzahl

1.1 von Pruflingen
1.2 von Pruflingen
1.1 von Pruflingen
1.2 von Priflingen
1.1 von Pruflingen
1.2 von Pruflingen

Datum:

Unterschrift:

Ma2-GKLM-AWT
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Freie und Hansestadt Hamburg Gymnasien, Gesamtschulen, berufsbildende Gymnasien
Behdrde fiir Bildung und Sport Zweittermin
Abitur 2007

Lehrermaterialien zum Grundkurs Mathematik

3 Aufgabenauswabhl

e Sie erhalten sechs Aufgaben — I.1, 1.2 (Analysis) und Il.1, 1.2 (Lineare Algebra / Analytische
Geometrie) und lll.1, 1.2 (Stochastik).

e Sie wihlen genau drei Aufgaben aus genau den zwei Sachgebieten | und Il oder | und Ill aus
und reichen diese an die Schiilerinnen und Schiiler weiter.

e Sie iiberpriifen gemeinsam mit den Schiilerinnen und Schiilern die Vollstédndigkeit der Arbeits-
unterlagen.

e Die Schiilerinnen und Schiiler bearbeiten drei Aufgaben.

e Sie vermerken auf der Reinschrift, welche Aufgabe sie bearbeitet haben.

4 Korrekturverfahren

e Die Korrekturen werden gemaf3 der ,,Richtlinie fiir die Korrektur und Bewertung der Priifungsleis-
tungen im schriftlichen Teil der Abiturpriifung vorgenommen.

e Die Bewertung und Benotung der Arbeiten wird auf einem gesonderten Blatt vorgenommen, siche
Anlagen Bewertungsbdgen fiir die Erst- und die Zweitkorrektur (s. Anlagen S. 4 und 5).

e Die Bewertungsbdgen verbleiben in der Schule.

e Die Originale der Schiilerarbeiten werden zusammen mit dem Bewertungsbogen fiir die Zweitkor-
rektur und einer Kursliste, die nur die Schiilernummern enthalten darf, sowie einem Exemplar der
Lehrermaterialien zu einem Packchen gepackt.

e Zuden Zeitvorgaben, Warnmeldungen und dem weiteren Verlauf des Verfahrens siche den ,,Ab-
laufplan fiir die Durchfiihrung der schriftlichen Priifungen*.

Bei der Korrektur der Schiilerarbeiten kann es auf Grund von unterschiedlichen didaktischen Konzep-
ten oder Verkiirzungen auf Grund von Verabredungen zu unterschiedlichen Bewertungen von Schiiler-
leistungen kommen, insbesondere im formalen Bereich. Bisher lieBen sich solche unterschiedlichen
Sichtweisen im Gespréch zwischen Referent und Korreferent kléren.

Im Abitur mit zentralen Anteilen ist eine solche Kldrung wegen des anonymisierten Korrekturverfah-
rens nicht mdglich. Deshalb ist insbesondere auf Seiten des Korreferenten ein sensibles Vorgehen
gefordert. Auch wenn der Korreferent eine andere Korrektheit von seinen Schiilerinnen und Schiilern
fordern wiirde, sollte er darauf achten, ob der Referent bei seinen Korrekturen durchgéngig anders
verfahren ist. Es gilt der Grundsatz, dass die Schiilerinnen und Schiiler durch unterschiedliche Sicht-
weisen nicht benachteiligt werden diirfen.

Die Losungsskizzen in den Erwartungshorizonten zu den einzelnen Aufgaben geben Hinweise auf die
erwarteten Schiilerleistungen. Oft sind aber verschiedene Losungsvarianten moglich, die in der Skizze
nur zum Teil beschrieben werden konnten. Grundsétzlich gilt deshalb, dass alle Varianten, die zu rich-
tigen Losungen fiihren, mit voller Punktzahl bewertet werden, unabhéngig davon, ob die gewéhlte
Variante in der Losungsskizze aufgefiihrt ist oder nicht.

Ma2-GKLM-AWT Seite 3 von 33



Freie und Hansestadt Hamburg Gymnasien, Gesamtschulen, berufsbildende Gymnasien
Behdrde fiir Bildung und Sport Zweittermin
Abitur 2007

Lehrermaterialien zum Grundkurs Mathematik

5 Aufgaben, Erwartungshorizonte und Bewertungen

Erwartungshorizont:

Kursiv gedruckte Passagen sind Hinweise an die korrigierenden Lehrkréfte. Sie sind nicht Bestandtei-
le der erwarteten Schiilerleistung.

Bewertung:

Jeder Aufgabe sind 100 Bewertungseinheiten (BWE) zugeordnet, insgesamt sind also 300 BWE
erreichbar. Bei der Festlegung von Notenpunkten gilt die folgende Tabelle.

Uemheiten | Lelsung | Ntenpunke Umheien | Leisung | Ntnpunke
> 285 >95 % 15 > 165 >55 % 7
>270 >90 % 14 >150 >50% 6
> 255 > 85 % 13 >135 >45 % 5
> 240 >80 % 12 >120 >40 % 4
>225 >75 % 11 > 99 >33 % 3
>210 >70 % 10 > 78 >26% 2
> 195 > 65 % > 57 >19% 1
> 180 > 60 % 8 < 57 <19% 0

Die Note ,,ausreichend* (5 Punkte) wird erteilt, wenn anndhernd die Halfte (mindestens 45 %) der
erwarteten Gesamtleistung erbracht worden ist. Dazu muss mindestens eine Teilaufgabe, die Anforde-
rungen im Bereich II aufweist, vollstindig und weitgehend richtig bearbeitet werden.

Die Note ,,gut‘‘ (11 Punkte) wird erteilt, wenn annihernd vier Fiinftel (mindestens 75 %) der erwar-
teten Gesamtleistung erbracht worden sind. Dabei muss die Priifungsleistung in ihrer Gliederung, in
der Gedankenfithrung, in der Anwendung fachmethodischer Verfahren sowie in der fachsprachlichen
Artikulation den Anforderungen voll entsprechen. Ein mit ,,gut* beurteiltes Priifungsergebnis setzt
voraus, dass neben Leistungen in den Anforderungsbereichen I und Il auch Leistungen im Anforde-
rungsbereich III erbracht werden.

Bei erheblichen Mingeln in der sprachlichen Richtigkeit sind bei der Bewertung der schriftlichen Prii-
fungsleistung je nach Schwere und Haufigkeit der VerstdBe bis zu drei Notenpunkte abzuziehen. Dazu
gehoren auch Méngel in der Gliederung, Fehler in der Fachsprache, Ungenauigkeiten in Zeichnungen
sowie falsche Beziige zwischen Zeichnungen und Text.
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Abiturprifung 2007 Schulchiffre BeBo EKo M
Fach Mathematik
Bewertungsbogen Erstkorrektur Schiller-
Kurstyp GK
Nummer
Kurs-Nummer
Aufgaben BWE je Teilaufgabe BWE bro
Nummer (nicht verwendete Felder bitte durchstreichen) Auf a%e
(z.B.1.2) 9
¥ a) b) c) d) e) f) 9) v

Bewertungstext

Summe der BWE =

Notenpunkte =

Dieser Bogen kann auch aus dem Internet unter www.hera.bbs.hamburg.de mit dem Anmeldenamen abschluss und dem Passwort pruefung
zum rechnergestltzten Ausfilllen heruntergeladen werden.




Abiturprifung 2007 Schulchiffre BeBo ZKo M
. Fach Mathematik
Bewertungsbogen Zweitkorrektur Schiller-
Kurstyp GK
Nummer
Kurs-Nummer
Aufgaben BWE je Teilaufgabe BWE bro
Nummer (nicht verwendete Felder bitte durchstreichen) Auf a%e
(z.B.1.2) 9
¥ a) b) c) d) e) f) 9) v

Bewertungstext

Summe der BWE =

Notenpunkte =

Dieser Bogen kann auch aus dem Internet unter www.hera.bbs.hamburg.de mit dem Anmeldenamen abschluss und dem Passwort pruefung
zum rechnergestltzten Ausfilllen heruntergeladen werden.




Freie und Hansestadt Hamburg Gymnasien, Gesamtschulen, berufsbildende Gymnasien
Behdrde fiir Bildung und Sport Zweittermin
Abitur 2007

Lehrermaterialien zum Grundkurs Mathematik

/ ANALYSIS 1

Kurs-Nr. / Schiiler-Nr.

.1 Parkanlage

In einer historischen Parkanlage befindet sich ein geschwungener Wasserlauf, der durch den Graphen
der Funktion w mit w(x)=0,001x’ —0,16x* 4 6,5x mit der notwendigen Genauigkeit beschrieben

wird. Die Breite des Wasserlaufs wird (zunédchst) vernachléssigt.

Durch den Park fiihrt eine Schmalspurbahn mit geradem Streckenverlauf, der durch den Graphen der
Funktion b mit b(x) = x gut dargestellt wird. Die Breite der Gleisanlage bleibt ebenfalls (zunéchst)

unberiicksichtigt.

Alle Koordinaten in der Aufgabe sind in Metern angegeben.

a)

b)

d)

Die Graphen von w und b haben drei Schnittpunkte.
Bestitigen Sie, dass die Graphen von w und b sich in den Punkten (50 | 50) und (110 | 110)
schneiden und geben Sie den dritten Schnittpunkt an.

Ermitteln Sie die Extrem- und Wendepunkte von w und runden Sie alle Ergebnisse auf die erste
Nachkommastelle.
Zeichnen Sie die Graphen von w und b in das gegebene Koordinatensystem.

Die Flidchen, die von der Bahnlinie und dem Wasserlauf eingeschlossen werden, sollen besonders
aufwindig girtnerisch gestaltet werden. Pro Quadratmeter werden 13 € veranschlagt. Es wird auf
10 m® genau abgerechnet.

Bestimmen Sie in dieser Genauigkeit die GroBe der linken der beiden eingeschlossenen Flachen.
Die rechte ist 2 880 m” groB.

Berechnen Sie die Kosten fiir die gértnerische Gestaltung der beiden Fldchen.

In der Ndhe des Wasserlaufs beim Punkt (85 | 12) befindet sich die Ausflugsgaststitte ,,Parkperle®.
Die ,,Parkperle will ein weiteres Geschéftsfeld entwickeln: Pop-Konzerte. Dafiir wird ein neuer
Starkstromanschluss zu einer Transformatorenstation gebraucht, die sich im Punkt (25 | 90)
befindet.

Zeichnen Sie die Transformatorenstation und die ,,Parkperle® ein.

Die von der Ausflugsgaststétte zur Station fiihrende neue Elektroleitung soll moglichst kurz, also
gerade sein. Der Wasserlauf soll nicht unterquert werden, weil das recht teuer wére.

Beschreiben Sie, wie rechnerisch geklart werden konnte, ob diese Forderungen erfiillbar sind oder
nicht (explizite Rechnungen sind nicht gefordert).

Ein Architekt soll fiir eine Anhoérung die Zeichnung ansprechender
gestalten. Wasserlauf und Bahnlinie sollen mit ihren wahren
Breiten von 5 m bzw. 3 m maBstabsgerecht gezeichnet werden.
Der Architekt macht es sich leicht. Er zeichnet fiir den Bach die
Kurve noch zweimal (quasi als Uferlinie), jeweils um 2,5 Einheiten
nach oben bzw. nach unten verschoben. Entsprechend macht er es
mit der Bahnlinie. Die Skizze rechts zeigt das Prinzip.

Bei der Bahnlinie sieht die Zeichnung zwar gut aus, ist aber nicht
richtig. Beim Wasserlauf ist der Architekt vollkommen
unzufrieden.

Beurteilen Sie das Vorgehen des Architekten.
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Freie und Hansestadt Hamburg Gymnasien, Gesamtschulen, berufsbildende Gymnasien
Behdrde fiir Bildung und Sport Zweittermin
Abitur 2007

Lehrermaterialien zum Grundkurs Mathematik

Anlage zur Aufgabe Parkanlage

QN
Qv

an
A}

LaYal
Y

20 110 60 80 100 r
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Freie und Hansestadt Hamburg

Gymnasien, Gesamtschulen, berufsbildende Gymnasien

Behdrde fiir Bildung und Sport Zweittermin
Abitur 2007
Lehrermaterialien zum Grundkurs Mathematik
Erwartungshorizont
Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | II |10

a) | Es gilt w(50)=0,001-50° —0,16-50 +6,5-50 = 50 und analog w(110)=110.

(0] 0) ist offenbar der dritte Schnittpunkt. 5
b) | Die Nullstellen von w’ mit w/(x)=0,003x> —0,32x+ 6,5 sind die Loésungen

der quadratischen Gleichung 0,003x> —0,32x+6,5=0 < x> — %x + %00 =0.

x =104 J10) 60794 und x, ~27,3.

Es ist w"(x)=0,006x—-0,32 und w"(79,4)>0, w"(27,3) <0 . Daher folgt mit

der hinreichenden Bedingung fiir lokale Extrempunkte die Existenz von

7(79,4/8,0) und H(27,3|78,6).

Jede ganzrationale Funktion dritten Grades hat genau einen Wendepunkt, dessen

x-Koordinate die Nullstelle der zweiten Ableitung ist, also W(53,3 | 43,3).

Fiir die Zeichnung werden noch einige Punkte berechnet, z.B.

w(10) = 50, w(20) = 74, w(40) = 68, w(60) = 30, w(90) = 18, w(100) = 50.

AY
1001
Transformator
o
X
I 10| 25

c) | Die Gro3e der rechten Fléche ist in der Aufgabe gegeben. Fiir die linke Fliche

ist das Integral

50 50

[ ()= b(x))x = [(0,001x° —0,16x" +5,5x)dx =

0 0

=[o it e 4222 T 51770
zu berechnen.
Die Kosten fiir 1770m’ +2880m” = 4650 m” betragen 60 450 EUR. 20
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Freie und Hansestadt Hamburg

Behdrde fiir Bildung und Sport
Abitur 2007

Lehrermaterialien zum Grundkurs Mathematik

Gymnasien, Gesamtschulen, berufsbildende Gymnasien

Zweittermin

Losungsskizze

Zuordnung,

Bewertung

11

III

d)

Die Zeichnung wird ergénzt wie in der Losung zu a) bereits eingetragen.

Explizite Rechnungen sind nicht gefordert. Es geht um die Beschreibung der
Vorgehensweise.

Es kann die Gleichung einer Geraden durch die ,,Punkte* Trafostation und
,Parkperle* aufgestellt werden, um dann zu priifen, wie viele Schnittpunkte
diese Gerade mit dem Graphen von w hat. Ist es nur ein Schnittpunkt, so ist zu
untersuchen, ob die ,,Parkperle* oberhalb oder unterhalb des Wasserlaufs ist. Im
ersten Fall ist der Schnittpunkt ohne Bedeutung, im zweiten Fall sind die Trafo-
station und die Gaststitte auf verschiedenen Seiten des Fliisschens.

Wenn es mehr als einen Schnittpunkt der Geraden mit dem Wasserlauf gibt, sind
die Forderungen nicht erfiillbar.

Hinweis: w(85)~10,6.

15

Die Bahnlinie sieht in der Zeichnung gut aus. Sie ist iiberall gleich breit, so dass
der Fehler nicht aufféllt: Die Bahn ist zu schmal dargestellt, denn ihre Breite ist
vom Architekten senkrecht zur x-Achse, nicht aber senkrecht zum Verlauf der
Bahn gemessen worden.

Der Wasserlauf ist gekriimmt. Das mehrfache Zeichnen des Graphen — senkrecht
zur x-Achse verschoben — ergibt einen Bachlauf, der umso schmaler ist, je gro-
Ber der Betrag der Steigung von w ist.

Das Vorgehen des Architekten ist also schon im Ansatz falsch.

20

Insgesamt 100 BWE

20

60

20
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Freie und Hansestadt Hamburg
Behdrde fiir Bildung und Sport
Abitur 2007

Gymnasien, Gesamtschulen, berufsbildende Gymnasien
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Lehrermaterialien zum Grundkurs Mathematik

/
Kurs-Nr. / Schiiler-Nr.

.2 Harry Potter

ANALYSIS 2

Die Potter — Manie

Auch wenn der neue Harry-Potter Band noch
nicht erschienen ist, brodelt es in der Gertichte-
kiiche schon heftig: Muss Harry Potter wirklich
sterben? Der 7. und voraussichtlich letzte Band
erscheint in der Nacht zum 21. Juli unter dem
Titel Harry Potter and the Deathly Hallows.
Auch dieser Band wird wieder ein Bestseller
werden. Doch trotz aller Euphorie ging der Ab-
satz bisher von Band zu Band zuriick:

Waren bei dem Band Harry Potter und der Stein
der Weisen noch insgesamt rund 5 Millionen auf
dem deutschen Markt zu verkaufen, so waren es
beim 6. Band Harry Potter und der Halbblut-
prinz nur noch rund 3 Millionen. Das tut dem
Kult aber keinerlei Abbruch: Im Gegenteil, die
Aufregung um die neuesten Abenteuer des Hel-

den versetzen immer mehr kleine und grof3e
Menschen in Entziicken. Fieberhaft sehnt man
die Stunde Null herbei, kostiimiert erwartet man
gemeinsam im Biicherladen den mitternachtli-
chen Moment, wo man endlich das (lange vorbe-
stellte) deutsche Exemplar in Hinden halt.

So wurden beispielsweise beim Band 6, der am
1.10.2005 auf dem deutschen Markt erschien, um
Mitternacht 100.000 vorbestellte Biicher den
Kunden iibergeben und schon am Ende des ersten
Verkaufstages war die Millionengrenze erreicht.
Auch mit dem 7. Band wird diese Millionengren-
ze wohl schon am 1. Verkaufstag erreicht. Die
Potter-Manie ist auch deshalb so spektakulir,
weil innerhalb kiirzester Zeit der grofite Teil der
Auflage verkauft wird.

Zur Modellierung der Entwicklung der Verkaufszahlen des 6. Bandes Harry Potter und der Halbblut-

prinz wird folgende Funktion vorgeschlagen:

f(=31-3-0,7",
wobei ¢ die Zeit in Tagen seit Beginn der Auslieferung und f{z) die bis dahin verkaufte Anzahl von

Biichern (in Millionen) darstellt.

a) Bestitigen Sie, dass diese Funktion die im Text genannten drei Informationen zu den Verkaufs-

zahlen richtig wiedergibt.
b) Bestimmen Sie die erste Ableitung f'.

Hinweis: Benutzen Sie dazu f(t)=3,1-3-0,7'=3,1-3¢""7" .

Interpretieren Sie f” im Sachkontext.

¢) Skizzieren Sie die Funktionsgraphen von f und f” in das vorgegebene Koordinatensystem.

d) Ermitteln Sie, nach etwa wie vielen Tagen (in diesem Modell) bereits 2 Millionen vom Band 6

verkauft wiren.

Fiir den 7. und damit letzten Band gibt es ein anderes mathematisches Modell, ndmlich

t)=
8() 1+

wobei wieder ¢ die Zeit in Tagen seit Beginn der Auslieferung und g(z) die bis dahin verkaufte Anzahl
von Biichern darstellt.

e) Bestimmen Sie a so, dass g die Verkaufsprognose fiir den 7. Band (ndmlich 1 Million verkaufter
Bénde bereits am ersten Tag) wiedergeben kann [Kontrollergebnis: @ = 2], und ermitteln Sie, mit
wie vielen verkauften Exemplaren man nach diesem Modell maximal rechnen kann.

f) Im zweiten Koordinatensystem sind Thnen ergéinzend die Graphen von g und g' gegeben. Verglei-
chen Sie die Modellierungsansétze von g und f— auch unter Beriicksichtigung der Ableitungen —
und interpretieren Sie diese im Sachkontext der Aufgabe.
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Anlage zur Aufgabe Harry Potter

A

y

2.5

1.5

0.5

\ 4

2.5

1.5

0.5
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Freie und Hansestadt Hamburg

Gymnasien, Gesamtschulen, berufsbildende Gymnasien

Behdrde fiir Bildung und Sport Zweittermin
Abitur 2007
Lehrermaterialien zum Grundkurs Mathematik
Erwartungshorizont
Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
| II |10
a) | Vorgeschlagene Funktion: f(r)=3,1-3-0,7",reR.
Aus dem Text sind fiir Harry Potter Band 6 folgende drei Informationen zu ent-
nehmen:
1. Startwert =0, f{0)=0,1 (in Millionen).
2. f(H=1.
3. Sittigung ca. 3, d.h. lim f(¢) =3 (muss nicht formal dargestellt werden)
Uberpriifung
1. f(0)=3,1-3-0,7°=0,1 ist richtig.
2. f(1)=3,1-3-0,7"' =3,1-2,1=1 istrichtig.
3. Die Uberpriifung dieser Vorgabe kann durch eine theoretische Uberlegung,
aber auch durch Einsetzen geschehen (z.B. f(5) = 2,60; f(10) = 3,02;
f(100) = 3,10).
Alle Vorgaben des Textes werden erfiillt. 10 | 10
b) | 1. Ableitung:
f(1)=3,1-3-0,7"=3,1-3e"""" = £'(t)==3(In0,7)e™""’
f/nimmt monoton ab, da f'(t) = —3(In0,7)e™*”" = -3(-0,36)e " = %, d.h.
o
der Nenner wéchst und der Zahler ist konstant, also wird der Bruch immer klei-
ner.
Interpretation im Sachkontext:
f~ beschreibt, wie sich die Anzahl der verkauften Biicher iiber die Zeit verandert.
Daf’ positiv ist, bedeutet dies, dass immer noch weitere Biicher verkauft wer-
den, die Tatsache aber, dass f " sich schon relativ bald (z.B. f '(30) = 0,00002 )
kaum noch von Null unterscheidet, macht deutlich, dass der Zuwachs an ver-
kauften Biichern immer geringer wird, d.h. die Gesamtauflage wird fast voll-
stindig in kurzer Zeit verkautft. 15
A
¢) y
3
25 f _—
2
1.5
1
0.5 T f/
\\
0 Tt
0 1 2 3 4 5 i 15
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Lehrermaterialien zum Grundkurs Mathematik

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I | I |10
d) | Verkaufte Menge 2 Millionen, d.h.:
f(®)=31-3-0,7"=2
1,1
B — 0’ 7Z
3
t=2,8,
also ist die 2-Millionen-Grenze nach ca. 3 Tagen erreicht. 10
e) | Information aus dem Text: nach 1 Tag ist auch fiir Band 7 wiederum eine Mil-
lion verkauft.
a .
g(t)= — mit g(l)=1
l+e
a
)= =1
M 1+
a
H=—=1
g 5
2
also folgta =2 und g(¢) = ———
l+e
Analog zur Rechnung bei b) lésst sich hier eine Marktsattigung bereits bei
2 Millionen feststellen. 10 | 10
f) Modell 1 Modell 2
3 y 3 Y
25 f — 25
2 2 pa—
0. [ — ] f ] 0.5 — .
0 —t 0 I t
fx=0) f'(x=0) 8(x20) g (x20)
monoton wachsend | monoton fallend, monoton wachsend |[Maximum bei (1 | %2),
f'(x) positiv g'(x) positiv
Asymptote: y =3,1 | Asymptote: y=0 Asymptote: y =2 Asymptote: y =0
£0)=0,1 10y~ 1,1 2(0) ~ 0,54 o' (0)~0,39

(Tabelle und Graphen an dieser Stelle nicht verlangt)

Vorschlige fiir Vergleich der Modelle und Interpretationsansétze:

Beide Modelle stimmen darin iiberein, dass die betrachteten Funktionen — aus-
gehend jeweils von einem festen Wert — streng monoton steigen und dass sie
sich jeweils einer Obergrenze nidhern. Das macht Sinn, weil um Mitternacht
schon vorbestellte Biicher zur Auslieferung kommen, weil die Anzahlen der
insgesamt verkauften Biicher steigen miissen, da ja keine Biicher zuriickgegeben
werden konnen, und weil liber kurz oder lang auch kaum noch Biicher verkauft
werden konnen.
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Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung

I | I | I

Die beiden Funktionen unterscheiden sich in den Anfangswerten, den Obergren-
zen und der Zeit, bis diese fast vollstdndig erreicht werden. Bei f hat die Ablei-
tung einen gegeniiber der Ableitung von g relativ hohen positiven Anfangswert.
Diese stets positive Ableitung féllt monoton, wéhrend sie bei g bis zum Ende
des ersten Tages noch geringfiigig steigt.

Das sind verniinftige denkbare Modelle, wenn man annimmt, dass wegen des
spekulierten Endes von Harry Potter die Anfangseuphorie beim 7. Band sehr
hoch ist, dann aber das Interesse schnell erlahmt und damit auch schnell die

KW attigungsgrenze® erreicht wird. Die Ableitung kann man interpretieren als
Interesse an dem jeweiligen Band. Die besondere Situation des voraussichtlich
letzten Bandes wird dann auch sinnvoll durch das beschriebene Verhalten der
Ableitung modelliert.

Ein Mangel beider Modelle konnte sein, dass die Sattigungsgrenze zu schnell
erreicht ist, was wohl nicht der Realitdt entspricht. 10 | 10

Insgesamt 100 BWE | 25 | 55 | 20
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1.1 Spielzeugsteine

Ein Unternehmen hat eine neue Art von Spielzeugsteinen entwickelt. Es gibt dabei vier unterschiedli-
che Spielzeugsteine S, S>, S3 und S, Aus diesen Spielzeugsteinen lassen sich vier unterschiedliche
Baugruppen B;, B, B; und B, zusammensetzen. Auf dem Markt sollen folgende drei Verpackungsein-
heiten unterschiedlicher GroBe angeboten werden:

Mini-Box (E;), Standard-Box (E,) und Big-Box (Ej3).

Die folgenden Tabellen geben an,

wie viele der einzelnen wie viele der einzelnen wie viele der einzelnen Spiel-

Spielzeugsteine zu je einer Baugruppen fiir je eine Ver- zeugsteine in je einer der Ver-

Baugruppe zusammenge- packungseinheit bendtigt packungseinheiten enthalten

stellt werden: werden: sind:

(Spielzeugsteine — Baugruppen) (Baugruppen — Verpackungseinheiten) (Spielzeugsteine — Verpackungseinheiten)
B] Bz Bg B4 E] EZ E3 E] E2 E3

S, | 4 3 4 0 B | 1 3 5 S; | 17 | 32 | 54

S| 7 b) 2 8 Bl 3 | a 6 S, | 40 | 69 | 121

S; 1 5 3 0 3 Bs| 1 a, | 4 S;1 20| 36 | 61

Sy 2 4 4 6 B,| 2 3 6 S.] 30 | 48 | 86

a) In der Baugruppen/Verpackungseinheiten-Tabelle fehlen zwei Angaben.
Ermitteln Sie die fehlenden Werte a; und a,.
Beschreiben Sie die Bedeutung von a; und a,.
Hinweis:  Fiir die weiteren Berechnungen sei a; = 4 und a, = 2.

Die Herstellkosten in GE fiir die unterschiedlichen Spielzeugsteine und Verpackungseinheiten und die
auf dem Markt zu erzielenden Preise in GE entnehmen Sie den folgenden Tabellen:

Herstellkosten Preise
Spielzeugsteine S; S5 S3 Sy Verpackungseinheiten | E; E, E;
Herstellkosten 0,04 | 0,02]0,04| 0,03 Preise 7,95 112,95 17,95

Verpackungseinheiten | E; E, | E;

Herstellkosten 08 | 1,2 ]| 1,5

Fiir das Zusammenstellen der Baugruppen fallen keine Kosten an.
Die anteiligen fixen Kosten fiir den folgenden Kundenauftrag betragen 15400 GE.

Das Unternehmen hat fiir den kommenden Monat Kundenauftrige iiber die Lieferung von
1800 Verpackungseinheiten £, (Mini-Box), 900 Verpackungseinheiten £, (Standard-Box) und
1200 Verpackungseinheiten E; (Big-Box) erhalten.

b) Berechnen Sie die Anzahlen der Spielzeugsteine S, S,, S5 und S, die zur Abwicklung dieser Auf-
trage bendtigt werden.

c) Bestimmen Sie die Gesamtkosten, und berechnen Sie den Gesamterlds und den Gesamtgewinn fiir
die Abwicklung dieser Auftrige.
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d) Nach Erledigung eines Kundenauftrages liegen noch folgende Restbestinde an Spielzeugsteinen
im Lager: 7180 vonS,, 3660 vonS;, 5140 von S,.

Ermitteln Sie die Anzahl der drei Verpackungseinheiten E; , E; und E; , die noch zusammenge-
stellt werden konnen, wenn das Lager vollstdndig gerdumt werden soll, und berechnen Sie die An-
zahl der Spielzeugsteine, die von S; zur Zusammenstellung der Verpackungseinheiten benétigt
werden.

e) Der Lagermeister des Unternehmens behauptet, dass unabhidngig von den Lagerbestinden der
Spielzeugsteine S, S5 und S, das Lager grundsitzlich vollstindig gerdumt werden kann, wenn die
entsprechende Anzahl an Spielzeugsteinen von S; zur Verfiigung stehen.

Beurteilen Sie, ob der Lagermeister mit seiner Aussage Recht hat.
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I I |10
a) | Die Matrix A beschreibe die Tabelle Spielsteine — Baugruppen, B die Tabelle
Baugruppen — Verpackungseinheiten und C die Tabelle Spielzeugsteine —
Verpackungseinheiten. Dann muss gelten A-B =C mit
4 3 40 1 3 5 17 32 54
75 2 8 3 a 6 40 69 121
A= ;B= ;C=
53 03 1 a, 4 20 36 ol
2 4 46 2 3 6 30 48 86
Eine vollstandige Matrizenmultiplikation ist nicht erforderlich, weil zwei Glei-
chungen zur Bestimmung von a; und a, ausreichen. Auf die Uberpriifung der
Erfiillbarkeit kann verzichtet werden, weil das Modell von einer eindeutigen
Matrizengleichung A-B =C ausgeht.
Losungsbeispiel:
Durch Multiplikation der dritten und der ersten Zeile der Matrix A mit der zwei-
ten Spalte der Matrix B und dem Vergleich mit den entsprechenden Werten der
Matrix C ergeben sich folgende beiden Gleichungen:
15+3a, +9=36 = a, =4 einsetzen
12+3-4+4a,+0=32 = a,=2
a; gibt an, wie viele Baugruppen von B, fiir die Verpackungseinheit £, benotigt
werden, und a,, wie viele Baugruppen von B; fiir dieselbe Verpackungseinheit
E,, denn a; und a, sind in derselben Spalte.
Wird die dritte Zeile nicht genutzt, ergeben sich zwei Gleichungen mit zwei Un-
bekannten. Der Rechenaufwand ist dann etwas grofler. 20
b) | (17 32 54 124200
1800
40 69 121 900 | = 279300
20 36 61 | 141600
1200
30 48 86 200400
Fiir den kommenden Monat werden an Spielzeugsteinen bendtigt:
124 200 von S, 279 300 von S, 141 600 von S5 und 200 400 von S,. 10

c) | Gesamtkosten = Herstellkosten Spielzeugsteine + Herstellkosten Verpa-
ckungseinheiten + fixe Kosten

Herstellkosten Spielsteine =
(124200]279300|1416000]200400) - (0,04]0,02]0,04/0,03) =
22 230

Herstellkosten Verpackungseinheiten =
(1800[900[1200) - (0,8|1,2|1,5) =
4320

Gesamtkosten =22 230 +4 320 + 15 400 =41 950
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Zuordnung,
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I | I | III
Die Gesamtkosten fiir den Auftrag betragen 41 950 GE.
Gesamterlds = (1800[900[1200) - (7,95]12,95|17,95) = 47 505.
Der Gesamterlos fiir den Auftrag betragt 47 505 GE.
Gesamtgewinn = Gesamterlos — Gesamtkosten = 47 505 — 41 950 = 5 555.
Der Gesamtgewinn fiir den Auftrag belduft sich auf 5 555 GE. 15| 15
d) | Sei ¢; die Anzahl der zu produzierenden Verpackungseinheiten E; (i = 1, 2, 3),
s1 sei die Anzahl der dabei benétigten Spielzeugsteine von S;. Dann gilt:
17 32 54 s, 17¢, + 32e,+ 54e,= s
e
40 69 121 ! 7180 40e, + 69e, + 12le,= 7180
-l e = =
20 36 61 || *| |3660 20e,+ 36e,+ 6le,= 3660
e
30 48 86 ’ 5140 30e, + 48e,+ 86e,= 5140
Moglicher Losungsweg (Berechnung von e; unter Verwendung der letzten drei
Gleichungen):
40 69 1217180 40 69 1217180
20 36 61 |3660|—=a— 0 3 1 | 140 |———
30 48 86 | 5140 0 15 19| 980
40 69 1217180
0 3 1| 140
0 0 14 280
Durch Riickwirtseinsetzen erhdlt man: e, =20, e, =40 und ¢, =50
Durch Einsetzen der ermittelten Werte in die (urspriinglich) erste Gleichung
ergibt sich: s, =3210
Es lassen sich noch 50 Verpackungseinheiten E; und 40 Verpackungseinhei-
ten E, und 20 Verpackungseinheiten E; aus den Lagerbestidnden fertigen. Hier-
fiir werden noch 3210 Spielzeugsteine von S; benotigt. 20 | 5
e) | Das Gleichungssystem ist zwar in jedem Fall 16sbar, aber die Lagerbestinde
konnen nur dann vollstidndig aufgebraucht werden, wenn der Losungsvektor
keine negativen Komponenten enthélt. Der Lagermeister hat also nicht Recht.
Auch die Angabe eines Gegenbeispiels ist eine richtige Losung. 15
Insgesamt 100 BWE | 25 | 55 | 20
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1.2 Dachzimmer

Fiir den Verwalter eines Mietshauses soll in dem kiirzlich ausgebauten Dachzimmer ein Arbeitszim-
mer eingerichtet werden. Die Grundfldche des Zimmer ist quadratisch und 25 m* gro8. Die schriige
Decke kann in einem Koordinatensystem durch die Eckpunkte A(0 |0 |3,5),B(5|0|1),C(51|5|1)
und D(0 | 5 | 3,5) beschrieben werden. Dabei entspricht 1 Lingeneinheit einem Meter.

a) Zeichnen Sie das Arbeitszimmer in das beigefiigte Koordinatensystem ein.

>

X

2m

Im FuBBboden des Dachzimmers, fiir den hier
x3 = 0 ist, befindet sich eine quadratische Off- ! 80cm
nung mit der GroBe 1 m% durch die das Zim-
mer erreichbar ist.

2.5m

In dem Zimmer soll ein L-formiger Schreib-

tisch fiir den Verwalter stehen. Dieser Schreib-
tisch steht mit einer Langsseite an einer Kante Offnung hauptsichlicher
der Offnung (vergleiche Skizze: Kennzeich- Arbeitsbereich
nung des Schreibtischbereiches auf dem Fuf3- S E 7
boden). Die Aullenkanten des Schreibtisches % ! 2
sind 2 m und 2,5 m lang. Er ist 80 cm breit. T

9
Der in der Skizze markierte Punkt E hat die
Koordinaten (3 | 2,5 | 0).

E, E,

AV

b) Untersuchen Sie, ob im Bereichdess @  }p————ocoo o ____ 4
Schreibtisches die Deckenh6he mindes- V X
tens 2 m ist. 1

Der Schreibtisch ist so platziert, dass die Fliche, an der der Verwalter hauptsichlich arbeitet, direkt
unter dem Dachfenster liegt. Diese Arbeitsflache ist der kurze Schenkel des Schreibtisches (gekenn-
zeichnete Flache der Skizze).

¢) Geben Sie die Koordinaten der Eckpunkte E, bis E,; des auf dem FuB3boden gekennzeichneten
hauptsichlichen Arbeitsbereiches an.
Bestimmen Sie damit die Koordinaten der Eckpunkte des Dachfensters.

d) Bestimmen Sie die GroBe der Fliche des Dachfensters.

Auf dem Dach sind Scheinwerfer befestigt, die ein gegeniiberliegendes Denkmal beleuchten.

Ein Scheinwerfer ist bei dem letzten Sturm so verdreht worden, dass sein Lichtkegel nun das ganze
Dachfenster anstrahlt. Diese punktformige Lichtquelle befindet sich 1,5 m senkrecht iiber dem Dach-
punkt C.

e) Beurteilen Sie, ob ein Lichtstrahl von dieser Lichtquelle auf die Mitte der Boden6ffnung treffen
kann.
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Anlage zur Aufgabe Dachzimmer

N
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Ma2-GKLM-AWT Seite 21 von 33



Freie und Hansestadt Hamburg

Behdrde fiir Bildung und Sport
Abitur 2007

Lehrermaterialien zum Grundkurs Mathematik

Erwartungshorizont

Gymnasien, Gesamtschulen, berufsbildende Gymnasien

Zweittermin

Losungsskizze

Zuordnung,
Bewertung

I

I | III

X3 A

Zeichnung:

.

A

/

s

N
N

V)
o

X4

15

b)

Die Deckenebene 148t sich mit den Vektoren 0B , BC , BA darstellen:

5 0
E: X=0B+r-BC+s-BA=|0|+r-|5|+s-| 0 |mit r,seR.
1 0 2,5

Es reicht aus, einen Bodenpunkt mit x;-Koordinate 3 zu wéhlen, da dort wegen

der Neigung die geringste Zimmerhdhe vorliegt (untere Kante des Tisches) z.B.

(310]0) (auch E, E,,... konnen gewdhlt werden, Rechnung bleibt unverdindert).
5 0 -5 3

Aus der Gleichung | 0 |+ 7[5 |+s-| 0 |=| 0| folgts=0,4 und somit sz = 2.
1 0 2,5 h

Die geringste Deckenh6he im Bereich des Schreibtisches ist also 2 Meter.

=5

Alternative geometrische Losung:

In nebenstehendem Schnitt entlang
der x;-x;-Ebene ist grau unterlegt eine
e Strahlensatz-Situation erkennbar:

e h-1 2
7 —=—=h=2.
1 25 25 5

—

25

Ma2-GKLM-AWT

Seite 22 von 33



Freie und Hansestadt Hamburg Gymnasien, Gesamtschulen, berufsbildende Gymnasien
Behdrde fiir Bildung und Sport Zweittermin
Abitur 2007

Lehrermaterialien zum Grundkurs Mathematik

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
| IO |10

c¢) | Die vier Ortskoordinaten der Punkte E, bis E4 ergeben sich aus den Koordinaten
von E und den MaBangaben fiir den Schreibtisch:
El = (3 | 333 | 0), E2 = (3 | 435 | 0)9 E3 = (252 | 3,3 | O): E4 = (2,2 ‘ 4’5 | 0)
Die Deckenhohe iiber £, und E, betrdgt nach Teilaufgabe b) 2 m.
Die dartiiber liegenden Eckpunkte des Fensters lauten daher
Fi=(313312),F,=03[45]2).
Die Deckenhohe tiber den anderen beiden Punkten, also die x;-Koordinate der
bei zugehorigen Fenstereckpunkte, muss noch ermittelt werden.
Sei dazu F3=(2,2 | 3,3 | h). Dieser Punkt liegt in der Dachebene:

5 0 -5 2,2

Of(+r-|5|+s-| 0 |=]3,3].

1 0 2,5 h

Aus Zeile I folgt s = 0,56 (r wird nicht bendtigt).
s eingesetzt in Zeile 111 ergibt & = 2,4.
Damit ist F5=(2,2]3,3|2,4)und Fy=(2,2]4,5]2,4).

Alternative geometrische Losung fiir die Deckenhdhe:

. o . . -1 2
Eine angepasste Situation beim Strahlensatz liefert h-l = .8

b

3h—1=1,4 10 15

d) | Die Flache ist ein Rechteck mit einer Breite von 1,2 (m) (parallel zur x,-Achse)
und einer noch zu ermittelnden Hohe (auf der Dachebene parallel zur x;-x;-
Ebene).

F,  Nach nebenstehender Skizze ist die Hohe /0,8% +0,4 .

0,4 Als FlaichenmaB folgt nun 1,2- \0,8% +0,4* = 1,07 .

F 0,8 Das Dachfenster ist etwa 1,1 m’ grof3. 15

e) | Gerade durch Mitte der Bodendffnung und Scheinwerferstandort:
Mitte der Bodendffnung: M = (2,5 | 2 | 0), Scheinwerferstandort: P = (5|5 | 2,5).
Mit M als Stiitzpunkt und MP als Richtungsvektor folgt die gesuchte Gerade g:
2,5 2,5
X=| 2 |+t 3
0 2,5

Uberpriifen, ob Gerade ¢ durch Fenster verliuft:

5 0 -5 2,5 2,5
Schnittpunkt Grade g mit Dachebene: | O [+ 7|5 |+s:| O |=| 2 |+¢-| 3
1 0 2,5 0 2,5

Gleichung I bedeutet 2,5 -5 s=2,5¢,alsor=1-23s.

Eingesetzt in Il folgt: 1 +2,55=2,5-55s=>75s=1,5=5=0,2

und damit ist # = 0,6. Die Gerade g schneidet das Dach in §= (43,8 | 1,5) und
daher nicht im Bereich des Dachfensters, da z.B. die x;-Koordinate (Hohe) zu
gering ist. Es trifft also kein Lichtstrahl von P die Mitte der Bodenodftnung. 20
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Insgesamt 100 BWE |25 | 55 | 20
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.1 Handy

Das neue Superfunktions-Handy der Firma ,,Datafunk® ist durch eine grole Werbeaktion eingefiihrt
worden. Der Werbeagentur ,,Multiwerb* ist es gelungen, das neue Handy bei 55 % der 14- bis 20-
Jahrigen und bei 20 % der tiber 20-Jahrigen bekannt zu machen.

Es soll weiterhin angenommen werden, dass es 5-mal so viele Menschen gibt, die iiber 20 Jahre alt
sind, als es Menschen gibt, die 14- bis 20-Jahre alt sind.

a)

b)

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass von drei zufdllig herausgegriffenen Personen aus der
Altersgruppe der 14- bis 20-Jahrigen

- mindestens eine das Handy kennt.

- alle 3 Personen das Handy kennen.

Berechnen Sie den von ,,Multiwerb® insgesamt erreichten Mindest-Bekanntheitsgrad des neuen
Handys bei der Gruppe aller Personen, die mindestens 14 Jahre alt sind.

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass eine zufillig ausgewéhlte Person, die mindestens
14 Jahre alt ist und das Handy kennt, iiber 20 Jahre ist.

Falls es der Werbeagentur gelungen ist, das neue Handy bei deutlich mehr als 55 % der 14-bis 20-
Jahrigen bekannt zu machen, soll sie von ,,Datafunk* eine Extrapramie erhalten.
Die Entscheidung soll aufgrund einer Befragung von 1000 Personen getroffen werden.

d)

f)

Ermitteln Sie eine Entscheidungsregel, bei der die Wahrscheinlichkeit, dass ,,Multiwerb* die Ex-
traprdmie zu Unrecht erhélt, hochstens 1% betrdgt unter der Bedingung, dass nicht mehr als 55%
der 14-bis 20-Jihrigen das Handy von ,,Datafunk® kennen (Signifikanztest auf dem 1 %-Niveau).

Ermitteln Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ,,Multiwerb** die Pramie nicht erhélt, obwohl
60% der 14- bis 20-Jahrigen von dem Superhandy erfahren haben.
Die Entscheidungsregel aus Aufgabe d) wird beibehalten.

Ermitteln Sie analog die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ,,Multiwerb* die Pramie nicht erhilt, ob-
wohl 65% der 14- bis 20-Jéhrigen von dem Superhandy erfahren haben.

Interpretieren Sie die Ergebnisse von d) und e) im Sachkontext der Aufgabe.
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Anlage zur Aufgabe Handy

Summierte Binomialverteilung
(Tabellenauszug)

Zweittermin

n k P
0,4 0,45 0,5 0,55 0,6 0,65
577 1,0000 1,0000 1,0000 0,95998 0,07351 0,00000
578 1,0000 1,0000 1,0000 0,96519 0,08288 0,00000
579 1,0000 1,0000 1,0000 0,96982 0,09312 0,00000
580 1,0000 1,0000 1,0000 0,97394 0,10428 0,00000
581 1,0000 1,0000 1,0000 0,97757 0,11637 0,00000
582 1,0000 1,0000 1,0000 0,98077 0,12944 0,00000
583 1,0000 1,0000 1,0000 0,98357 0,14348 0,00001
584 1,0000 1,0000 1,0000 0,98602 0,15853 0,00001
585 1,0000 1,0000 1,0000 0,98814 0,17458 0,00001
1000
586 1,0000 1,0000 1,0000 0,98998 0,19162 0,00002
587 1,0000 1,0000 1,0000 0,99157 0,20966 0,00002
588 1,0000 1,0000 1,0000 0,99293 0,22866 0,00003
589 1,0000 1,0000 1,0000 0,99409 0,24860 0,00004
590 1,0000 1,0000 1,0000 0,99508 0,26943 0,00005
591 1,0000 1,0000 1,0000 0,99592 0,29111 0,00006
592 1,0000 1,0000 1,0000 0,99663 0,31358 0,00008
593 1,0000 1,0000 1,0000 0,99723 0,33676 0,00010
594 1,0000 1,0000 1,0000 0,99773 0,36059 0,00013
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Erwartungshorizont

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
[0 |10

a) | Es kann die Binomialverteilung B(3; 0,55) vorausgesetzt werden.

Dann ist P("mindestens eine Person kennt das Handy")=1-0,45>~0,91 .

3.(3
Es ist auch die direkte Berechnung moglich: Z{kj-O,SSk .0,45°%~0,91.
k=1

Die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens einer der Jugendlichen das Handy
kennt, betrédgt fast 91%.
Die Wahrscheinlichkeit, dass alle 3 Jugendlichen das Handy kennen, betrigt

dagegen nur knapp 17%: 0,55 = 0,17 20

b) |Der erreichte Bekanntheitsgrad in der Gruppe aller mindestens 14-Jahrigen ist

etwa 25,8%, denn %-0,55+§-O,2 ~(,258.

10

c) | 1. Losung:
Seien B = ,,Handy bekannt und Alter mindestens 14 und A = ,,Alter iiber 20*.
P(ANB)

Dann ist die bedingte Wahrscheinlichkeit P(A|B) = P(B)

gesucht.
P(B) ist nach Aufgabenteil b) etwa 0,258.
ANB =, Handy bekannt und Alter {iber 20%, also ist P(An B)=0,2 % ~1,67.

0’16; ~0,647.

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit betrégt damit fast 65%:

b

2. Losung:
Vierfeldertafel zur Bestimmung der bedingten Wahrscheinlichkeiten:

H = ,Handy ist bekannt®; Altersbereiche: U ="<20" und U=">20"

U U

0,0917 | 0,167 | 0,258
0,075 | 0,667 | 0,742
1/6 5/6

H
H

0,167

Damit ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit P(E|H )= 0.253

=0,647

3. Losung (Formel von Bayes):

Ubertragen auf die Aufgabensituation lautet diese Formel:

5 6
P(U)-P(HIU ) N 6 01675

P(U)-P(HIU )+P(U)-P(HIWU) 3 167.9. 1 09176

P(UIH)= ~ 0,645

20
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d) | T= Anzahl der Personen, die bei der Befragung angeben, das neue Handy zu
kennen.
Nullhypothese Ho: T ist nach B(1000; p)-verteilt mit p<0,55.
Grolle Werte von T sprechen gegen die Nullhypothese.
Der Ablehnungsbereich sollte also folgende Struktur haben: A = {T > k}
k ist — moglichst klein — so zu wéhlen, dass der Fehler 1. Art < 0,01 betréagt.
Dieser Fehler lisst sich nach oben abschitzen, wenn man Hj ersetzt durch
H’o: T ist nach B(1000 ; 0,55)-verteilt.
Entscheidungsregel: ,,Multiwerb* erhélt die Primie dann, wenn mehr als k Per-
sonen das neue Handy kennen.
P(T>k)<0,01< P(T <k)>0,99
Aus der Tabelle entnimmt man, dass k = 587 die kleinste Zahl ist mit
P(T £587)20,99.
Die Extrapramie wird nach dieser Regel gezahlt, falls mindestens 588 Personen
in der Umfrage angeben, das neue Handy zu kennen. Der Fehler 1. Art betrigt
dann hochstens 1%. 10 | 20
e) |p=0,6; es muss hier ein Fehler 2. Art ermittelt werden.
Der Tabelle entnimmt man P(T <587|p= 0,6) =0,20966
Die Wahrscheinlichkeit, dass ,,Multiwerb* die Pramie nicht erhélt, obwohl 60%
der 14- bis 20-Jahrigen das Handy kennen, betrdgt ca. 21%.
Analog erhélt man P(T <587| p=0,65 ) =0,00002, die Wahrscheinlichkeit,
dass ,,Multiwerb* die Prdmie nicht erhilt, ist bei diesem deutlich gesteigerten
Bekanntheitsgrad von 65% nahezu 0. 10
f) | Die Entscheidungsregel entspricht den Interessen von ,,Datafunk®:
Die Wabhrscheinlichkeit einer Auszahlung der Prémie, falls der hheren Be-
kanntheitsgrad gar nicht erreicht wird, ist mit 1% sehr gering.
Dagegen wird die Pramie fiir ,,Multiwerb* erst bei deutlich erh6htem Bekannt-
heitsgrad (den ,,Multiwerb* vermutlich kaum erreichen kann) mit hoher Wahr-
scheinlichkeit féllig, wie Teilaufgabe e) zeigt. 10
Insgesamt 100 BWE | 30 [ 50 | 20
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1.2 Rubbellose

Ein Wohltitigkeitsverein verkauft auf verschiedenen Festen Lose. 3 % der produzierten Lose sind
Gewinnlose. Auch auf einem Straflenfest werden Lose im Auftrag des Vereins verkauft.

Es gelten die folgenden Spielregeln:

Zu kaufen sind jeweils Packchen mit vier selbstklebenden Losen und einem Losschein zum Preis von
insgesamt 5 €.

Die Lose sind auf die vier vorgedruckten Felder des Losscheines aufzukleben und anschlieBend ,.frei
zu rubbeln®. Dann erkennt man, wie viele Gewinnlose man hat. Ein Ablosen der Lose vom Schein ist
nach dem Aufkleben nicht mehr moglich.

Nach der Anzahl der Gewinnlose auf einem Schein richtet sich die Auszahlung des Preisgeldes. In der
folgenden Tabelle kann man die gerundeten Wahrscheinlichkeiten fiir die verschiedenen Félle und die
zugehorigen Auszahlungen ablesen. Dabei wurde eine Binomialverteilung zugrunde gelegt.

Anzahl der fE‘EI gerubbelten 0 1 ’ 3 4
Gewinnlose
- . 1 1 1
Wahrscheinlichkeit 0,885 0,110 —
197 9546 1.235.000
ausgezahltes Preisgeld in € 0 5 25 125 625

a) Bestitigen Sie die Ndherungswerte der einzelnen Wahrscheinlichkeiten in der Tabelle.
b) Berechnen Sie den zu erwartenden Gewinn / Verlust beim Kauf von vier Losen.

¢) Bestimmen Sie die zugehorige Standardabweichung.

Nach einiger Zeit hat eine Losverkduferin bereits eine grofle Zahl ihrer Lose verkauft. Ein nachdenkli-
cher moglicher Kunde kommt vorbei und bemerkt, dass nur noch 20 Lose im Lostopf sind.

d) Er berechnet zunichst fiir sich die Wahrscheinlichkeit, dass sich noch mindestens vier Gewinnlose
im Lostopf befinden. Bestimmen Sie, zu welchem Ergebnis er kommt.

e) Das Ergebnis der Berechnung von d) macht den Kunden sehr skeptisch und er sucht nach einem
Losverkaufer, der noch sehr viel mehr Lose in seinem Topf hat. Beurteilen Sie die Vernunft dieses
Verhaltens aus stochastischer Perspektive.

f) Nehmen Sie an, Sie wiissten, dass sich in einem bestimmten Topf noch 100 Lose befinden und
davon genau zwei Gewinnlose (ein solches Wissen ist in der Praxis nicht erlaubt).

Bestimmen Sie mit diesem Wissen die zu erwartenden Einnahmen des Vereins (Verkaufserlos ab-
ziiglich ausgezahlter Gewinne) fiir diesen Lostopf, wenn alle Lose verkauft werden.
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III

Es handelt sich um eine Bernoulli-Kette der Lange n=4 mit p =0,03.
P(X =0)=0,97* ~0,885;

4
P(X =1) =[1j-0,03-0,973 ~0,110;

4
P(X =2)= (J -0,03-0,97% ~ 0,0050809 ~ é;

4
P(X =3)=| 7 |-0,03° 0,97 ~0,00010476 ~ ——:
3 9546

1

P(X =4)=0,03* =0,00000081 ~ ——— .
1.235.00

Bemerkung: Natiirlich kann man auch zundichst nur die Wahrscheinlichkeiten
der Gewinnfiille berechnen und dann deren Summe von 1 subtrahieren, um den
ersten Fall zu behandeln.

15

b)

Fiir den Erwartungswert gilt dann:

E(X)~0,885-5 +L(—2O) + 1 (-120) +; -(-620) = 4,31
197 9.545 1.235.000
Der zu erwartende Gewinn aus der Sicht des Verkdufers ist damit 4,31 €.

Alternativ kann auch der zu erwartende Gewinn aus der Sicht des Kdufers
berechnet werden. Dieser betrdgt dann ca. —4,31 €.

Bemerkungen:

Je nach Rundung konnen sich auch differierende Werte ergeben, die ggf. auch
als richtig zu bewerten sind.

Man kann auch den Erwartungswert der Auszahlungen berechnen und dann
5 € abziehen (Linearitiit des Erwartungswertes).

10

Fiir die Varianz gilt: V(X)= E((X - E(X))z) =E(X*)- (E(X))2 *)

E(X?) ~0,885-25 +L. 4004_#.14400 +;-384400 ~ 25,98
197 9546 1.235.000

(E(X))' ~18,58
Also V(X)~7,40 = s(X)=\V(X)~2,72

Die Standardabweichung des Gewinnes betrdgt etwa 2,72 €.
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Bemerkungen:
Auch hier konnte man sich auf die Auszahlungen beschrinken, Varianz und
Standardabweichung dndern sich ja nicht, wenn Konstante addiert werden.

Man kann natiirlich auch — deutlich rechenaufwiindiger — den ersten Term in (*)
zur Bestimmung der Varianz heranziehen.

30

d)

Da der mogliche Kéufer nichts dariiber weil3, ob und wie viele Gewinnlose aus

dem Topf bereits verkauft wurden und es insgesamt eine grofle Zahl von Losen
gibt, ist fiir ihn die Betrachtung des Lostopfes gleichbedeutend mit der Betrach-
tung einer 20-0,03-binomialverteilten Zufallsvariablen, und er fragt nach

P("mindestens 4 Gewinnlose") =

20 0 20 20 1 19
P(X24)  =1-P(X<3)  =1-||" 1]0,03"-0,97+|" 7/0,03'-0,07" +

20 20
[ 2j0,032 -0,97" +( 3 j0,033 -0,9717]

Die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens 4 Gewinnlose im Topf sind, ist kleiner
als 0,3%.

~0,0027

20

Die geringe Wahrscheinlichkeit aus d) verleitete den moglichen Kéufer zu dem
Trugschluss, dass ein Topf mit sehr wenigen Losen schlecht sei. Es ist aber fiir
die Gewinnchancen aus der Sicht des Kéufers ganz egal, wie viele Lose noch in
dem Topf sind, solange es noch mindestens vier sind. Dann ndmlich, wenn er
nichts dariiber weil3, ob und wie viele Gewinnlose aus dem Topf bereits verkauft
wurden und es insgesamt eine gro3e Zahl von Losen gibt, ist fiir ihn die Situa-
tion gleichbedeutend mit dem Ziehen von vier Losen aus dem ,,groBen Gesamt-
topf™, die Anzahl von Gewinnlosen beim Ziehen von vier Losen ist — unabhén-
gig von der Anzahl der Lose im Topf — stets 4-0,03-binomialverteilt (vgl. a)).

Bemerkung: Formal kann man diesen Trugschluss aufkldren, indem man er-
kennt, dass die Anzahl X der Gewinnlose beim Ziehen von 4 Losen aus einer
Urne mit n Losen folgende Verteilung hat:

)
P(X =k)= Z[njj -0,037-0,97"7 A=)

AT

Es ldisst sich zeigen, dass fiir n > 3 diese Verteilung unabhdngig von n eine
4-0,03-Binomialverteilung ist.

Dieses Argument wird natiirlich nicht erwartet, sondern die oben ausgefiihrte
heuristische Argumentation.

10
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f) | 1. Losung:
Man unterscheidet die zwei Fille, dass die beiden Gewinnlose
e entweder zusammen verkauft werden (1. Fall)
e oder getrennt verkauft werden (2. Fall).

Es werden in jedem Fall 25 Pakete verkauft, das fiihrt zu Einnahmen von 125 €.
Im 1. Fall miissen 25 € ausgezahlt werden, im 2. Fall 10 €.
Der Gewinn betrédgt also im 1. Fall 100 € und im zweiten Fall 115 €.

Fiir die beiden Fille miissen nun die Wahrscheinlichkeiten ausgerechnet werden.

1. Fall: Es kann nur ein Paket geben, in dem die beiden Gewinnlose vorkom-
men. Die Wahrscheinlichkeit, dass dies beim 1. verkauften Paket pas-

2l

siert, betrigt T Dies kann auch beim 2., beim 3., ... beim 25.

Paket passieren, aber nur genau einmal — die 25 Fille schlielen sich ge-
genseitig aus — also gilt nach dem Summensatz:

98
2) 254753 1

[100} 73921225 33

P(1. Fall) =25-
4

Dann gilt: P(2. Fall) =% .

E(G)=—=-100 €+22.115 €~ 114,55 €
33 33

Damit ist der gesuchte Gewinnerwartungswert etwa 114,55 €.

2. Losung:

Berechnet werden zunichst die zu erwartenden Einnahmen beim Verkauf der
ersten vier Lose. Die Wahrscheinlichkeiten kénnen wieder mit kombinatori-
schen Mitteln oder mit einem Baumdiagramm bestimmt werden:

P(X=0)=ﬁ-9—7-%-9—5=0,9ﬁz0,9212 ;
100 99 98 97
4 _

px =1y=| . 2827262 ) 0775 ~0,0776 :
1) 100 99 98 97

2) 100 99 98 97

4 _
P(X =2)=[ j-ﬁ-ﬂi-izo,omzzo,omz.
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Mehr als zwei Gewinne konnen nicht gezogen werden. Die Gewinnerwartung
des ersten Paketes betrigt also:

E(G,)~0,9212-5€%0,0776-0 €-0,0012-20 € =4,582¢€ .

Die gleiche Argumentation gilt natiirlich auch fiir das zweite, dritte, ... 25. zu
verkaufende Lospaket. Die Gesamteinnahmen sind die Summe dieser Einnah-
men. Wegen der Linearitit des Erwartungswertes gilt also:

E(G)=25-4,582 €~114,55 € .

Bemerkung: Die Aufgabenteile e) und f) sind recht anspruchsvoll und gehoren

zweifellos in den Anforderungsbereich 111, sie sind aber auch insgesamt nur mit
20 % bewertet worden, so dass eine gute Zwei auch ohne diese Teile erreichbar
ist. 10

Insgesamt 100 BWE | 25 | 55 | 20
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