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Behdorde fur Bildung und Sport Zweittermin
Abitur 2008

Lehrermaterialien zum Grundkurs Mathematik

ANALYSIS 1
.1 Tragflache

Die Konstrukteure eines Flugzeuges haben das Profil (Quer-
schnittsflache) einer Tragfliche am Ubergang zum Rumpf
mithilfe zweier ganzrationaler Funktionen f und p im Inter-

vall [0; 7] beschrieben.

a) Der Graph der Funktion f beschreibt die Oberseite des ‘

Tragfldchenprofils. ol
Bestimmen Sie die Funktionsgleichung von f, wenn fol-
gende Daten der Funktion bekannt sind: e >

e f ist eine ganzrationale Funktion 3. Grades, mit den
drei Nullstellen X=—4, Xx=0 und x=17.

® (2] 0,6) ist ein Punkt des Graphen von f.

Ein Ausschnitt des Graphen von f ist in das Koordinatensystem der Anlage bereits eingezeichnet.
Zur Kontrolle:  f(x)=-0,01-(x> —3x> —28x).. 15P

b) Bei der Funktion p handelt es sich um eine Parabel, die mit den Nullstellen X = 0 und X = 7 und mit
der Bedingung p’(7) = 0,35 die Unterseite des Tragflichenprofils beschreibt.
Bestimmen Sie die Funktionsgleichung p(x).
Zur Kontrolle: p(x) =0,05-(x* —7x) . 15P

c¢) Skizzieren Sie den Graphen der Funktion p in das Koordinatensystem in der Anlage. 10P

d) Fiir ein europdisches Projekt zur Klimaforschung soll eine stangenformige Messsonde an der Un-
terseite der Tragflache an der Stelle x = 5 angebracht werden. Die Messsonde wird wegen der
Stromungsverhiltnisse der Luft tangential an der Profilunterseite montiert.

Bestimmen Sie die Gleichung der Geraden t, auf der die Messsonde liegt. 15P

e) In die Tragfldchen sollen Tanks eingebaut werden. Bestimmen Sie hierfiir den Flacheninhalt
des Tragflachenprofils, das von f und p im Intervall [0;7] umschlossen wird. 10P

f) Bestimmen Sie die Stelle, an der das Tragfldchenprofil maximale Dicke in y-Richtung aufweist,
und ermitteln Sie auch diese maximale Dicke des Tragflichenprofils. 15P

In der Entwicklungsphase dieses Flugzeugtyps werden von den Konstrukteuren unterschiedliche Trag-
flichenprofile getestet. Um die Flugeigenschaften des Flugzeugs zu verbessern, soll die Profiluntersei-
te der Tragflache im Intervall [0;7] flacher gestaltet werden.

g) e Bestimmen Sie zunidchst den Abstand a der waagerechten Tangente an der Unterseite des
Tragflachenprofils zur x-Achse.

e In einem ersten Ansatz wird die Parabel beibehalten, aber der Abstand a soll um 20 %
reduziert werden.
Bestimmen Sie die Funktionsgleichung der zu dieser Vorgabe passenden Parabel g. 10P

h) Ein Konstrukteur macht einen anderen Ansatz fiir die Modellierung der Tragflachenunterseite mit-
hilfe der Funktion r mit der Gleichung r(x) = Sp(_X) .

Vergleichen Sie die durch g und r gegebenen Ansétze. 10P
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Die Funktion f hat die Nullstellen — 4, 0 und 7. Damit ldsst sich zunichst f;
als eine erste Ndherung fiir f mit f,(x)= (x+4)-X-(x—7) darstellen. Die
Vorgabe, dass der Punkt (2| 0,6) auf dem Graphen von f liegt, fiihrt wegen
f,(2)=(2+4)-2:(2—7) = — 60 mit dem Vorfaktor —0,01 auf die gesuchte
Funktionsgleichung f(X) = —0,01-(x+4)-x-(X—7) bzw. ausmultipliziert

f(x) = —0,01x> + 0,03x* + 0,28X .

Das Aufstellen und Ldsen eines Gleichungssystems mit Hilfe der allgemeinen
Funktionsgleichung f(x) = ax® + bx? + cx + d ist ebenfalls méglich.

15

b)

Da die Nullstellen der Parabel 0 und 7 sind, folgt zunéchst fiir p eine Ndherung
p(x) = X-(x—7) = x> —7x.

Mit p/(7) =2-7—7 =7 ergibt sich unter der Bedingung p’(7) = 0,35 die ge-
suchte Parabelgleichung mit p(x)=0,05-x-(x—7).

15

Die Skizze in der Anlage wird mit dem Graphen von p ergénzt.

v 13
2.5
2

1.5

-0.5

d)

Da die Gerade t die Tragflichenunterseite p an der Stelle X = 5 beriihren soll,
kann man die Steigung der Tangente iiber die erste Ableitung der Parabel p an
der Stelle X = 5 erhalten.

Mit p’(x) = 0,1x—0,35 und
p'(5)=0,15

ergibt sich die Steigung der Tangente mit m = 0,15 . Da der Beriihrpunkt
(5 |-0,5) ein Punkt der Tangente ist, folgt: —0,5=0,75+b.

Die gesuchte Funktionsgleichung von t lautet: t(x)=0,15-x—1,25.

Alternativ kurz und direkt: t(x)=p(5)+ p’(5)-(x—5)=0,15x—1,25.

10| 5
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e) | Da die Querschnittsflache der Tragflache von den Funktionen f und p einge-
schlossen wird, ldsst sich der Flacheninhalt durch das folgende Integral be-
stimmen.
7
A= [(F00-p(x)dx
0
;
- —0,01-f(x3 +2x% —63x) dx
0
14, 2,5 63.,]
=—0,01-|—x* +=x> ——x?
4 3 2
4
48
A= 7,14583...
Die Querschnittsfliche hat einen Inhalt von ca. 7,15 Flacheneinheiten. 10
f) | Die Dicke d des Profils in y-Richtung lésst sich als d(x) = f(xX)— p(X) darstel-
len.
Die Dicke d ist an der Stelle x maximal, falls gilt: d’(x)=0 und d”(x)<0.
d(x) =—0,01-(x* +-2x*> —63x)
d’(x) =—0,01-(3x* +4x—63)
0=—0,01-(3x* +4x—63)
0= + 2x 21
3
X=-5,297... V. Xx=23,964...
Da nur x=3,96 innerhalb des Definitionsbereiches liegt, muss nur fiir diesen
Wert die 2. Bedingung iiberpriift werden.
d’'(x)=—0,01-(3x> +4x—63)
d”’(x)= —0,01-(6x+4)
d”(3,96)=—0,2776 < 0
Damit ist die Stelle X =3,96 die gesuchte Stelle.
Die maximale Dicke der Tragfldche erhdlt man, indem man X~3,96 in
d(x) =—0,01- (x> +2x*—63X) einsetzt.
Die maximale Dicke betrigt d(3,964) ~ 1,56 Léngeneinheiten. 101 5
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g) | Der Abstand a ist identisch mit dem Betrag der Funktionswerte am Scheitel-
punkt der Parabel p. Da die Nullstellen der Parabel bei 0 und 7 liegen, liegt der
Xx-Wert des Scheitelpunktes bei 3,5.

Dann folgt fiir den y-Wert: bzw. fiir den Abstand:

a = p@35)

a = 0,05-3,5"—0,35-3,5

a = —0,6125.

Der gesuchte Abstand der waagerechten Tangente der Unterseite des Tragfla-
chenprofils zur x-Achse betrigt somit 0,6125 Langeneinheiten.

Eine Minderung des Abstandes um 20 % ergibt einen neuen Abstand von
Aney = 0,49.

Da die Nullstellen der neuen Parabel pne, mit denen der alten Parabel p iiber-
einstimmen, dndert sich auch der X-Wert des Scheitelpunktes nicht. Es muss
lediglich der Koeffizient k neu bestimmt werden:

Preu 3.5) =k -3,5-(3,5—-7)
—0,49 =—12,25k
k=0,04.
Kurzere Losungsvariante:
Man verdandert den Koeffizienten direkt auf 80 % des alten.

Die Funktionsgleichung fiir eine neue Funktion ppe, fiir das untere flachere Pro-
fil lautet sodann:

Preu (X) = 0,04-X-(X—7) oder

Poey (X) = 0,04%% —0,28x . | s

-1

Die Funktion r staucht den Graphen von p unterschiedlich stark im betrachteten
Intervall und zwar am linken Rand — also hinten — stark mit dem Faktor

1 . . 1 =
7 = 0,14, in der Mitte um den Faktor 75 =0,2 und am rechten Rand (also

vorne) gar nicht mehr. Dadurch wird das Profil vor allem hinten flach. 5 5

Insgesamt 100 BWE | 20 | 60 | 20
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ANALYSIS 2
[.2 Glaskugeln

Ein Unternehmen stellt Glaskugeln fiir GroBabnehmer her. Die Gesamtkosten K, der Produktion

konnen in Abhéngigkeit der produzierten Mengeneinheiten X mit folgender Funktion beschrieben wer-
den:

K, (X) =%x3 —5x> +125x+900 .

Das Unternehmen will die Glaskugeln zum Preis von 200 Geldeinheiten (GE) pro Mengeneinheit
(ME) anbieten. Der Erlos, der als Produkt aus Menge und Preis definiert ist, ergibt sich dann als

E, (X) = 200X

a) Wenn das Unternehmen 60 Mengeneinheiten produziert und verkauft, dann sind die Kosten genau-
so hoch wie der Erlds.
Bestimmen Sie die Gewinnzone (d. h. den Bereich der Produktion X, in dem die Kosten
geringer sind als der Erlos beim Verkauf). 15P

b) Geben Sie die Gewinnfunktion an und berechnen Sie den maximal moglichen Gewinn. 15P

Marktbeobachtungen haben folgende Informationen ergeben:

Wenn folgende Anzahlen von Men-
geneinheiten (ME) verkauft werden 10 | 20 | 30 | 40 | 50 | 60 | 70 | 80 | 90 | 100
sollen,

dann darf der Preis (in GE) nicht

- ) 320 | 300 | 280 | 250 | 220 | 200 | 160 | 155 | 120 | 100
hoher sein als

c) * Stellen Sie die in der Tabelle gegebenen Informationen im Koordinatensystem in der Anlage
dar.

» Skizzieren Sie den Graphen einer mdglichst einfachen Funktion p, die den dargestellten
Zusammenhang ndherungsweise beschreibt.
Geben Sie die Gleichung dieser Funktion p an. Begriinden Sie Ihre Vorgehensweise.

* Mit p ergibt sich eine andere Erlosfunktion als E;. Bestimmen Sie die Gleichung dieser
neuen Erlosfunktion E,. 5P

Da verschiedene Wege zur Bestimmung einer Naherungsfunktion moglich sind, rechnen Sie im Fol-
genden weiter mit E,(X)=-2,5x> +350x.

d) Berechnen Sie analog zu a) die Gewinnzone.
Untersuchen Sie, wie sich die neue Erlosfunktion E, auf das Gewinnmaximum auswirkt.
Hinweis: Auch fur die Funktion E, gilt, dass das Unternehmen bei 60 verkauften Mengen-

einheiten keinen Gewinn mehr erwirtschaftet. 15P
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Fiir das Unternehmen sind auch die so genannten Stiickkosten (Kosten pro Mengeneinheit)

Ky ()
K (X)= < von Interesse.

e) Geben Sie die Gleichung der Stiickkostenfunktion Kg; an und zeichnen Sie den Graphen im
Intervall [0;70] in das gegebene Koordinatensystem. 10P

f) Bestdtigen Sie, dass die Stiickkosten bei X = 30 minimal sind. 10P
Das Unternehmen erwégt, im Rahmen einer Sonderpreisaktion die Glaskugeln zum jeweiligen Stiick-
kostenpreis auf dem Markt anzubieten. Aus c¢) und d) geht hervor, dass das Unternehmen bei dieser

Aktion teilweise unter dem tatsdchlich erzielbaren Preis bleibt.

g) Stellen Sie in Ihrer Skizze denjenigen Bereich durch Schraffur dar, in dem das Unternehmen mit
dieser Strategie den tatsdchlich erzielbaren Preis nicht ausschopft. 10P

h) Bestimmen Sie im Intervall [20;50] die durchschnittliche Differenz zwischen dem tatsidchlich

erzielbaren Marktpreis und den jeweiligen Stiickkosten.
Verwenden Sie hier p(x)=-2,5x+350. 10P
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Anlage zur Aufgabe , Glaskugeln®
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a) | Zur Berechnung der Gewinnzone: E, (x)= Ky (X):

%x3 — 5% +125%X+900 = 200X

L 5% —75x+900=0

10

Die erste Nullstelle x = 60 ist gegeben, weitere Zerlegung (Polynomdivision

oder Horner Schema) fiihrt zu:

1
—-(X=60)(X> +10x—150)=0
10
X, ==5%+175
X, =8,228...
X, =—18,228... ist im Sachkontext nicht relevant.

Zu iliberlegen ist hier noch, dass zwischen X =8§,23 und x=60 der Graph der

Erlosfunktion oberhalb des Graphen der Kostenfunktion verlduft. Damit ergibt

sich als Gewinnzone der Produktionsbereich = 8,23 < x<60. 15
b) | Der Gewinn ergibt sich als Differenz aus Erlos und Kosten.

G(Xx)=200x —[% X* —5x> +125x + 900)

1

G(x)= —Ex3 +5%* +75% =900

Zur Berechnung des Gewinnmaximums ist die erste Ableitung zu betrachten.

G'(x)= _3 X 10x+75.

10
3.0
——X +10x+75=0
10
x =190, 150-0
3
X, =39,640...
X, =—6,306... im Sachkontext nicht relevant .

Der Nachweis, dass es sich um ein Maximum handelt, kann z.B. iiber die

2. Ableitung von G erfolgen.

G(39,640...)=3700,897....

Es ergibt sich ein maximaler Gewinn von ca. 3700 GE, wenn ca. 40 Mengenein-

heiten produziert und verkauft werden. 10| 5
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c) wlY
o
AN
\_P(X) = -2,5x + 350
0 \
5 \\
N
40 ™
5 \\
ANy
40 N
5 \\
) X
1 2 30 4 5 60 7 80 9 100 110 120 130 140
Losungshinweis: die Punkte werden ins Koordinatensystem eingetragen
und liegen fast auf einer Geraden. Deshalb kann eine einfache Modellie-
rung mithilfe einer linearen Funktion vorgenommen werden. Die Abwei-
chungen sind tolerierbar. Sinnvollerweise sollten sich die Schilerinnen
geeignete Punkte auswéhlen, um die Funktionsvorschrift herzuleiten.
Hier sind verschiedene Lésungen maglich. Exemplarisch wird hier mit
Punkten gearbeitet, die zu dem Kontrollergebnis fuhren.
P(20;300), Q(40;250)
p(x)=mx+b
300=20m+Db
250=40m+b
-50=20m
m=-2,5und b=350.
Eine mdgliche Preis(-Angebots-)funktion hat die Gleichung:
p(x)=-2,5x+350.
Eine Uberpriifung ergibt, dass nur wenige Punkte nicht auf der Geraden
liegen.
(Argumentation mithilfe der Zeichnung allein reicht aus.)
Der Erlos ergibt sich als Produkt aus Menge und Preis, d. h.
E, =(-2,5Xx+350)- X bzw. E, =-2,5x> +350x. 51 10
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I | I

111

d)

Zur Berechnung des Gewinnbereichs: E;(x) = Ky(X)

%ﬁ —5x* +125%+900 =—2,5x* +350x

Ly —2,5%> —225x+900=0

10

Die erste Nullstelle liegt wieder bei X = 60, weitere Zerlegung (Polynomdivision

oder Horner Schema) fiihrt zu:

x* —25x* —=2250x+9000=0
(Xx—=60)(x* +35x-150)=0
X, = 3,860...

X, ==38,860... im Sachkontext nicht relevant.

Damit ergibt sich als Gewinnzone = 3,86 <X<60.

Zur Berechnung der gewinnmaximalen Menge ist wieder die erste Ableitung der

Gewinnfunktion zu betrachten.

G,(x)=-2,5x +350x—%x3 +5x* —125x—900
G, (X) =+2,5x> +225x —%ﬁ -900

G, (X) =5x+225—%x2 =0

o 50 2250
3003

X=36,95v x =-20,29 im Sachkontext nicht relevant.

Damit ergibt sich eine gewinnmaximale Menge von X = 37 Mengeneinheiten.

Unterschiede zwischen beiden Ansétzen:

. . . Gewinnmaximale . .
Erlosfunktion Gewinnzone Menge Maximaler Gewinn

Ea(X) [9:60] 40 ME 3700 GE

Ex(X) [4:60] 37 ME 5 782,20 GE

10

K (X
A ):%x2—5x+125+@.

X

Stiickkosten: K, (X)=

Wertetabelle:

X 5 10 20 30 40 50 60 70

Kst 282,5 | 175 | 110 95 107,5 | 143 | 200 | 277,85
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3201
2801
+ 125 + 900/x
2401
2001
o x + 350
80 \
40 R
N\
X
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140
Die Schraffur ist das Ergebnis von Teilaufgabe g). 515
f) | Eine Bestdtigung ist z. B. iiber das Einsetzen des Wertes in die Ableitungen
moglich. Wenn die Stiickkosten bei x = 30 minimal sind, muss gelten:
K (30)=0 und K (30)>0.
, 1 900
KSt(X):gX—5—7
K (30)=0.
” 11 .
Kg(X)=—+ 8?0 >0 fliralle x>0.
5 X 10
g) | Zu schraffieren ist die Flache zwischen, die die Graphen von p und Ks; ein-
schlieBen (siehe oben). 10
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h) | 50
Ansatz : —- j( p(X) — K (x))dx.
30 5,
. 1 900
Es sei V(X) = p(X) — K (X) = T x> +2,5X+225 ——.
X

1 2,5

Mit V (x) = 20 X + 5 x> +225x—900-In X ist V eine Stammfunktion von V.

V(50) =6687,51 und V (20)=2037,2.

L (6687,51-2037,2) =155,010...
30

Es ergibt sich damit eine durchschnittliche Differenz von 155 GE.

Mdglich ware auch die Berechnung des Mittelwertes unter Benutzung der Daten

aus der Tabelle. 10

Insgesamt 100 BWE | 20 | 65 | 15
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LA/AG 1
1.1 Kirchturm

Das Kupferdach des Kirchturms einer kleinen Kirche besteht aus einem Pyramidenstumpf, einem auf-
gesetzten Quader und einer auf den Quader aufgesetzten Pyramide (siche Abbildung).

In den Kirchenbiichern befinden sich folgende Angaben:

Pyramidenstumpf:

Grundflache: Quadrat mit der Seitenldnge 8§ m
Deckflache: Quadrat mit der Seitenldnge 6 m.
Hohe: 2 m

Quader: A
Grund- und Deckfldche: Quadrat mit der Seitenlédnge 6 m. ’

Hoéhe: 2 m A,
Pyramide: A
Grundfldche: Quadrat mit der Seitenlédnge 6 m.

Hoéhe: 6 m

a) Berechnen Sie den Inhalt der gesamten Dachfliche, zu der auch die vier Seiten des Quaders
gehoren. 15P

b) Untersuchen Sie, ob die unteren Dachflichen des Pyramidenstumpfes und die zugehdrigen oberen
Dachfléachen der Pyramide parallel sind.

Geben Sie die jeweiligen Neigungswinkel auch in Grad an. 15P

¢) Nun soll ein Schriagbild des Kirchturms im Koordinatensystem der Anlage angefertigt werden.
Die Spitze des Turmdaches liege dabei auf der X;-Achse und heille S, die Kanten der Grundfldche
liegen in der X;-X,-Ebene und die Kanten der Deckfldchen verlaufen parallel zur X;- bzw. X;-Achse.

Auf allen Achsen gilt: 1 LE [J 1 m.
In der unteren Ebene sollen die Eckpunkte A, B, C,, D, heilen (von oben gesehen gegen den

Uhrzeigersinn), entsprechend in der mittleren Ebene A,, B,,C,, D, und in der oberen Ebene

A3 ! B3 ! C3’ D3 .

Dabei liegen dann A;, A; und A; so auf einer Dachkante, wie oben in der nicht mafBstabsgetreuen
Abbildung dargestellt.

Geben Sie in der Anlage die fehlenden Koordinaten der acht Punkte an und zeichnen Sie
das Dach in das Koordinatensystem ein. 15P

d) Es soll ein Stiitzbalken eingezogen werden, der von der Mitte M3 der Dachkante C,D, die gegen-
iiberliegende Dachfldche A;B;S in einem Punkt P senkrecht abstiitzt.
e Zeigen Sie, dass der Punkt P (1,8 | 0 | 6,4) die angegebenen Eigenschaften hat.
e Berechnen Sie die Linge des Balkens (ohne Beriicksichtigung seiner Dicke).

e Begriinden Sie: Nicht bei jedem Dachstuhl in Form einer quadratischen Pyramide ist es
moglich, vom Mittelpunkt M einer Kante der Grundflidche aus die gegeniiberliegende
dreieckige Dachfldche F senkrecht abzustiitzen. 30P
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e) Ein weiterer Stiitzbalken soll von A; aus die diagonal gegeniiberliegende Kante von C; nach S im
Punkt Q (1| 1 | 8) abstiitzen.

Zeigen Sie, dass dieser Balken mit jenem aus Teilaufgabe d) nicht kollidiert, wenn man die
Dicke der Balken nicht beriicksichtigt.

Zeigen Sie die Richtigkeit der folgenden drei Aussagen:

1. Der Punkt O; mit O l(g [O] %j liegt auf dem Balken von M; nach P (Teilaufgabe d)).

2. Der Punkt O, mit O 2(% | —% | %} liegt auf dem Balken von A; nach Q.

3. Die Strecke O,0, verlduft senkrecht zu beiden Balken.

Hinweis: Die Rechnung wird lbersichtlicher, wenn Sie geeignet ausklammern:
O; §|O|§ :i-(12|0|83) bzw. O, 2|—2|Q :L-(9|—9|89).
7 14) 14 14 14'14) 14

Bestimmen Sie nun begriindet, bis zu welcher ,,Dicke* beide Balken problemlos eingebaut
werden konnen. 25P
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Anlage zur Aufgabe , Kirchturm*

Bestimmen Sie die fehlenden Koordinaten.

AC 1) BC ), G ), DiC | )
AC T 1) BC [ | ), GC [ | ) DO [ | )
As(3|-314), B:y(3[314), Ci(=31314), Ds(-3[-3]4),
S(0]0[10).

Xs A
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I | 1T

I

Die gesamte Dachfldche besteht aus jeweils vier kongruenten
— Trapezflachen
— Rechtecksflachen
— Dreiecksflachen.

Berechnung einer Trapezfliache:

Grundseite unten: 8 m;

Grundseite oben: 6 m.

Die Trapezhohe kann man auffassen als Hypotenuse in einem rechtwinkligen
Dreieck mit den Kathetenlangen 2 m (Hohe des Pyramidenstumpfes) und 1 m
(halbe Differenz der Seitenldngen von Grundquadrat und Deckquadrat).

Mit dem Satz des Pythagoras erhélt man die Trapezhohe: h, = J5m.

. 8+6
Der Inhalt einer Trapezfldche betragt also: T\/g m? = 7-4/5 m® = 15,65 m>.

Berechnung einer Rechtecksfldche:

Seitenldnge: 6 m, Hohe: 2 m. Flacheninhalt: 12 m’.

Berechnung einer Dreiecksfliche :

Lange der Grundseite: 6 m.

Die Dreieckshohe kann man auffassen als Hypotenuse in einem rechtwinkligen
Dreieck mit den Kathetenldngen 6 m (Hohe der Pyramide) und 3 m (halbe Sei-
tenldnge des Grundquadrats).

Mit dem Satz des Pythagoras erhélt man die Dreieckshdhe:
h, = Jasm =3-5m
Der Inhalt einer Dreiecksfldche betrégt also: 3-3- \/g m’ = 20,12 m>.

Das gesamte Kirchturmdach hat also folgenden Fliacheninhalt:

Ay =4-(1V5+12+9J5) m* =4- (1645 +12) m*= 191 .

15

b)

In den in a) betrachteten rechtwinkligen Dreiecken tauchen die Neigungswinkel
der betreffenden Dachfldche auf:

Trapezflache (am Kegelstumpf): tan(al) == =2 = 00~ 63,4°.

[N =0

Dreiecksflache (an der Pyramide): tan(B) = —=2= P~ 63,4°.

3
Die Neigungswinkel sind gleich, die betrachteten Fléchen sind also parallel.
Wegen der Symmetrie der Figur gilt die Aussage auch fiir die anderen Seiten.

Nachweis kann auch mit Methoden der Analytischen Geometrie gefuhrt werden.
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1| I | I
c) XaA
S @10
/|
D, \ C,
/ Bv/’ \\ 7 Pal C,
As —¥B, /
/‘ D, ,/ C
A2 / / ’/ 82 X?}
6 -4 2 \ 4 6
A ) “ | B,
X, ¥ 6

Gesuchte Koordinaten:

Ai(4]-410),Bi(4]4]0),Ci(-414]0), Di(-4|-410),

Ax(31-312),Bx(3[31]2),Cx(-313]2), Dx(-3|-3|2).

Gegebene Koordinaten (Eckpunkte Quaderdeckfldche, Kirchturmspitze):

As(3[-314),B:(31314),Cs(-313[4),D5(-3[-34), SO[0]10). 5110
d) | Nachweis der Behauptung:

Fiir den Mittelpunkt M5 der Dachkante von C; nach Ds gilt M; (=3 | 0 | 4).

4,8
Mit dem gegebenen Punkt P (1,8 | 0] 6,4) folgt M;P=| 0
2,4
Die Ebene E, in der die Dachflache A;B;S liegt, hat z. B. folgende Gleichung:
0 3 3
E:X=|0|+r-|=3|+5s:| 3 |.
10 —6 —6
4,8 3 4,8 3
Es gilt: 0 —3|=0A]| 0 3 1=0.
2,4) (-6 2,4) -6
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I | I |10

4,8
Daraus folgt: M,P=| 0 | istein Normalenvektor der Ebene E,
2,4
da er auf deren beiden Richtungsvektoren senkrecht steht:
1,8 0 3 3
P ist zudem ein Punkt der Ebene E, weilaus | 0 |=| O |+r-|—=3|+5s-| 3
6,4 10 —6 —6
folgt: 1 3r+3s=1,8
I —3r+3s=0
I 10— 6r — 6s = 6,4
Aus 1II folgt r = s, woraus eingesetzt in I 6s = 1,8 folgt, also r =s=0,3.
Probe mit III: 10-6-0,3-6-0,3=10-1,8-1,8=6,4.
P ist ein Punkt der Dachflache A; B; S, denn fiir die X;-Koordinate 1,8 gilt:
0 < 1,8 <3 und fiir die X;-Koordinate 6,4 gilt: 4 <6,4 <10.

Es kann auch elementargeometrisch argumentiert werden: da P in der X;-X3-
Ebene liegt, genugt es zu zeigen, dass P Punkt der Héhe des Dreiecks A; B; S
mit den Endpunkten Sund (30| 4) ist.

Berechnung der Linge des Balkens:

‘M3P = /4,8 +0+2,4> =53665.... Damit ist der Balken ca. 5,40 m lang.

Losung ist nicht immer moglich:

Die Winkel o und 3 ergénzen sich zu 90°:
je kleiner o wird, desto groBer wird B.

In Abhéngigkeit von der Hohe des Dreiecks
und der Seitenlénge der Pyramide kann bei
groflem Winkel B die Situation eintreten,
dass das Lot die Seitenflédche nicht mehr
trifft.

Auch die Angabe eines konkreten Beispiels
, , ist als Begriindung nattrlich korrekt.
Seitenlénge der Pyramide ‘ 5 15 10

e) | Um die Aussage zu beweisen, muss man zeigen, dass die Geraden durch M; und
P einerseits und die Gerade durch A; und Q andererseits keinen gemeinsamen
Schnittpunkt haben. Die Gerade durch M; und P heif3e g, die Gerade durch A;
und Q heifle h. Dann gilt:

-3 4,8 3 —4

0 |+r-| O und h: X=|-3|+s-| 4

4 2,4 4 4
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I | I | I
I -3 +48r= 3-4s
I 0= -3+4s
oI 4+24r= 4+4s
Aus I folgt: =-3 +4sund daher s=2.
Setzt man diesen Wert in I ein, so folgt -3 +4,8r=3 -3, also r = % :g'
Setzt man beide Werte in III ein, so folgt
auf der linken Seite: 4+ 1,5=5,5 und
auf der rechten Seite: 4+3=7.
Da die beiden Seiten von III verschieden sind, gibt es keinen Schnittpunkt der
beiden Geraden.
Begriindungen:
RENEIR 45
I. O,:]0]|=] 0 |+—- 0].Da 0<—<1, liegt O, zwischen M5 und P.
o 56 56
8 4 L
14 5
= 3 —4
33 33 . .
2. 0,0 | =% |=|-3 +% 4 |.Da 0<£<1, liegt O, zwischen A; und Q.
s 4
; -1 —1) (2
3. 00,= e -3 | verlduft senkrecht zu M;P, denn |—3|-|0|=0.
2 2|1
; -1 -1) (-1
0,0, 1 -3 | verliuft senkrecht zu AQ, denn | -3 |-| 1 [=0.
2 2 1
Abstand:
Die kiirzeste Verbindungsstrecke zwischen den beiden Balken muss senkrecht
zu jedem der Balken stehen. Das trifft zu fiir O,0, , also ist die Lénge der Stre-
cke von O nach O, der ,,Abstand* zwischen den beiden Geraden g und h.
|olo2|=i -3 :Mzo,s .
14 14
2
Solange die halbe Summe der beiden Durchmesser (jeweils vom Umkreis der
Schnittflache) kleiner als 80 cm ausfillt, ist der Einbau der beiden Stiitzen ohne
Probleme moglich. 15 | 10
Insgesamt 100 BWE | 30 | 50 | 20
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LA /AG 2
[1.2 Heuschrecken

Berichte iiber Heuschreckenplagen liegen seit vorchristlicher Zeit z. B. aus dem alten Agypten vor.
Wanderheuschrecken haben die Fahigkeit, ihr Verhalten zu &dndern, sich zu Schwiarmen zusammenzu-
schliefen und in diesen Schwérmen grofle Entfernungen zuriickzulegen.

In ,,ruhigen® Jahren ist der Lebensraum der Wanderheuschrecke auf die trockenen und halbtrockenen
Wiisten Afrikas, des Nahen Ostens und Siidwestasiens auf ein Gebiet von ca. 16 Millionen Quadratki-
lometern beschrankt. Wéhrend einer Plage knnen sich Wanderheuschrecken hingegen iiber ein Ge-
biet von ca. 29 Millionen Quadratkilometern verbreiten. In Abhéngigkeit von Umwelteinfliissen und
davon, ob Wanderheuschrecken vereinzelt oder in Schwirmen leben, entwickeln sich diese Populatio-
nen sehr unterschiedlich.

Die Lebensstadien einer Heuschrecke werden im Folgenden durch Eier (E), Larven 1 (L), Larven 2
(Ly), Larven 3 (Ls), Larven 4 (L,) und Adulte (A) beschrieben, die sie der Reihe nach durchlauft.
Nur adulte (ausgewachsene) weibliche Heuschrecken legen Eier.

Das Geschlechterverhéltnis in den betrachteten Populationen ist 1:1.

a) Eine Population von Heuschrecken wird durch den Vektor beschrieben.

> J J I m

Zur Vereinfachung wird angenommen, dass die Zeitspannen, in denen sich die Heuschrecken von
einem Lebensstadium zum nichsten entwickeln, gleich sind. Dieser Zeitabschnitt betrdgt 10 Tage.
Fiir eine Population gilt:

Aus 8 % der Eier eines Geleges entwickeln sich Larven 1.

Die Uberlebenswahrscheinlichkeit fiir die Larven 1 betrigt 72 %, fiir L, und L jeweils 76 %.

Aus 89 % der Larven 4 werden adulte Heuschrecken, 70 % der adulten Heuschrecken tiberleben
die néchsten 10 Tage.

Jede weibliche adulte Heuschrecke legt pro Zeitabschnitt von 10 Tagen ein Gelege mit 120 Eiern.

Stellen Sie die Entwicklung dieser Population in einem Ubergangsgraphen dar. 15P
b) Entscheiden Sie, ob die Matrix M mit

0 0 0 0 0
0,08 0,72 0 0 0 0
0 0,72 0,76 0 0 0
0 0 0,76 0,76 0 0
0 0 0 0,76 0,89 0
0 0 0 0 0,89 0,7

60

zur Modellierung des in a) dargestellten Sachverhalts geeignet ist.
Erstellen Sie gegebenenfalls eine Populationsmatrix, die den Sachverhalt aus a) richtig
wiedergibt. 15P
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c) Eine Heuschreckenpopulation setzt sich zum Untersuchungszeitpunkt aus ca. 15000 Eiern, aus
1300 Larven 1, aus 1000 Larven 2, aus 800 Larven 3, aus 600 Larven 4 und aus 400 adulten
Heuschrecken zusammen.

Berechnen Sie mit Hilfe der zur Modellierung geeigneten Populationsmatrix aus b), wie sich unter
den in Aufgabenteil a) vorgegebenen Bedingungen diese Heuschreckenpopulation nach einem
Zeitabschnitt von 10 Tagen entwickelt hat. 10P

In den Aufgabenteilen d) und e) geht es nur um adulte Heuschrecken.

Wenn Wanderheuschrecken sich zu Schwédrmen zusammengeschlossen haben, verringert sich die
GroBe der Gelege. Gehen Sie von durchschnittlich 70 Eiern pro Gelege aus. Gehen Sie aullerdem da-
von aus, dass ein ausgewachsenes Weibchen im Schnitt fiinfmal Eier legt, bevor es stirbt. Die
Uberlebensraten fiir Eier und Larven seien unverindert diejenigen aus Teil a).

d) Zeigen Sie, dass von den Nachkommen eines Heuschreckenweibchens im Durchschnitt 10,36
das ,,Erwachsenenalter® erreichen, also Adulte werden. 5P

e) Zu Beobachtungsbeginn besteht ein Heuschreckenschwarm aus ca. 30 Millionen erwachsenen
(adulten) Heuschrecken. Diese werden als ,,Generation 0% (G, ) bezeichnet.

(1 Y

* Begriinden Sie, dass man mit der Formel G =G, LE . 10’36J mit nel] die Anzahl der

adulten Heuschrecken in der n-ten Folgegenerationen berechnen kann.
* Bestimmen Sie die Anzahl der adulten Heuschrecken in der 4. Folgegeneration. 20P

Heuschreckenschwirme richten riesige Schiaden in der Landwirtschaft an. Eine erwachsene Heuschre-
cke frisst pro Tag etwa 2 g Pflanzenmasse.

f) Bestimmen Sie ndherungsweise mit Hilfe einer Abschétzung aus den bisherigen Ergebnissen, wie
viel Pflanzenmasse der Heuschreckenschwarm aus e) bis einschlieBlich der 4. Folgegeneration
vernichtet hat.

Gehen Sie davon aus, dass eine erwachsene Heuschrecke im Schnitt 50 Tage lebt.
Beurteilen Sie das Ergebnis Ihrer Schétzung. 25P
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II

III

0,7
0,08

60

Zu beachten ist, dass am Pfeil von A zu E eine 60 erscheint. Nur die Weibchen
legen Eier.

10

b)

Falsch sind die Matrixelemente a;; mit i=2,3,4,5. Da sich nach Voraussetzung

die Heuschreckenlarven nach jeweils 10 Tagen in das nichste Stadium entwi-
ckelt haben, miissen dort Nullen stehen.

0
Die richtige Matrix lautet daher: 0

10

60 15000 24000
1300 1200
1000 936
800 760
0 0 0 0,76 0 600 608
0 0 0 0,89 0,7 400 814

S O O O

(= = -}
|

0
0
0 072 0 0
0
7
0

Nach einem Beobachtungsabschnitt von 10 Tagen setzt sich die Heuschrecken-
population aus ca. 24 000 Eiern, 1200 Larven 1, 900 Larven 2, 800 Larven 3,
600 Larven 4 und 800 adulten Heuschrecken zusammen.

Wenn nicht auf Hunderter gerundet wird, sondern eine Genauigkeit bis auf ein-
zelne Individuen im Antwortsatz angegeben wird, so fuhrt dies zu einem Abzug
von einem Punkt von der Gesamtpunktzahl.

Wird mit einer falschen Matrix aus b) folgerichtig weitergerechnet, fihrt dies
nicht zu Punktabzug.

10

d)

Von den fiinf Gelegen mit je 70 Eiern entwickeln sich nach den Vorgaben aus a)
5-70-0,08-0,72-0,76-0,76-0,89 = 10,36 zu adulten Heuschrecken.

15
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. Zuordnung
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I | I | III

e) | Nach Voraussetzung betrigt das Geschlechterverhiltnis 1:1. Die Hélfte der
Heuschrecken sind Weibchen, von deren Nachkommen dann nach d) im Schnitt
10,36 das Erwachsenenalter erreichen.

60:30
1 4
G, =G, -(5-10,3@ =30-5,18"=21 599

Die Anzahl der adulten Nachkommen in der 4. Generation betrdgt ca. 21 599
Millionen Heuschrecken. 10 | 10

f) | Hier sind recht unterschiedliche Losungswege und damit auch Ergebnisse und
deren Beurteilung moglich. Fur die volle Punktzahl muss das exponentielle
Wachstum beachtet werden und missen die Schaden, die von der gesamten Po-
pulation angerichtet werden, Erwahnung finden.

Um die Anzahl der adulten Heuschrecken, die im vorgegebenen Zeitraum gelebt
und gefressen haben, abzuschitzen, kann man z. B. die Summe
Go+ G;+ G, + Gz + G, betrachten.

30-(1+5,18+ 5,18 +5,18 + 5,18%) ~26 759

. : Lo . i . 10
Insgesamt sind es einschlieBlich der 4. Generation 26 759 Millionen Tiere.

Eine erwachsene Heuschrecke frisst nach Voraussetzung 100 g an Pflanzenmas-
se, eine Million Adulter also 100 Tonnen. Geht man von dem Schétzwert von 26
759 Millionen erwachsener Tiere aus, so wurden 2 675 900 Tonnen an Pflan-

zenmasse vernichtet. 10

Nicht beriicksichtigt wurden hierbei die Schéden, die durch die Larven angerich-
tet wurden.

Insgesamt 100 BWE | 25 | 50 | 25
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STOCHASTIK 1

1.1 Umgehungsstrafe

Die Gemeinde Barsdorf plant eine Umgehungs-
stra3e. Dieses Projekt ist bei den Barsdorfer Biirgern ; _
und Kommunalpolitikern gleichermaBen umstritten. k& e g
Bei der letzten Gemeinderatswahl erhielten die Par- (& Earscony
teien in Barsdorf folgende Stimmenanteile:

DCU 44,1 %, DPS 35,4 %, AFB 12,5 %, Sonstige 8
%.

Die Wahlbeteiligung betrug trotz des kontroversen
Themas nur 75,5 %.

Eine Biirgerinitiative legt eine Umfrage vor, nach der in Barsdorf 47,5 % der DCU-Wihler, 75,3 %
der DPS-Wihler und 94,5 % der AFB-Wihler gegen den Bau der Umgehungsstra3e sind. Von den
Waihlern der restlichen Parteien und den Nichtwéhlern haben sich in der Umfrage jeweils 43,6 % ge-
gen die Umgehungsstralle ausgesprochen.

——

a) Bestdtigen Sie aus den Ergebnissen der Wahl und der Umfrage, dass ungefahr p =40 % der
wahlberechtigten Biirger von Barsdorf die Umgehungsstral3e beflirworten. 20P

b) Stellen Sie die genannten Ergebnisse aus der Wahl und der Umfrage grafisch so dar,
dass moglichst viele Informationen ablesbar sind. 15P

In den folgenden Aufgabenteilen sollen Sie mit p = 60 % Gegnern der Umgehungsstrae und
40 % Beflirwortern rechnen.

¢) Aufgrund des Umfrageergebnisses fordert die Biirgerinitiative einen Volksentscheid {iber den Bau
der Umgehungsstral3e.
Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass unter 50 zufaillig ausgewdhlten Wahlberechtig-
ten in Barsdorf mehr als die Hilfte gegen den Bau der Umgehungsstra3e stimmen wiirden,
falls die Umfrageergebnisse der Biirgerinitiative richtig sind.. 15P

d) Die Biirgerinitiative flihrt eine Unterschriftensammlung gegen die Umgehungsstralie durch.
Dabei gibt ein Biirger an, gegen die Umgehungsstralle zu sein. Bestimmen Sie die Wahrscheinlich-
keit, dass es sich bei diesem Biirger um einen DCU-Wiéhler handelt. 15P

e) Auf einer Mitgliederversammlung der DCU haben sich 855 von 1298 Anwesenden gegen den Bau
der Umgehungsstralle ausgesprochen.
In der ndchsten Ausgabe des Wochenblatts wird von einem deutlichen Meinungswandel innerhalb
der DCU gesprochen.
Ermitteln Sie, ob sich diese Behauptung der Zeitung statistisch rechtfertigen lésst. 20P

f) Trotz des Ergebnisses in e) hilt der Biirgermeister von Barsdorf an der Umgehungsstral3e fest.
Er will mit Hilfe einer erneuten zufélligen Befragung von Barsdorfer Biirgern argumentieren, dass
die UmgehungsstraBBe mehrheitsfahig ist. Er hofft, dass dann eine Mehrheit der Befragten fiir die
Umgehungsstrafle stimmt. Er kennt sich mit den Manipulationsmoglichkeiten statistischer Verfah-
ren gut aus und tiberlegt, ob er bei einem Hypothesentest als Nullhypothese p <50% oder
p = 50% wihlen sollte, und ob er eher eine grofere (N = 100) oder eine kleinere (n = 50) Stich-

probengrofBe wihlen sollte, um sein Ziel zu erreichen.

Beurteilen Sie dieses Problemfeld, indem Sie einen moglichen Plan des Biirgermeisters
bestimmen. 15 P

Ma2-GKLM-AWT Seite 31 von 40



Freie und Hansestadt Hamburg Gymnasien, Gesamtschulen, Berufliche Gymnasien
Behdorde fur Bildung und Sport Zweittermin
Abitur 2008
Lehrermaterialien zum Grundkurs Mathematik
Erwartungshorizont
Zuordnung
Losungsskizze Bewertung
I IT | III
a) | Der Anteil der Gegner betrigt:
G =0,755-(0,441-0,475+0,354-0,753 4+ 0,125-0,945 4 0,436-0,080)
+0,436-0,245
~ 0,582~ 60%.
B=100% —G =40 % ist der Anteil der Beflirworter der Umgehungsstrafle. 20
b) | Es gibt mehrere Moglichkeiten der grafischen Darstellung:

35,00%

30,00%

25,00% || [ ] _

20,00%

15,00%

10,00%

5,00% -+ ]

DCU DPS AFB Andere Nichtwahler

Die Séulen, die jeweils links stehen, beziehen sich auf die erwéhnte Gemeinde-
ratswahl und geben den Anteil aller Wahlberechtigten von Barsdorf an, die
mittleren Sdulen stehen jeweils fiir die Gegner, die Saulen rechts stehen jeweils
fiir die Befiirworter der Umgehungsstral3e.

Alternative: gestapeltes Sdulendiagramm:
35,00%

30,00% -

25,00% -

20,00% -

15,00% -

10,00% -
5,00% I I
0,00% - :

DCU DPS AFB

Andere Nichtwéhler
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I II

I

Unten sind die Gegner der Umgehungsstralle dargestellt, oben stehen die
Befiirworter. Die Gesamtsédule gibt den jeweiligen Anteil aller Wahlberechtig-
ten bei der erwdhnten Gemeinderatswahl an.

Anmerkung:
Eine Darstellung, bei der die Verbindung des Wahlergebnisses mit der Umfra-
ge nicht deutlich wird, fiihrt nicht zur vollen Punktzahl.

5 |10

Da die Einwohnerzahl von Barsdorf grof3 ist im Verhéltnis zur Stichprobe,
kann hier vereinfachend die Binomialverteilung fiir die Anzahl G der Gegner
verwendet werden.

Mehr als die Halfte der Befragten sind mindestens 26 Personen. Gesucht ist:
25 24

P(G>26)=1— Z B(50;0,6;i)= Z B(50;0,4;i)~0,90=90%.
i=0 i=0

Der Wert ist aus der Tabelle der summierten Binomialverteilung entnommen.

15

d)

Es ist eine bedingte Wahrscheinlichkeit zu bestimmen. Man kann ein Baum-
diagramm verwenden oder direkt den Satz von Bayes. Es gilt:
0,755-0,441-0,475 0,158

DCU —Wahler) =
pGegner( ) 0, 6 0,6

~0,26.

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Unterzeichner DCU-Wihler ist, betragt 26 %.

15

Bemerkung: je nach Unterrichtsverlauf sind hier mehr oder weniger scharfe
Argumentationen zu erwarten, z.B.

In der Versammlung haben sich 85958 ~ 0,66 =66%. der Anwesenden gegen

die Umgehungsstrafle ausgesprochen. Das sind deutlich mehr als die 47,5 %,
die vorher diese Meinung hatten.

Zu untersuchen ist, ob es sich dabei um eine zufillige Schwankung aufgrund
der Stichprobe handelt.

Wenn kein Meinungswandel eingetreten wire, hétte die obige Stichprobe fol-
genden Erwartungswert und folgende Standardabweichung:

E=n-p=1298-0,475=616,6 ~617,
o=n-p-q =./1298-0,475-0,525 ~ 17,99 ~ 18,
2-0236.

Wenn die Anzahl der Gegner unter E+2-0~653 bleibt, kann man noch von

einer zufilligen Abweichung ausgehen. Die Wahrscheinlichkeit fiir Umfrage-
ergebnisse mit mehr als 653 Gegnern unter den 1298 befragten DCU-Mitglie-
dern ist unter der Annahme, dass kein Meinungswandel eingetreten ist, dann
nur ca. 2%. Die Behauptung der Zeitung ist also glaubhaft.
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Hinter dieser- nicht ganz ausgeschéarften - Argumentation steckt entweder eine
Betrachtung uber ein Vertrauensintervall oder ein Hypothesentest mit der
Nullhypothese Hy : p <0,475, die auf dem 5%-Niveau verworfen werden kann,

wenn mehr als ca. 653 der 1298 anwesenden DCU-Wahler gegen die Umge-

hungsstralie votieren. Die Unscharfe liegt darin, dass nicht deutlich gemacht
wird, ob hier Gber Abweichungen von 47,5 % nach oben oder Uberhaupt ar-
gumentiert wird. Statt von 2 % kdnnte also auch von 5 % gesprochen werden.

f) | Wenn sich die Situation nicht grundlegend geédndert hat, diirfte es dem Biirger-
meister kaum gelingen, Umfragedaten so zu erhalten, dass statistisch solide
argumentiert werden kann, dass eine Mehrheit flir die Umgehungsstraf3e ist.
Aber folgende ,,windige in den Medien nicht uniibliche Manipulationsmog-
lichkeiten wéren denkbar:

e Er hofft auf eine Mehrheit fiir die Umgehungsstraf3e innerhalb seiner Stich-
probe (das kann vor allem bei geringer Stichprobengrof3e leicht passieren)
und argumentiert danach unsolide mit dieser ,,Mehrheit*,

e oder noch raffinierter: er wéhlt einen Hypothesentest mit der Nullhypothese,
dass die Biirger mehrheitlich fiir den Bau der Umgehungsstraf3e seien.
Wenn er z. B. als Stichprobengrofie n = 50 (n = 100) wihlt, dann kann die
Hypothese auf dem 5%-Niveau erst verworfen werden, wenn mehr als 31
(58) Biirger gegen den Bau stimmen. Diese beiden Tests hitten bei unverén-
dert angenommenem p = 0,6 $-Fehler-Wahrscheinlichkeiten von 66 %
(bzw. 38 %). Vor allem bei einer kleinen Stichprobe ist diese also sehr hoch.
Die unsolide Argumentation lage dann darin, dass behauptet werden wiirde,
dass die Nullhypothese gilt, obwohl im Falle, dass keine Signifikanz vorliegt,
gar kein Schluss aus den Umfragedaten gezogen werden kann.

10| 5

Insgesamt 100 BWE

25 | 55| 20
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STOCHASTIK 2

1.2 Wirfelprobleme

Der Wiirfel ist Bestandteil vieler Gliicks- und Gesellschaftsspiele. Dabei hat das Ergebnis ,,6° hdufig
eine besondere Bedeutung.

Fiir das Werfen mit drei Wirfeln (gleichzeitig oder hintereinander) lassen sich unterschiedliche Fra-
gestellungen betrachten, z.B. die nach der Anzahl X der gewlirfelten Sechsen oder die nach der Au-
gensumme S.

Beim Spiel ,,chuck-a-luck® entscheidet die Anzahl der Sechsen iiber die Gewinnhdhe.

Beim ,,Mensch-argere-dich-nicht“-Spiel darf der Spieler seine Spielfigur nur in das Spiel bringen,
wenn er mit einem Wiirfel eine Sechs wirft — dies darf er zu Beginn dreimal nacheinander versuchen.
In den Aufgabenteilen a) bis e) handelt es sich um faire Wiirfeln, d.h. jede Augenzahl (1,...,6) hat die
gleiche Wahrscheinlichkeit.

a) Berechnen Sie fiir das Spiel ,,chuck-a-luck® die Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse
A, Es fillt keine Sechs” und
B:,,Es fallen drei Sechsen®. 10P

b) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, beim Spiel ,,Mensch-drgere-dich-nicht™ zu Beginn eine
Spielfigur in das Spiel zu bringen. 10P

Der Fiirst der Toskana wandte sich zu Beginn des 17. Jahrhunderts in einem Brief an Galileo Galilei
(1564-1642) mit folgendem Problem: ,,Beim gleichzeitigen Wurf von drei gleich aussehenden Wiir-
feln konnte ich beobachten, dass die Summe 11 hdufiger erschien als die Summe 12 und die Summe
10 haufiger als die Summe 9. Jedoch kdnnen meiner Meinung nach alle diese Summen auf genau
gleich viele Arten entstehen, ndmlich auf sechs Arten und sind demzufolge gleich wahrscheinlich.*

¢) Untersuchen Sie die Aussagen des Fiirsten zur Wahrscheinlichkeit und begriinden Sie Ihre Ein-
schitzung.
Sie konnen dabei voraussetzen, dass das gleichzeitige Werfen von drei (gleich aussehenden) Wiir-
feln und das Hintereinanderwerfen dieser Wiirfel in Bezug auf die Augensumme aqui-
valente Zufallsexperimente sind. Argumentieren Sie deshalb mit einem gedachten Baum-
diagramm. 20P

d) Die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die Augensumme von drei Wiirfeln ist symmetrisch.
Beschreiben Sie diese Symmetrieeigenschaft. 15P
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e) Betrachten Sie nun das 15-malige Werfen eines Wiirfels (oder das gleichzeitige Werfen von 15
Wiirfeln). Es sei Z die binomialverteilte Anzahl der Sechsen und W =27 + 3.
(W z&hlt also zur Anzahl der Sechsen 3 dazu).
Ebenso wie die Augensumme S von 3 Wiirfeln kann auch W genau die Werte 3, 4, ...17, 18 an-
nehmen.

Vergleichen Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilungen von S und W in Bezug auf
e das Ereignis, einen Wert grof3er als 16 zu erhalten,
e das Ereignis, einen Wert kleiner als 5 zu erhalten,
e Symmetrie (vgl. d))

e den Erwartungswert. 25P

f) Auf einen Wiirfel fillt der Verdacht der Manipulation: Ein Spielleiter behauptet, dass die ,,Sechs*
zu héufig fillt. Deswegen soll der Wiirfel 100-mal geworfen werden, um eventuell die Nullhypo-

1 . .
these p < . auf dem Signifikanzniveau 5 % zu verwerfen.

Bestimmen Sie mithilfe der Tabelle in der Anlage den Verwerfungsbereich V und schétzen
Sie die tatsdchliche Grofle des Fehlers 1. Art ab. 20P
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Anlage: Tabelle akkumulierter Binomialverteilungen Z

Kk n B}
D (1= p )
2 [k] p -(1-p)

Zweittermin

n =[100
p: 0.1 116 0,2 | 0,25 | 0,3 0.4
o[ 0.0000[ 0.0000] 0.0000] 0.0000] 0.0000] 0.0000
1] 0.0003] 0,0000] 0,0000] 0,0000] 0,0000] 0,0000
2| 0.0019] 0,0000] 0,0000[ 0.0000] 0,0000] 0,0000
3| 0.,0078] 0,0000] 0,0000] 0,0000] 0,0000] 0,0000
4| 0,0237[ 0.0001]0,0000] 0.0000] 0,0000] 0,0000
5 JuUaib Uouduay Uouoody oo U udug . ouud
6] 0.1172] 0.0013]0,0001] 0.0000] 0.0000] 0,0000
7| 0.2061] 0,0038] 0,0003] 0.0000] 0,0000] 0,0000
8[ 0.3200[] 0.0005]0,0009] 0.0000] 0.0000] 0.0000
k| 9| 04513] 0.0213]0.0023] 0.0000] 0.0000] 0.0000
10| 0.5832] 0,0427]0,0057] 0,0001] 0,0000] 0,0000
11| 0.7030] 0.0777]0.0126] 0,0004] 0,0000] 0,0000
12| 0.8018] 0.1297] 0.0253] 0.0010] 0.0000] 0.0000
13| 0.8761| 0.2000] 0.0469] 0,0025] 0,0000] 0,0000
14| 0.9274] 0.2874]0,0804] 0,0054] 0,0001] 0,0000
15| 0.9601| 0.3877]0.1285| 0,0111] 0,0002] 0,0000
16| 0.9794] 049420 0.1923] 0.0211] 0.0008] 0.0000
17| 0.9900] 0,5994] 0.2712] 0,0276] 0,0012] 0,0000
18| 0.0954] 0,6965] 0,3621] 0,0630] 0,0024] 0,0000
19| 0.9980| 0.7803] 0.4602| 0,0995] 0,0044] 0,0000
20| 0.9992] 0.8451J0.5595] 0.1488] 0.0076] 0.0000
21| 0.9997] 0.8998] 0.6540] 0.2114] 0,0124] 0.0000
22| 0.9999] 0.9269] 0.7389] 0.2864] 0.0190] 0.0001
23| 1,0000] 0.9621]0,8109] 0.3711] 0,0277] 0,0001
24| 1.0000] 0.9753J0.8686] 0.4617] 0.0280] 0.0003
25| 1.0000] 0.9851J0.9125] 0.5535] 0.0496] 0.0006
26] 1.0000] 0.9938]0.9442] 0.6417] 0.1108] 0.0018
27] 1.0000] 0,9969) 0,9658] 0.,7224] 0,1828] 0,0040
28] 1.0000] 0.9955] 0.9800] 0.7925] 0.2632] 0.0079
29| 1.0000] 0.9993]0.9838] 0.8505] 0,3488] 0.0142
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III

a) | Die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A ldsst sich berechnen aus der Wahr-
scheinlichkeit, mit einem Wiirfel keine Sechs zu wiirfeln:

6 6 6 216
Analog lasst sich fiir das Ereignis B berechnen: P(B) = %%% = 2_16 ~0,5%.

10

b) | Eine Spielfigur kann nach dem ersten, zweiten oder dritten Wurf in das Spiel
gebracht werden, jedoch nur im Falle einer Sechs.

Eine einfache Lésung ergibt sich aus der Uberlegung, dass das Ereignis, ,.eine

Spielfigur in das Spiel bringen* (als Ereignis A bezeichnet) das Gegenereignis
zum Ereignis A aus a) ist.

125 91

P(A)=1-—"2=—".
(A) 216 216

Die Wabhrscheinlichkeit, zu Beginn eine Spielfigur in das Spiel zu bringen,

betragt 28 ~42%.
216

Eine alternative Losung ist die Betrachtung aller drei Stufen:

Die Wahrscheinlichkeit einer Sechs im ersten Wurf ist p, = %.

Der zweite Wurf ist nur moglich, wenn im ersten Wurf keine Sechs geworfen

worden ist. Die Wahrscheinlichkeit einer Sechs im zweiten Wurf ist
515

AT

Der dritte Wurf ist nur moglich, wenn in den ersten beiden Wirfen keine Sechs
geworfen worden ist. Die Wahrscheinlichkeit einer Sechs im dritten Wurf ist
551 25

PP =566 216

, 15 25 36+30+25 91
Dannist p; + p, + py = — + — + > =200+ I
6 36 216 216 216

10

¢) | Wenn man sich das Wiirfeln mit 3 Wiirfeln als Stufenexperiment vorstellt und
dazu ein dreistufiges Baumdiagramm mit je 6 Verzweigungen auf jeder Stufe,

dann haben alle 216 Wege die gleiche Wahrscheinlichkeit, ndmlich ﬁ .

Der Fiirst hat zwar Recht, dass alle Augensummen auf sechs ,,Arten” gebildet
werden konnen:

Summe 9: (1,2,6), (1,3,5), (1,4,4), (2,2,5), (2,3,4) und (3,3,3),

Summe 10: (1,3,6), (1,4,5), (2,2,6), (2,3,5), (2,4,4) und (3,3.4),

Summe 11: (1,4,6), (1,5,5), (3,4,4), (2,4,5), (2,3,6) und (3,3,5),

Summe 12: (1,5,6), (2,4,6), (2,5,5), (3,3,6), (3,4,5) und (4,4,4).
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Diese ,,Arten* (Tripel) sind aber nicht gleichwahrscheinlich, denn fiir die Be-
stimmung ihrer Wahrscheinlichkeiten sind jeweils die Wege im Baumdiagramm
auszuzéhlen, die sie realisieren: Jedes Tripel mit drei verschiedenen Augenzah-
len ldsst sich durch sechs Wege realisieren z.B. 126, 162, 216, 261, 612, 621.
Jedes Tripel mit zwei gleichen Augenzahlen lésst sich durch drei Wege realisie-
ren, z.B. 144, 414, 441 und jedes Tripel mit 3 gleichen Augenzahlen lésst sich
durch genau einen Weg realisieren.

6+6+3+346+1 25

Damit ergibt sich P(S=12) = 16 = m= P(S=9)und

_ 64643464343 27
216 216
Also sind die Wahrscheinlichkeiten nicht gleich. 15] 5

P(S=11)

=P(S = 10).

d) | Beschreibung der Symmetrieeigenschaft:

In Aufgabenteil c) ist bereits gezeigt worden, dass gilt: P(S=10)=P(S=11)
und P(S =9)=P(S = 12). Leicht zu sehen ist auch, dass P(S =3) = P(S =18),
denn einzig méglich fiir diese Augensummen sind die Tripel (1,1,1) bzw.
(6,6,6).

Eine mdgliche Uberlegung geht zusitzlich von der Symmetrie des Wiirfels aus:
Wenn bei einem Wiirfel die ,,1 oben liegt, liegt die ,,6° unten; wenn die ,,2*
oben liegt, liegt die ,,5° unten; usw. Dies bedeutet fiir drei Wiirfel: Wenn die
Augensumme 4 oben liegt, liegt die Augensumme 17 unten; wenn die Augen-
summe 5 oben liegt, liegt die Augensumme 16 unten; usw.

Die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten sind gleich, was zur Symmetrie der
W-Verteilung fiihrt.

Alternativ kann man auch mit Hilfe der moglichen Tripel — wie in ¢) — argumen-
tieren, ohne dass dabei jede Wahrscheinlichkeit berechnet werden muss. 5 |10

3 1 1
P{S>16l=P{S=17}+P{S=18}=— 4+ —=—
* PS>161=P 1Py J 216+216 54

=2%
Die Zufallsvariable Z ist 15 —% -binomialverteilt.

14 1 15
PIW >16} = P{W > 13} = P{W =14} + P{W =15}=15.@ @ +@
5 _
=?z1-10 !
P{W > 16} ist also wesentlich kleiner als P{S > 16}

e P{S<5}=P{S>16}=2% wegen der Symmetrie (vgl. d).

P{W <5} = P{W <2} = P{W =0} + P{W :1}:@5 +15.(§j4 [lj

6 6 6
_15.5"

= =19%.

6 -

P{W <5} istalso groBer als P{S <5}.
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e Symmetrie: Die Symmetrie der Verteilung von S wurde schon in d) begriin-
det.

Fir p# 5 ist jede Binomialverteilung nicht symmetrisch, das kann voraus-

gesetzt werden, kann aber auch hier fiirn=15und p =% leicht begriindet

werden, denn offensichtlich ist es wahrscheinlicher ,,keine Sechs* zu werfen
15

15
( (%} ) als ,,15 Sechsen® zu werfen ( (éj ). Dann ist aber auch die Vertei-

lung von W nicht symmetrisch.

e Bestimmung des Erwartungswerte von S und W:
Aufgrund der Symmetrie der Verteilung von S haben jeweils die Werte S und
21-S die gleiche Wahrscheinlichkeit, konnen also in der Produktsumme zu-
sammengefasst werden. Klammert man danach 21 aus, ist die Summe der

Wahrscheinlichkeiten % Also E(S)= % =10,5.

Einfacher ist es, die (wahrscheinlich im Unterricht nicht behandelte)
Additivitat des Erwartungswertes auszunutzen. E(S)=3-3,5=10,5.

Der Erwartungswert einer Binomialverteilung betrdgt n- p, hier al-
SO E(Z)zlS%z%. Also EW)= E(Z)+3:%:5,5.

E(W) ist also nur etwa halb so grofl wie E(S). 15|10

f) | Viele Sechsen sprechen gegen die Nullhypothese.
X bezeichne die Anzahl der Sechsen. Aus der Tabelle ergibt sich:

falls p=%, gilt fiir K=23: P({X <K})<5%.

Falls also 23 oder mehr Sechsen fallen, sollte die Nullhypothese abgelehnt
werden.

Die tatséchliche Irrtumswahrscheinlichkeit 1. Art ist kleiner oder gleich 3,3 %. 10 | 10

Insgesamt 100 BWE | 25 | 50 | 25
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