Freie und Hansestadt Hamburg Wirtschaftsgymnasien
Behdorde fur Bildung und Sport Zweittermin
Abitur 2006

Lehrermaterialien zum Grundkurs Mathematik

ANALYSIS 1
I.1 Produktvermarktung

Ein IT-Unternehmen hat ein neues Gerat entwickelt. Nun wird geplant, unter welchen Bedingungen
dieses Gerat moglichst gut vermarktet werden kann.

Zuerst werden die Produktionskosten untersucht. Man weif3, dass die festen Kosten (Fixkosten) des
Unternehmens pro Monat 250 Geldeinheiten (GE) betragen.

a) Die Kalkulationsabteilung hat berechnet, dass die Kosten (inklusive Fixkosten) bei einer Produkti-
on von 10 Mengeneinheiten (ME) 302 Geldeinheiten und bei 20 Mengeneinheiten 336 Geldeinhei-
ten betragen. Es wird nun versucht, eine Funktion aufzustellen, die die Gesamtkosten fir beliebige
Produktionszahlen beschreibt. Ein erster Ansatz wird mit einer quadratischen Funktion versucht.

e Berechnen Sie die Gleichung einer quadratischen Funktion, die zu den gegebenen Daten passt.

e Sije erhalten eine Funktion, die bei etwa 34 ME ein Maximum besitzt.
Begrunden Sie, warum Kostenfunktionen eine solche Eigenschaft nicht haben kénnen.

Durch weitere Berechnungen erhalten die Kalkulatoren schlielich mit
K (x) =0,002x> —0,15x* + 6,5x + 250

die Gleichung einer Gesamtkostenfunktion K, die die Produktionskosten hinreichend genau beschreibt.

b) Unter den ,,Grenzkosten“ versteht man in der Praxis die zusatzlich entstehenden Kosten bei einer
Produktionserh6hung um eine Mengeneinheit.
Berechnen Sie die Grenzkosten (der Funktion K) fiir x = 10 und x = 35, d. h. berechnen Sie die zu-
sétzlichen Kosten, wenn Sie 11 ME statt 10 produzieren bzw. 36 statt 35 ME.

c) Im Allgemeinen wird die Ableitungsfunktion K’ auch als Grenzkostenfunktion von K bezeichnet.
Berechnen Sie K’(10) und K’(35) und interpretieren Sie den (wenn auch geringen) Unterschied
zu den im Aufgabenteil b) berechneten Grenzkosten im Kontext der Aufgabe.

d) Der Wendepunkt einer Kostenfunktion K wird haufig auch als ,,Kostenkehre* bezeichnet.
Bestimmen Sie den Wendepunkt und interpretieren Sie die Bezeichnung ,,Kostenkehre* im Kon-
text der Aufgabe.

e) Ohne Rucksicht auf die tatsachlichen Verkaufszahlen wird fur eine erste Kalkulation ein Preis von
15 GE fir eine Mengeneinheit angenommen. Der Erlds E der Firma ergibt sich aus dem Produkt
»Menge mal Preis*. Der erzielte Gewinn G in Abhéngigkeit von der produzierten Menge x ergibt
sich als Differenz aus dem Erlés E und den zugehdrigen Gesamtkosten K, also
G(x) = E(x) — K(x) . Gehen Sie im Folgenden davon aus, dass alle produzierten Gerate auch ver-

kauft werden.
e Bestimmen Sie die Gleichungen der Erlosfunktion E und der Gewinnfunktion G.

e Bestimmen Sie, bei welcher produzierten Menge der Gewinn G maximal wird, und geben Sie
den maximalen Gewinn an. Die beiden letzten Angaben sollen in der Antwort auf 2 Nachkom-
mastellen gerundet werden.

f) In diesem Aufgabenteil geht es um eine Veranschaulichung des Ergebnisses aus dem Aufgabenteil

e). Bestimmen Sie ein grafisches Verfahren, wie man den x-Wert des Gewinnmaximums grafisch
ermitteln kann.
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Die Fixkosten in Hohe von 250 GE sind die Kosten, die immer entstehen, auch
wenn nicht produziert wird. Also ist 250 der Koeffizient, der den konstanten
Anteil angibt. Der Ansatz fur den Funktionsterm einer quadratischen Funktion
lautet demnach: f (x) = ax® +bx + 250.

Uber die gegebenen Daten erhalt man den folgenden Ansatz:
(f(10)) 100a+10b+250 =302(l) und

(f(20)) 400a + 20b + 250 =336 (II)
N-2-1 200a — 250 = —268
200a=-18

a=-— =009
100

Das Ergebnis fur a wird nun in (1) eingesetzt und man erhalt:

100- (—ij +10b + 250 = 302
100

10b =61

b=t _61.
10

Insgesamt erh&lt man folgende Funktionsgleichung:

f(x)= —ix2 +ﬂx+ 250 = —0,09x° + 6,1x + 250 .

100 10
Da die Gesamtkosten einer Produktion mit zunehmender Produktionsmenge x
monoton steigen, kann eine Kostenfunktion keine Extremwerte besitzen.

10| 10

b)

K(10) =302 und K(11) =306,012, also betragen die Grenzkosten bei der Pro-
duktionserhéhung von 10 auf 11 ME ca. 4,01 GE.

K(35)=379,5 und K(36) =382,912, also betragen die Grenzkosten bei der
Produktionserhéhung von 35 auf 36 ME ca. 3,41 GE.

K’(x) =0,006x* —0,30x +6,5. Danach gilt K’(10) =4,10 und K’(35)=3,35.
Die Ableitungsfunktion gibt die Anderung der Funktionswerte in einer ,,sehr
kleinen“ Umgebung an. Sie beschreibt die Steigung der Tangenten.

Die Grenzkosten in Aufgabenteil b) beziehen sich immer auf den Unterschied 1
der x-Werte. Sie beschreiben die Steigung von Sekanten.

d)

Der Wendepunkt von K wird tber die 2. Ableitung berechnet.
K”(x)=0,012x-0,3.

Mit 0,012x, —0,3=0 ergibtsich x, =25.

Da die dritte Ableitung die konstante Funktion mit dem Funktionswert 0,012 ist,
ist x,, = 25 eine Wendestelle. Der Wendepunkt hat die Koordinaten W(25 | 350).
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Bis zum Wendepunkt (Kostenkehre) wird die Zunahme der Kosten immer ge-
ringer, wahrend sie nach dem Wendepunkt immer starker ansteigt. 20
€) | Die Erlosfunktion E hat die Gleichung E(x)= p(x)-x=15x.
Fur die Gewinnfunktion G gilt:
G(x) =E(x) - K(x)
=15-x—(0,002x* —0,15x* + 6,5x + 250)
=-0,002x* +0,15x” +8,5x — 250.
Der Gewinn wird hochstens an den Stellen maximal, an denen die erste Ablei-
tung der Gewinnfunktion Null ist.
G’(xg) =0 bedeutet :
-0,006x* +0,3x+8,5=0
x? ~50x— 22 _ g

3

X, =25+ |25 +$

X ,=25% o

‘ 3

X, =25+ 35*3/5 .
X, =70,18 und x, =-20,18
X, liegt nicht im Definitionsbereich.
Da G einen negativen Leitkoeffizienten hat und somit fiir ,,groe* x- Werte ge-
gen ,,minus Unendlich geht, hat G bei x; ein Maximum.
Hinweis: Hier ist u. a. auch ein Argumentieren mit der zweiten Ableitung mog-
lich.
Durch Einsetzen erhalt man G(70,18) = 394,01.
Bei einer Produktion von 70,18 Mengeneinheiten ist der Gewinn mit ca. 394,01
Geldeinheiten maximal. 25

f) | Der Gewinn G bestimmt sich aus der Gleichung G(x) = E(x) — K(X) .

Das Gewinnmaximum bestimmt sich aus der Gleichung G’(x) =0 und damit
E'(X) — K'(x)=0 bzw. E'(x)=K'(x).
Der Gewinn ist genau dann maximal, wenn Grenzerlds (Preis) und Grenzkosten
Ubereinstimmen.
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Grafisch bedeutet dies:
Gesucht ist jene Stelle von K, an der die Steigung gleich der Steigung von E ist.
Ay
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Durch Parallelverschiebung des Graphen von E l&sst sich die Stelle von K kon-
struieren, fur die gilt: E’(x) = K’(x). Der entsprechende x-Wert ist die gesuchte
Produktion, fiir die der Gewinn maximal ist.

20

Insgesamt 100 BWE

20 | 60

20
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1.2 Uberlandleitung

Zwei Strommasten einer elektrischen Uberlandleitung von je 27 m Hohe stehen jeweils vertikal (lot-
recht)auf einem gleichmaliig ansteigenden Gelande. Ihr Abstand betrdgt 200 m. Der Hohenunterschied
der FuBpunkte der Masten betrédgt 15 m. Die Spitzen der Masten — wir bezeichnen sie mit T (tieferer
Mast) und H (héherer Mast) — sind durch eine Hochspannungsleitung verbunden, wie Sie es der nicht
malistabsgetreuen Skizze entnehmen kénnen.

Wir fuhren wie folgt ein zweidimensionales Koordinatensystem ein: Der Nullpunkt ist der FuBpunkt
des tieferen Mastes. Die x-Achse verlauft waagerecht, die y-Achse zeigt vertikal nach oben:

H

Ledtun

28 G o o im

a) Nehmen Sie vereinfachend an, dass die Leitung durch die Schwerkraft zwischen T und H in Form
einer Parabel durchhangt. Berechnen Sie die Gleichung der Parabel p, wenn bekannt ist, dass die
Leitung auf den oberen Mast B mit einer Steigung von 0,195 trifft.

3 —ix+27

5000 X 200

b) Das ansteigende Gelande, d. h. die Verbindungslinie zwischen den FulRpunkten der Masten, l&asst
sich durch eine Gerade g beschreiben.
Berechnen Sie die Gleichung dieser Geraden g.
Zeigen Sie, dass an der Stelle x = 100 die Leitung dem Erdboden in vertikaler Richtung am néchs-
ten kommt, d. h. dort ist das Minimum von p(x)—g(x) .
Ermitteln Sie auBerdem die entsprechenden Koordinaten der Punkte F auf der Parabel und G auf
dem ansteigenden Geldnde, in welchen dieser vertikale Abstand minimal ist und geben Sie diesen
Abstand an.

Zur Kontrolle: p(x)

c) Es gibt Punkte auf dem ansteigenden Gelande, deren Abstand zu F kleiner als ‘%‘ ist.

Begriinden Sie, dass der Punkt K auf der Geraden, der unter diesen Punkten den kleinsten Abstand
zu F hat, auf der Geraden durch F liegt, die den Graphen von g senkrecht schneidet.
Bestimmen Sie die Koordinaten des Punktes K und den Abstand von K zu F.

d) Im Aufgabenteil c) ist von dem Punkt F ausgegangen worden, der den vertikal kleinsten Abstand
zur Geraden g hat. Nun soll der global kiirzeste Abstand von Punkten der Parabel und Punkten der
Geraden untersucht werden.

Begriinden Sie die Aussage: Der Punkt der Parabel mit dem global kiirzesten Abstand zur Geraden
g hat die gleiche Steigung (beziiglich der Parabel) wie die Gerade g.

Untersuchen Sie, ob der Punkt F sogar der Punkt ist, der den global kiirzesten Abstand zur Gera-
den g hat.
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a) | Ansatz fiir die Parabelgleichung: p(x)= ax? +bx+c. Dannist p’(x)=2ax+b.
p verlauft durch die Punkte A(0[27) und B(200]42); zusétzlich gilt
39
’(200)=0,195=—.
P(200) 200
Einsetzen der bekannten Daten liefert:
p(0)=a-0°+b-0+c=27 [N
p(200) = a-200% +b-200 + ¢ = 42 (2)
0’(200) = 2a- 200+ b = 0,195 = > 3)
200
Aus (1) folgt sofort ¢ = 27.
200-(3) —(2) ergibt
a-200*—27=39-42
a-200° =24
a=—22 __3 _0 0006
40000 5000
Wird dieses Ergebnis in (2) eingesetzt, erhalt man:
2;422002 +b-200+27 =42
200
24+b-200=15
b-200=-9
b =—i:—0,045.
200
Insgesamt folgt damit: p(x)= ix2 ~ 9 xio7= 0,0006x* —0,045x + 27 .
5000 200 20
b) | Die Gerade verlauft durch die Punkte C(0]0) und D(200]15), ist also eine

Ursprungsgerade mit der Steigung 21—;’0 . Also g(x) =4iox =0,075x.

Gesucht ist der Minimalwert vonh(x)=p(x)-g(x).

Fir x = 0 und x = 200 haben p und g die gleiche Differenz von 27. Die quadrati-
sche Differenzfunktion h hat also ihre Symmetrieachse damit ihr Minimum in
der Mitte bei x. =100.
Andere (wenn auch weniger elegante) Lésungen sind natrlich zuléssig, z.B.

3

Gesucht ist der Minimalwert von h(x) = p(x)-g(x) :%x2 _E)H 27.
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Aus h'(x;)=0 erhalt man h'(x.)=——x. ——=0.D. h.
2500 200
V.
2500 200
x = 242500100
200 3
In den Punkten F(100| p(100))= F(100|28,5) und G(100|g(100)) =
G(100|7,5) kommt die Hochspannungsleitung dem Erdboden am nachsten.
Der minimale vertikale Abstand betragt also 21 m.
Grafische Darstellung (nicht gefordert):
Ay
457
407
357
307 F
257
207
157
10t °
K
G
st
X;
20 60 100 140 180 220 "
15| 20
c) | Sei K der Schnittpunkt der Geraden durch F, die g senkrecht schneidet, mit g.
Sei LK ein weiterer Punkt auf g. Dann bilden die Punkte L, K und F ein
rechtwinkliges Dreieck. LF als Hypotenuse ist immer langer als die Kathete
KF . Damit ist die Behauptung gezeigt.
Ma2-GKLM-W Seite 13 von 38



Freie und Hansestadt Hamburg Wirtschaftsgymnasien
Behdorde fur Bildung und Sport Zweittermin
Abitur 2006

Lehrermaterialien zum Grundkurs Mathematik

Zuordnung,
Bewertung

Losungsskizze

Die Verbindungslinie von F und G steht nach Konstruktion nicht senkrecht auf
g. Also ist G nicht der gesuchte Punkt.

Eine Gerade, die senkrecht auf dem Graphen von g steht, hat als Steigung den
negativen Kehrwert der Steigung von g, also Sy —13,3. AuBerdem weifl man,
3

dass sie durch den Punkt F verlauft.
Sei | die gesuchte Gerade. Dann gilt also (,,Punkt-Steigungs-Form*):

|(x):28,5—9-(x—100):—£x+@=—ﬂX+1361§-
3 3 6 3 6

Andere Variante:

Sei | die gesuchte Gerade. Durch Einsetzen erhalt man:
1(100) = —4—:-100+ f =28,5. Und es ergibt sich

f= 28,5+%-100 = % =1361% =1361,8. Man erhalt also

I(x)=—£x+l36li
3 6

Die x-Koordinate des Schnittpunkts der Graphen von g und | erhdlt man durch
Gleichsetzen der Funktionsgleichungen:

9(x) =1(x)
3 40 8176
X=—-—X

40 3 6
1609 ‘o 8176
120 6
_ 8176 120
6 1609
x=103520_ 101 63.
1609
Durch Einsetzung in die Funktionsgleichung von g erhdlt man als Koordinaten
1011 | _ 1001

von K: (101— 7—jz(101,63|7,62).
1609 | 1609

Der Abstand von F zu K kann nach dem Satz des Pythagoras berechnet werden:

IFK| = (28 5- 7@j2 ¥ (100 —101%j2
1609 1609
~/(28,5-7,62)" +(100-101,63)°
~20,94.

Der minimale Abstand eines Punktes auf der Geraden g zum Punkt F betragt
etwa 20,9 m. 15 | 10
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d) | Wie wir in c) begriindet haben, ist der ke /
kurzeste Abstand von g zu einem Punkt *5 /
P auf der Parabel die Lange des Lotes “ P
von P auf g. Also ist — wie man der s i
Skizze entnimmt — der gesuchte global ~_ [ P
Kirzeste Abstand von g zu Punkten auf T
der Leitung (der Parabel) der Abstand At
von g zu dem Berlhrpunkt einer zu g
parallelen Tangenten an die Parabel. -
Alternative Begriindung: :
Der Punkt der Parabel, der den global | —t— o
kurzesten Abstand zur Geraden hat,
verandert sich nicht, wenn man die Gerade parallel verschiebt. Verschiebt man
die Gerade nun so parallel, dass die verschobene Gerade die Parabel beriihrt, so
ist der Beruhrpunkt sicherlich der Punkt mit dem kirzesten Abstand. Damit die
verschobene Gerade die Parabel nur beriihrt, muss sie in dem entsprechenden
Punkt Tangente zur Parabel sein. Insbesondere hat sie die gleiche Steigung wie
der Beruhrpunkt beztglich der Parabel.
Es ist also diejenige Stelle x, zu berechnen, fur die gilt:
3
‘x)=— (=¢’ d. h.
P(x) 20 =9'(x))
3 9.3
2500 & 200 40
3 9 15 24
X1 = + =
2500 200 200 200
f o 24 2500 00
200 3
Da F die x-Koordinate 100 hat, ist F sogar der Punkt, der global den kleinsten
Abstand zur Geraden g hat. 10 | 10
Insgesamt 100 BWE | 35 | 45 | 20
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.3 e-Funktion

Gegeben ist die Funktion f durch

f(xX)=x-e"+1, xeR

a) Berechnen Sie die Extrem- und Wendepunkte von f.
Begriinden Sie, dass f keine Nullstellen besitzt.

b) Bestimmen Sie, wie sich f flr x — —eo und flir x — o verhélt.
Zeichnen Sie den Graphen von f im Intervall [-6; 1,5] in ein Koordinatensystem ein
(LLE =2 cm).

c) Bestimmen Sie die Konstante ke R so, dass die folgende Funktion F, eine Stammfunktion von f
ergibt.
F(X)=e"(x-k)+X, XxeR,

Hinweis zum Weiterrechnen: k = 1. Reines Einsetzen und Uberpriifen ist hier aber kein zulassiger
Ldsungsweg.

d) Zeigen Sie, dass die Flache zwischen dem Graphen von f und der x-Achse im Intervall [0;1] den
Flacheninhalt 2 FE hat.

e) Es gibt Ursprungsgeraden, die die Flache aus d) in zwei Teile zerlegen.
Bestimmen Sie die Funktionsgleichung einer Ursprungsgeraden, fur die die Flacheninhalte der
beiden Teilflachen im Verhaltnis 2:3 stehen.

f) Die Punkte (0]0), (1/0) und (u| f(u)) mit ue R
bilden ein Dreieck.

Ermitteln Sie den Wert von u, fiir den der
Flacheninhalt des Dreiecks extremal wird.
Bestimmen Sie die Art der Extremstelle.

Beispiel fir ein Dreieck mitu =-0,5
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Bendtigt werden die Funktion und ihre Ableitungen:
f(x)=x-e*+1

f'(x)=e"+x-e*=(x+1)-€"

f/(x)=e"+(x+1)-e* =(x+2)-&*
f7(x)=e*+(x+2)-e*=(x+3)-€e"

Die Nullstellen der ersten Ableitung sind moglichen Extremstellen:
f'(X)=0& (x+1)-*=0¢ x=-1,da e* >0 firalle xe R.
Einsetzen dieser Stelle in die zweite Ableitung ergibt:

f”(-1) =e >0, d. h. der Graph von f besitzt nur den Tiefpunkt
(-1 e +1) = (=1 0,63) und keine weiteren Extrempunkte.

Die Nullstellen der zweiten Ableitung sind mégliche Wendestellen:
f’(X)=0 (x+2)-e*=0< x=-2,da e*>0firalle xeR.

Einsetzen dieser Stelle in die dritte Ableitung ergibt:
f”(-2) =e?>0.

Da die dritte Ableitung an dieser Stelle ungleich 0O ist, besitzt der Graph von f
den Wendepunkt (-2]|-2e7? +1) = (-2]0,73).

Da es keine weiteren lokalen Extremwerte gibt, das Minimum von f aber posi-
tiv ist, besitzt f keine Nullstellen.

15| 15

b)

lim f(x)=1, denn e

tiberwiegt jede Potenz-
funktion.

lim f (x) =<0, denn es
gilt lime* =< und

X—>o0

limx=oo.

X—o0

=1

10| 10
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©) Damit Fy eine Stammfunktion von f ergibt, muss gelten: Fk'(x) = f(x). Man
erhélt:

R ()= (0
e*(x—k)+e"+1=x-e"+1
x-e*—k-e*+e"+1=x-e"+1
e*—k-e*=0
(1-k)-e*=0
k=1.

F; mit F (x) =e*(x—1)+ x ist also eine Stammfunktion von f. 10| 5

d) | Da fim Intervall von 0 bis 1 positiv ist, lasst sich der gesuchte Flacheninhalt als
Integral Uber f bestimmen..

A=j fdx=[R(] =[e* (x-D +x] =1-(-D=2.

Der Flacheninhalt betrégt also 2 FE. 10

e) | Aus der Zeichnung entnimmt man, dass die gesuchte Gerade im Intervall [0; 1]
unterhalb des Graphen von f verlaufen muss. Daher gendigt es, den Flachenin-

halt der Dreiecksflache unter der Geraden g mit g(x)=c-x zu berechnen und
gleich 2- A bzw. - A zu setzen, um die Geradensteigung c zu erhalten.

Die Dreiecksflache A; hat (nach der
Flachenformel fir das Dreieck) den
Flacheninhalt A =%.
Weiterhin gilt

A=%22=%bzw. A=3%.2=2.

5 5

1.

N

c=7 & c=16.

2. ic

N

2 o a=24.

Die Geraden g; und g, mit den Funk-
tionsgleichungen

g,(x) =1,6x bzw.

g,(x) =2,4x

teilen also die Flache in dem geforder-
ten Verhaltnis. 10| 5
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f) | Das beschriebene Dreieck hat eine Grundlinie der Ladnge 1 mit zugehdriger Ho-
he der Lénge f(u). Der Flacheninhalt des Dreiecks berechnet sich somit zu
F,(u)=2<f(u).Da f nurgenau ein relatives Extremum, ndmlich das Minimum
an der Stelle x = -1, besitzt, hat auch F, dort seine Minimalstelle.
Fir u = -1 wird der Flacheninhalt des Dreiecks minimal. 10
Insgesamt 100 BWE | 25 | 55 | 20
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LA/AG 1

1.1 Pyramide

Gegeben sei eine Pyramide mit dreieckiger Grundseite. Sie hat die Eckpunkte A(3|0]0), B(0|4 | 0),
C(0]0]0)und D(1] % 19).

a) Zeichnen Sie die Pyramide ABCD in das beigefligte Koordinatensystem ein (s. Anlage).

b) Beschreiben Sie die Ebene E, die durch die Punkte A, B und C aufgespannt wird und geben Sie die
Koordinatengleichung dieser Ebene an.

¢) Geben Sie von den sechs Kanten der Pyramide jeweils deren Mittelpunkte an und bezeichnen Sie
diese mit M ,,, M, usw.

d) In der Pyramide ABCD sind mehrere Paare von Kanten windschief zueinander.

Nennen Sie diese Paare windschiefer Kanten.

Bestimmen Sie die Gleichungen der Verbindungsgeraden je zweier Mittelpunkte (M ,; usw.)
windschiefer Kanten.

Zeichnen Sie diese drei Geraden in das Koordinatensystem mit ein.

Zeigen Sie, dass sich diese drei Verbindungsgeraden im Punkt S [1| %l%j schneiden.

e) Bestimmen Sie den Projektionspunkt S von S auf die Ebene E und zeigen Sie, dass S; die
Strecke CM ,; im Verhdltnis 2:1 teilt.

f) Durch den Punkt S verlauft die zu E parallele Ebene E*. Bestimmen Sie, welchen Anteil am Ge-
samtvolumen der Pyramide ABCD die Pyramide ,,oberhalb* von E* hat.
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Anlage zur Aufgabe , Pyramide”

Ax
/N

D
Nt

C

hY

| NAY
LI =4

Ny

l_)

N

w

N
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Losungsskizze

a)

Korrekturhinweis:

Im Anschluss an den Erwartungsho- A

rizont dieser Aufgabe ist eine Ko-

———

piervorlage in Originalgrofie beige-

fugt. N

o)

—
N
\

A

X

b)

E ist die x,-x,-Ebene, da x, jeweils gleich O ist.
Daraus folgt sofort die Koordinatengleichung x; = 0.

2
M, =(15/2]0), M,. =(1,5]0]0), MAD:(2|§|4'SJ’ Mg =(0]2]0),

Moo =(0:513145 . Moo =[ 0512145 .

10

d)

Paare windschiefer Kanten: {E|C_D} {A_C|ﬁ} , {E|E}

g, sei die Verbindungsgerade von M ,, und M,
g, sei die Verbindungsgerade von M ,. und M,
g, sei die Verbindungsgerade von M. und M ;.

15 _i 15 1 0 24
g,:x=| 2 |+r- -3 , g,:x=| 0 |+s- 8 L GyiX=|2 |+t —= |, mit
0 4,5 0 4,5 0 4,5
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Zuordnung,
Loésungsskizze Bewertung
[ I ]
Durch Gleichsetzen von g; und g, erhalt man das folgende Gleichungssystem:
1,5-r=15-s
2—£r:§s
3 3
4,5r=4,5s.
Aus der ersten oder der dritten Gleichung folgt, dass r = s gilt. Aus der zweiten
Formel folgt: r =%. Diesen Wert flr r in die Geradengleichung flr g; eingestzt
. . 4 9
ergibt den Schnittpunkt S (1| 3 | Zj
Zu zeigen ist noch, dass S auch auf g, liegt. Zu betrachten ist das Gleichungs-
system:
0+2t=1 0]
4 4
2——t=— Il
3t (I
9. 9
0+=t=— "
2 4 (I
Aus Gleichung (1) folgt tzé . Dieses in (I1) und (111) eingesetzt
ergibt 2 _4l = 4 und 91 = S . Beides sind wahre Aussagen, also liegt S
32 3 2 2 4
auch auf g, und ist somit gemeinsamer Schnittpunkt aller drei Geraden. 5 | 35
e) : . . . 4
Da S; inder x -x,-Ebene liegt, hat S. die Koordinaten 1|5|0 .
Die Verbindungsgerade von C und Mag hat die Gleichung
3
0 2 )
X=|0|+k|l 2|, kelR.Setzt man k =§, so erhalt man, dass Sg auf der Ver-
0
bindungsgeraden von C und Mg liegt.
2
2 (4 5
s1 (i) 3,
Weiterhin gilt: S = - =€=I.
M
= \/(1—1,5)2 +(4— 2) 6
3 10 | 10
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f) | Das Volumen der grof3en Pyramide l&sst sich berechnen durch

32

Pyramide 3
wobei a die Lange von CA, b die Lange der Strecke CB und h die Hohe der
Pyramide ist. Das Volumen der Pyramide oberhalb von E” berechnet sich durch

v =E.G-.h-=%%.a-.b'.h- mit h=9 und h'=(9—2,25)=6,75=%-h.

Pyramide’ 3

Nach dem zweiten Strahlensatz gilt dann auch a'=%a und b'=%b.

l ] 1 ]

E‘a‘b'h _(ET’_E
Lopn 4 e
2

Pyramide'

V
Insgesamt ergibt sich =

Pyramide

-a-

W@l

Das Volumen der kleinen Pyramide nimmt also 2- vom Volumen der groRen
Pyramide ein. 10 | 10

Insgesamt 100 BWE | 25 | 55 | 20
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Ax
/N

W)

D
=
~—
T——
T —
T ——

~—
| ALY
<
4
’

—~——
—_—
.
N - -
==
I
P

\
AR \
ARIN \
/ A \
' \
\ M
ya \ \
7 K \\ TBC XZ
// C - . /)b—y
7 \ ‘7 /%4/ Z
N‘N‘ 7 1 : /-’ —
/ N ////./MR
/ L "
/,
AT
1
4
X1
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LA/AG 2

1.2 Autozubehor

Ein Zulieferbetrieb der Autoindustrie stellt unter anderem in einem zweistufigen Produktionsprozess
aus vier Bauteilen By, B,, B3 und B4 die Zwischenprodukte Z;, Z, und Z3 her. Aus den Zwischenpro-
dukten werden die drei Endprodukte E;, E, und E; montiert, die jeweils von einem bekannten Auto-
hersteller komplett in einen bestimmten Fahrzeugtyp eingebaut werden.

Der Materialverbrauch in Mengeneinheiten (ME) ist den beiden folgenden Tabellen zu entnehmen.

B—>2Z Zy Z; Z3 Z—E E, E, Es
B, 4 0 4 Z1 5 3 1
B> 2 3 4 Z> 4 6 4
Bs 5 1 3 Z3 2 2 7
B, 3 3 2

Die Materialkosten flr die Bauteile und die Fertigungskosten flir die Zwischenprodukte und die End-
produkte sind in Geldeinheiten (GE) je ME durch die nachstehenden Tabellen gegeben.

B, B, Bs B, Z, Z, Z3 E, E; E;
1 2 4 3 5 2 3 4 8 2

a) Geben Sie die Bauteile-/Zwischenproduktmatrix A sowie die Zwischen-/Endproduktmatrix B an
und zeigen Sie, dass die Bauteile-/Endproduktmatrix C wie folgt lautet:

28 20 32
30 32 42
35 27 30
31 31 29

b) Die Tagesproduktion betrdgt jeweils 100 ME von den Endprodukten, da alle drei Produkte vom
Autohersteller immer gemeinsam in ein Fahrzeug eingebaut werden.

- Bestimmen Sie den Verbrauchsvektor der dafir benétigten Bauteile (Vr,, ).

- Berechnen Sie die variablen Herstellungskosten pro ME fiir jedes Endprodukt (k.

var ), die aus
der Summe der zugehdrigen Material- und Fertigungskosten bestehen.

- Zeigen Sie, dass die gesamten variablen Herstellungskosten fiir eine Tagesproduktion (K, )
104.900 GE betragen.

c) Die Endprodukte E;, E; und Es werden flr 500 GE, 325 GE und 450 GE pro ME verkauft.
Berechnen Sie den beim Verkauf einer Tagesproduktion erzielten Gewinn, wenn Fixkosten in Ho-
he von 12.000 GE zu beriicksichtigen sind.

Ein Mitarbeiter der Controlling-Abteilung schlagt vor, dass zur Steigerung des Gewinns auf die
Produktion des Endproduktes E, verzichtet werden sollte.
Untersuchen und beurteilen Sie diesen Vorschlag.
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d) Im Materiallager befinden sich momentan die nachstehenden Bestédnde an Bauteilen in ME:

B1 B, Bs B,

47.200 62.600 54.400 54.600

- Untersuchen Sie, ob sich die genannten Bauteile vollstandig bei der Produktion aller Endpro-
dukte verarbeiten lassen.

- Geben Sie insbesondere an, fur wie viele Produktionstage die obigen Bestdnde hdchstens aus-
reichen, wenn von einer unveranderten Tagesproduktion von jeweils 100 ME eines jeden End-
produktes ausgegangen werden soll.

- Ermitteln Sie, um wie viele ME der Lagerbestand der einzelnen Bauteile aufgestockt werden
muss, wenn der Bestand an Bauteilen fur 2 Produktionswochen & 5 Arbeitstagen ausreichen soll.
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| i |m
3) 40 4
. . . 2 3 4
Bauteile-/Zwischenproduktmatrix: A= £ 1 3
3 3 2
531
Zwischen-/Endproduktmatrix: B={4 6 4
2 27
4 0 4 28 20 32
5 31
2 3 4 30 32 42
C=A-B&s C= 14 6 4|=
51 3 35 27 30
2 27
3 3 2 31 31 29
28 20 32
30 32 42
Die Bauteile-/Endproduktmatrix lautet: C = .
35 27 30
31 31 29 5 | 10
b)

28
C-% =V, o 30
: 35

31

9.100 ME von B,.
kI =ki +k] +kI

var

ki=(1 2 4 3)

Ma2-GKLM-W

20
32
27
31

32
4
3
29

Variable Herstellungskosten pro ME fur jedes Endprodukt (k

20
32
27
31

Bauteileverbrauchsvektor v, fiir einen Tagesproduktionsvektor X =|100 |:

100
8000
100
10400
100 | =
9200
100
9100

Bei der Herstellung von je 100 ME der Endprodukte werden folgende Bautei-
lemengen bendtigt: 8.000 ME von B,, 10.400 ME von B,, 9.200 ME von B3 und

LT .
var /*
32

42

o|=(321 285 323)

29

Seite 28 von 38



Freie und Hansestadt Hamburg

Behdorde fur Bildung und Sport
Abitur 2006

Lehrermaterialien zum Grundkurs Mathematik

Wirtschaftsgymnasien

Zweittermin

Losungsskizze

Zuordnung,
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kl =(5 2 3)-

N B~ Ol
N O W

1
4|=(39 33 34)
;

ki=(4 8 2)

Also: kT, =(321 285 323)+(39 33 34)+(4 8 2)=(364 326 359)

var

Die variablen Kosten pro ME (= variable Stiickkosten) betragen 364 GE bei E;,
326 GE bei E, und 359 GE bei Es.

Gesamte variable Herstellungskosten:
100
Koo =Koy % =(364 326 359)-| 100 | =104900
100

Wie angegeben betragen die gesamten variablen Herstellungskosten
104.900 GE.

51 20

Gewinn (G) durch Verkauf einer Tagesproduktion:
G=E-K, -K; mit K, =104900, K., =12000

fix fix

100
E=(500 325 450)~ 100 |=127500
100

G =127500-104900 —-12000 =10600

Beim Verkauf einer Tagesproduktion l&sst sich ein Gewinn von 10.600 GE er-
zielen.

Beurteilung des Vorschlags aus der Controlling-Abteilung:

Die Differenz zwischen Erldsen und variablen Kosten, der sog. Deckungsbei-
trag, sollte grundsatzlich nicht negativ sein. Im vorliegenden Fall sind die vari-
ablen Stlickkosten von E, mit 326 GE aber groRer als der Gber den Verkaufs-
preis von 325 GE zu erzielende Stuckerlds, so dass sich ein Deckungsbeitrag
von -1 GE pro ME ergibt. Der Vorschlag des Mitarbeiters scheint also richtig
zu sein. Es ist jedoch zu beachten, dass die drei Endprodukte wohl nur als Paket
vom Autohersteller abgenommen werden, weil sie ja alle drei in ein Fahrzeug
eingebaut werden. Eine Steigerung des Gewinns lieBe sich wohl nur Gber eine
Senkung der variablen Stuickkosten oder eine Erhéhung des Verkaufspreises fur
das Endprodukt E; erreichen, weil der Verzicht auf die Produktion von E; einen
volligen Verzicht auf Gewinn aus diesem Produktionsprozess nach sich zdge
und damit der Gewinn des Zulieferbetriebes insgesamt sinken wirde.

5| 10 |15

Ma2-GKLM-W

Seite 29 von 38



Freie und Hansestadt Hamburg

Wirtschaftsgymnasien

Behdorde fur Bildung und Sport Zweittermin
Abitur 2006
Lehrermaterialien zum Grundkurs Mathematik
Zuordnung,
.. . B
Losungsskizze ewertung
| i |
d) | Verarbeitung aller Bestande an Bauteilen:

47200
o _ o N 62600
C-Xe =V, MitV, = 54400
54600

28 20 32|47200|| 15| 5

30 32 4262600 ||-14

35 27 30| 54400 -4

31 31 29| 54600 1

28 20 32 | 47200 ||+
0 -148 -108|-168400 2
0 -8 40 | 18400 =37

31 31 29 | 54600 1

7 5 8 11800 1
0 -148 -108 | -168400 -
0 0 -1696| -1017600 — o
31 31 29 54600 1

ENITY

[7 5 8] 11800 || = 7Xg +5Xg, +8Xe, =11800
37 27| 42100 || =37Xg, +27%, =42100

0 0 1] 600 = Xg, =600
31 31 29| 54600

37xe, +27x, =42100 A X, =600
Xe, =700
7Xg, +9Xg, +8%c, =11800 A X =600 A X, =700
Xe, =500
Die Erfullbarkeit ist noch durch Einsetzen der Ergebnisse in die 4. Gleichung
nachzuweisen. Es ergibt sich, dass die genannten Bauteilebestédnde sich bei der

Produktion aller Endprodukte vollstdndig verarbeiten lassen. Es kdnnen 500
ME von E;, 700 ME von E; und 600 ME von Ej; hergestellt werden.

Die Bestande reichen hochstens fur 5 Produktionstage aus, weil von E; maxi-
mal 500 ME und somit bei gleich bleibenden Produktionsmengen jeweils nur
fiinfmal 100 ME hergestellt werden kénnen.

Ma2-GKLM-W

Seite 30 von 38



Freie und Hansestadt Hamburg Wirtschaftsgymnasien

Behdorde fur Bildung und Sport Zweittermin
Abitur 2006
Lehrermaterialien zum Grundkurs Mathematik
Zuordnung,
Lésungsskizze Bewertung
| i |m
Aufstockung des Bauteilebestandes fiir 2 Produktionswochen (= 10 Tage):
Aufstockung = Gesamtbedarf — alten Lagerbestand <V, =Vg, = Vi,
80000
V. =C-10-X. & 10-v,, = 104000
Gesg E Tagg — 92000
91000
80000 47200 32800
. 104000 62600 41400
Also: v, = - =
= | 92000 54400 37600
91000 54600 36400
Der momentane Lagerbestand an Bauteilen muss um 32.800 ME von By,
41.400 ME von B,, 37.600 ME von B3 und 36.400 ME von B, aufgestockt wer-
den, damit der Bestand genau fur 2 Produktionswochen mit insgesamt 10 Ar-
beitstagen reicht. 5120 |5
Insgesamt 100 BWE | 20 | 60 | 20
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STOCHASTIK 1

1.1 Lehrstellen

Viele Unternehmen sind nicht nur an der Steigerung ihrer Umsétze interessiert, sie sind sich auch ihrer
Verantwortung flr die Jugendlichen bewusst. 67 Hamburger Betriebe haben es sich zum Ziel gesetzt,
die Quote der Hauptschuler, die nach dem Ende der Schule direkt in die betriebliche Ausbildung tber-
nommen werden, zu erhdhen. Innerhalb von vier Jahren ist es offenbar gelungen, die Ausbildungsquo-
te der Hauptschiler von zehn auf zwanzig Prozent zu erhéhen.

Gehen Sie zunéchst von der Voraussetzung aus, dass die Rahmenbedingungen, die zu der Quote von
20 % geflhrt haben, im Jahr 2006 unverandert bleiben. Gehen Sie auBerdem davon aus, dass die mog-
liche Anzahl X von Hauptschulabgangern, die zu Beginn des folgenden Schuljahres eine Lehrstelle
haben, binomialverteilt ist.

a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit daftr, dass von
e 15 Hauptschilern genau 3,
e 25 Hauptschilern mehr als 5,
¢ 50 Hauptschulern hochstens 5 direkt in die Lehre gehen.

b) Verschiedene Presseartikel und Rundfunkmeldungen behaupten, dass sich die Rahmenbedingungen
geéndert haben.

Leiten Sie eine Entscheidungsregel her, mit der ggf. begriindet werden kann, dass sich die Rah-
menbedingungen gedndert haben, mit der also die Nullhypothese ,,Die Rahmenbedingungen ge-
waéhrleisten, dass ein Hauptschiiller mit einer Wahrscheinlichkeit von 20 % einen Ausbildungsplatz
bekommt* getestet werden kann. Dabei soll die Irrtumswahrscheinlichkeit dafiir, dass man zu Un-
recht eine Verschlechterung oder eine Verbesserung annimmt, jeweils maximal 5 % betragen.
Gehen Sie fiir das Jahr 2006 von 3700 Schulabgangern mit Hauptschulabschluss aus.

Interpretieren Sie nach Ihrer Entscheidungsregel das mogliche Ergebnis, dass von diesen 3700
Hauptschilern nur 720 eine Lehrstelle bekommen.

Im folgenden Aufgabenteil geht es darum, die Annahme, dass die ZufallsgréRe X binomialverteilt ist,
zu hinterfragen.

c) Beschreiben Sie eine Situation, in der keine Binomialverteilung vorliegt, und begriinden Sie, wa-
rum dies der Fall ist.

Der Otto-Konzern bildet derzeit 268 Lehrlinge aus. Gehen Sie davon aus, dass alle ihre Abschlusspri-
fungen bestehen und eine Stelle im Unternehmen bekommen konnen. Gehen Sie ferner von einer jéhr-
lichen Fluktuationsrate (Zahl der Austritte, bezogen auf den Personalbestand ohne Ruhestandler) von
9 % aus.

d) Bestimmen Sie, wie viele der 268 Auszubildenden danach voraussichtlich ihr 25. Betriebsjubildum
beim Otto-Konzern begehen werden.

Verlasst ein Arbeitnehmer das Unternehmen und muss deshalb ein neuer Mitarbeiter eingearbeitet
werden, so entstehen dem Unternehmen zusétzliche Kosten fiir die Einarbeitung. Gehen Sie davon
aus, dass dann pro Arbeitsplatz im Durchschnitt Kosten in Hohe von 20 000 € entstehen. Deshalb ist
es im Interesse des Unternehmens, die Fluktuationsrate moglichst zu senken. Zusétzliche soziale Leis-
tungen wie Betriebskindergarten und Sportangebote kénnen dazu beitragen, dass Arbeitnehmer im
Unternehmen bleiben.

Die Firmenleitung eines Konzerns mit ca. 50 000 Arbeitnehmern wie der Otto-Konzern iberlegt, ob
zusétzlich 2 Millionen Euro jahrlich flr soziale Leistungen bereitgestellt werden sollen.

e) Bestimmen Sie, um wie viel Prozentpunkte die Fluktuationsrate sinken musste, damit nicht nur die
2 Millionen Euro an zusatzlichen Ausgaben, sondern noch eine weitere Million Euro, insgesamt al-
so 3 Millionen Euro, an Einarbeitungskosten eingespart werden.
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Zuordnung,
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[ T ]
a) | Sei X, die Anzahl der Schuler die aus insgesamt n Hauptschulabgéngern eine
Lehrstelle gefunden haben. Xy ist binomialverteilt mit p = 0,2.
n n- .
Mithilfe der Formel P(X =k) :(kj - p“-(1-p) “ oder mit den Tabellen zur
Binomialverteilung erhalt man.
. . 15 3 12
e n=15: Mit der Formel erhalt man P (X, =3) = 3 .0,2°.0,8% =0,2501.
Die Wahrscheinlichkeit, dass genau 3 von 15 Hautschulabgéngern eine
Lehrstelle erhalten, betrégt etwa 25 %.
e n = 25: Mithilfe der Tafel fir summierte Binomialverteilungen erhalt man:
P(X, >5)=1-P(X,; <5)=1-0,6167 =0,3833.
Die Wahrscheinlichkeit, dass von 25 Hauptschulabgéngern mehr als 5 eine
Lehrstelle erhalten, betrégt etwa 38 %.
e n=50: P(X<5)=0,0480.
Die Wahrscheinlichkeit, dass von 50 Hauptschulabgéngern weniger als 5 di-
rekt eine Lehrstelle erhalten, betrdgt etwa 5 %. 15
b) | e Fr eine binomialverteilte ZufallsgroRe gilt, falls o > 3:
u=E(X)=n-p , o=n-p-(1-p).
Fir n=3700und p=0,2 ergibtsich: x =740, 0=+/592 =24,3.
Es handelt sich um einen zweiseitigen Test.
P(u#—-1640 < X< u+1,640)=90%.
Wegen o0-1.64 =39,9 wird Hy verworfen, wenn X >780 oder wenn
X <700.
Auch wenn in der Aufgabenstellung ausdricklich die Irrtumswahrschein-
lichkeiten bei signifikanten Abweichungen nach oben und nach unten ,,je-
weils maximal 5 %" betragen sollen, liegt eine andere Interpretation den-
noch nahe, die auch als richtig bewertet werden sollte, namlich dass die Irr-
tumswahrscheinlichkeit 1. Art insgesamt kleiner als 5 % sein sollte. Danach
musste wie folgt gerechnet werden:
Da 0>3,gilt: P(#-1,960<X <u+1960)=95%.
Wegen o0-1,96 = 47,7, wird H, verworfen, wenn X >788 oder wenn
X <£692.
e 720 liegt nicht im Ablehnungsbereich von Hy, es gibt keinen Anlass, Hy zu
verwerfen.
Die Abweichung von u nach unten kann rein zufallig sein. Andererseits be-
weist dieses Ergebnis nicht, dass Ho wahr ist. 10| 15 | 15
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Es bietet sich an, die Unabhéangigkeit zu hinterfragen. Setzt sich z.B. eine Schule
oder eine Lehrkraft besonders ein und gelingt es, Schiilerinnen und Schiilern gut
zu beraten, ihnen ihren Fahigkeiten entsprechende Ausbildungsgange zu emp-
fehlen, kénnen erste Erfolge auch andere aus der Klasse anspornen.

Umgekehrt kdnnen Misserfolge in den ersten Bewerbungen auch andere ,,nach
unten ziehen und evtl. davon abhalten, sich Uberhaupt um eine Lehrstelle zu
bemuhen.

Hinweis: Es wird eine ,,ergebnisoffene*, zusammenh&ngende Darstellung er-
wartet.

15

d)

Verlassen jahrlich im Durchschnitt 9 % der Beschéftigten den Betrieb, so wer-
den von diesen 268 Personen voraussichtlich nach 25 Jahren noch 268-0,91* =

25 im Konzern geblieben sein.
Auch Losungen, in denen die Ausbildungszeiten, also 2 oder 3 Jahre, bertick-
sichtigt werden, sind mit voller Punktzahl zu bewerten.

10

Betragt die Fluktuationsrate 9 %, so entstehen dem Unternehmen jahrliche Kos-
ten ungefahr in Hohe von 0,09-50 000-20 000 € =90 000 000 €.

Sinkt die Fluktuationsrate um einen Prozentpunkt, so fiihrt dies zu einer Kosten-
ersparnis in Héhe von 10 000 000 €. Sollen 3 Millionen Euro eingespart werden,
so wird dies bereits mit einer Senkung der Fluktuationsrate um 0,3 Prozentpunk-
te erreicht.

10 | 10

Insgesamt 100 BWE

25|50 | 25
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STOCHASTIK 2
[ll.2 Mediale Begabung

Eine ideale Minze wird 10-mal geworfen. Ideal heif3t, dass die Wahrscheinlichkeit fur das Werfen von
Wappen oder Zahl jeweils 0,5 ist.

a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten fur die folgenden drei Ereignisse:
e Esist wird genau funf Mal Wappen geworfen.
e Es ergibt sich hochstens sechs Mal Zahl.

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit fir das Ereignis ,,Beim ersten Wurf wird Wappen gewor-
fen, danach kommt noch genau vier Mal Wappen*“.

b) Was ist wahrscheinlicher: Bei zehn Wiirfen 5-mal Wappen oder bei zwanzig Wirfen 10-mal Wap-
pen? Begriinden Sie die Antwort.

Bei einer Fernsehshow geht es um die Frage, ob es ,,mediale Begabung* gibt.

Um diese Begabungen zu entdecken, wird in der Show vor den 100 Zuschauern im Studio eine Miinze
10-mal verdeckt geworfen. Jeder Zuschauer kann einen 10er-Tipp als Vorhersage abgeben. Der Mode-
rator bezeichnet eine Person als ,,medial begabt“, die in ihrer Vorhersage, also bei ihrem 10er-Tipp,
mindestens 8 Treffer hat. (Ein solcher 10er-Tipp kann z.B. sein: Zahl, Wappen, Wappen, Zahl, Wap-
pen, Zahl, Zahl, Wappen, Wappen, Zahl.)

c) Berechnen Sie — unter der Annahme, dass es eine solche Begabung tiberhaupt nicht gibt — die Zahl
»medial Begabter“, die bei diesem Versuch zu erwarten sind.

d) Ein Zuschauer behauptet: ,,Die Wahrscheinlichkeit, dass bei diesem Versuch mindestens einer der
Zuschauer als ,,medial begabt“ gilt, liegt bei fast 100 %, auch wenn es gar keine mediale Begabung
gibt.”

Entscheiden Sie, ob diese Aussage richtig ist.

Nach der Werbepause wird bei der Fernsehshow ein Zuschauer ausgelost und auf die Blihne gebeten.

Wieder soll eine Miinze 10-mal verdeckt geworfen werden und der Zuschauer soll seinen Tipp abge-

ben. Die Frage, ob eine mediale Begabung vorliegt, soll mit Hilfe eines Signifikanztests auf dem Sig-

nifikanzniveau von 5 % entschieden werden. Ublicherweise geht ja jeder davon aus, dass es keine
solche ,,mediale Begabung“ gibt, dass also die Wahrscheinlichkeit, den einzelnen Minzwurf richtig
vorherzusehen, bei der Ratewahrscheinlichkeit p =0,5 liegt.

Die Nullhypothese Hgsoll deshalb lauten: p = 0,5.
e) Begrlnden Sie, warum eine Wahrscheinlichkeit p kleiner als 0,5 nicht sinnvoll ist.

f) Bestimmen Sie fiir den beschriebenen (einseitigen) Test die VVorhersageergebnisse (den Ableh-
nungsbereich), bei denen die Nullhypothese abgelehnt wird.

g) Als unvoreingenommener Beobachter kann man sich aber dennoch fragen: ,,Was ware, wenn die
Testperson eine Trefferwahrscheinlichkeit von p > 0,5 hatte?*

Wir verwenden ,,Mindestens neun Treffer* als Ablehnungsbereich, also als Bereich zur Bestéti-
gung der ,,medialen Begabung“.
Bestimmen Sie fir p = 0,6 und fir p = 0,8 jeweils die Wahrscheinlichkeit P, ,, mit der die Testper-

son dennoch (zu Unrecht) nicht als ,,medial begabt” eingeschétzt wird (Fehler 2. Art).
Dieser Zusammenhang soll auch fir beliebiges p funktional dargestellt werden: P, ,, =P, ,.(P) .

Weisen Sie nach, dass gilt: P, ,,(p)=9-p*° -10-p° +1.
Berechnen Sie dann auch P, ,,(1) und interpretieren Sie die drei berechneten Werte fur P, ... (p) .
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Erwartungshorizont

Zuordnung,
Bewertung

Losungsskizze

a) | Es sei X die Anzahl der geworfenen Wappen. X ist binomialverteilt mit p = 0,5.
Mithilfe der Tafel zur Binomialverteilung oder der entsprechenden Formel erhalt
man:

10 5 )

P(X =5)= c -0,57-0,5° =0,2461~= 25% .
Die Wahrscheinlichkeit, beim 10-maligem Werfen genau flinf Mal Wappen zu
erhalten, betrégt etwa 25 %.
Hdchstens 6-mal Zahl bedeutet : P(X <6) ist zu berechnen. Mit Hilfe der Tafel
zur Binomialverteilung erhalt man: P(X <6)=0,83.
Man kann auch ,,zu FuB* rechnen, dann aber besser iber das Gegenereignis:
P(X <£6)=1-P(X >6)

10 10 10 10

+ + +
7 8 9 10
=1_ 210

~120+45+10+1 53
1024 64

Die Wahrscheinlichkeit, bei 10 Wirfen hdchstens 6-mal Zahl zu erhalten, be-
tragt etwa 83 %.

=0,83.

Die Wahrscheinlichkeit, im ersten Wurf Wappen zu erhalten, betrat 50 %. Da-
nach wird noch 9 Mal geworfen. Es ist also weiterhin die Wahrscheinlichkeit zu
bestimmen, in 9 Wiirfen genau 4-mal Wappen zu erhalten. Beide Ergebnisse
werden im Sinne von Wahrscheinlichkeiten von unabhangigen Ereignissen mul-
tipliziert.

P("Wappen, danach 4 Mal Wappen") =0,5- P(X, =4) =0,5-0,2461~=0,123.

Die Wahrscheinlichkeit, im ersten Wurf Wappen und danach genau 4 Mal Wap-
pen zu erhalten, betrégt etwa 12 %. 10| 5

b) | Beide Versuche (zehn- bzw. zwanzigstufige Bernoulli-Kette) werden durch eine
Binomialverteilung beschrieben. Man kann die Wahrscheinlichkeiten der beiden
Ereignisse entweder direkt ausrechnen, was im zweiten Fall relativ aufwéndig
ist, oder qualitativ argumentieren: Die hier symmetrische Binomialverteilung
wird mit wachsendem n ,,flacher* auch in der Mitte.

Die Gesamtwahrscheinlichkeit Eins verteilt sich auf immer mehr Ausgange.
Also ist die Wahrscheinlichkeit, bei 20 Wirfen 10-mal Wappen zu werfen, ge-
ringer als bei 10 Wrfen 5-mal Wappen zu werfen.

(Dies widerspricht scheinbar einem ,,Gesetz der grof3en Zahl.) 10
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Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
[ I ]
c) |Esistdie P(X >8)zu bestimmen. Mithilfe der Tafel zur Binomialverteilung
oder der entsprechenden Formel erhalt man:
10 10 10
P(X >8)= .0,5" + .0,5" + -0,5" =1-0,9453=0,0547 .
8 9 10
Die Wahrscheinlichkeit, als ,,medial begabt* zu gelten, ist damit etwa 5,5 %.
Bei 100 Zuschauern sind also 5 bis 6 solche ,,medial Begabte* zu erwarten. 10
d) |Hier sollte tiber das Gegenereignis G: ,,Unter den 100 Zuschauern hat niemand
mindestens acht Richtige bei seinem Tipp* gerechnet werden:
Die Wahrscheinlichkeit flr einen Zuschauer, nicht als ,,medial begabt“ zu gel-
ten, ist 1—0,0547 . Die Wahrscheinlichkeit, dass bei 100 Zuschauern keiner als
~medial begabt* gilt, ist (1—0,0547)'* ~0,0036. Also ist die Wahrscheinlich-
keit, dass (mindestens) einer als ,,medial begabt“ gilt 1 — 0,0036 = 0,9964. Diese
Zahl von 99,64% kann mit gutem Recht im Kontext als ,,fast 100 %" interpre-
tiert werden, der Zuschauer hat also Recht. 15
e) | Wahrscheinlichkeiten unterhalb von 0,5 bedeuten ,,schlechter als reines Raten*
und machen bei der Suche nach ,,medialer Begabung* keinen Sinn. (Es sei denn,
medial Begabte wollen den Moderator hereinlegen!) 5
f) |Esist die kleinste ganze Zahl M zu finden, sodass P(X > M) <0,05 gilt. Wie-
der mithilfe der Tafel findet man:
P(X >9)=1-P(X <8)=1-0.9893=0,0107 und
P(X >8)=1-P(X <7)=1-0.9453=0,0547
Also ist M gleich 9 und der Ablehnungsbereich besteht aus allen Ergebnissen,
bei denen 9 oder 10 richtige Tipps abgegeben werden. 15
g) | Irrtumswahrscheinlichkeit 2. Art berechnet sich durch
10 ~
Poan =1=2| |- P - @=p)"™".
ke A k
Das ergibt hier
10 10
P, 41 (0,6) =1- -0,6°-0,4" - -0,6" = 0,954 bzw.
' 9 10
10 10
P, A (0,8) =1- -0,8°.0,2' - .0,8" =0,624.
' 9 10
Verallgemeinert man, wie anfangs gegeben, diese Rechnung, so erhalt man
10 10
P =1- p’-(l-p) - - p*°
2.art (P) (9] p-A-p) (mj P
=1-10p°(Ll- p)- p*
=9p" -10p° +1,
wie gefordert.
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Einsetzen liefert P,,,(1)=0.

Die drei Ergebnisse machen deutlich, dass die Irrtumswahrscheinlichkeit 2. Art
umso kleiner ist, je deutlicher (grolier) die mediale Begabung ist. Die Versuchs-
anzahl von 10 ist aber so gering, dass eine immerhin deutliche mediale Bega-
bung (p = 0,6) mit Uber 95% er Wahrscheinlichkeit nicht als signifikant erkannt
wird. Auch fir p = 0,8 ist der Wert mit ca. 62 % noch sehr hoch.

Wenn andererseits der Kandidat sicher vorhersagen kann ( p=1), dann gibt er

immer einen Tipp mit 10 Richtigen ab. Ein Fehler 2. Art kann dann gar nicht
auftreten. 10 | 20

Insgesamt 100 BWE | 20 | 60 | 20
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