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Lehrermaterialien zum Leistungskurs Mathematik

Analysis 1

.1 Looping

Im Vergniigungspark Kleinwiilferode soll eine Achter- Lo eunid
bahn gebaut werden. Die Konstrukteure mdchten einen

Looping in der Form eines Kreises einbauen.

Bei der zeichnerischen Darstellung (sieche Abbildung T
rechts) ist zu beriicksichtigen, dass der Wagen den s ™
Looping einmal vollstidndig durchféhrt. In der Seiten- i g ‘}
ansicht sieht der Looping wie ein Kreis aus. Der End- & H
punkt des Loopings liegt aber in Blickrichtung genau Seitenansicht ‘\\c -
hinter dem Beginn des Loopings (Punkt C). Die Werte 40 35 30 2 20 15 W0 5 o 5 10
entsprechen Léngen in Metern.

Die Planung sieht bislang folgendermafB3en aus: Der Wagen startet bei x = —40. Die Abfahrt wird
durch die Funktion g im Intervall [-40;0] beschrieben. Die Funktionsgleichung lautet
1 4 I 5 1,

X+ X +—x
160000 2000 20

g(x) =~

a) < Berechnen Sie die Hohe des Startpunktes.

» Berechnen Sie die Steigung im Startpunkt. (10P)

b) <+ Bestimmen Sie die steilste Stelle im Intervall [-40;0].

» Bestimmen Sie die Stelle im Intervall [—40;0], an der die Beschleunigung am gréf3ten

ist, sowie die Stelle, an der die Geschwindigkeit am grofiten ist.

* Bestimmen Sie den Bereich der Abfahrt, in dem der Neigungswinkel von 45°
tiberschritten wird. (20P)

Im Punkt C geht die Abfahrt in den Looping-Kreis iiber; hier muss es aufgrund der hohen
Geschwindigkeit des Wagens einen kriimmungssprungfreien Ubergang geben.

Die Kriimmung « ist definiert als der Kehrwert des Radius des Kreises, der sich in dem Beriihrpunkt
optimal an den Graphen der Funktion anschmiegt. Dieser Kreis wird Kriimmungskreis genannt. Links-
und Rechtskrimmungen werden durch das Vorzeichen unterschieden.

Die Formel fiir die Kriimmung lautet:

g"(x) ‘
(1 +(g '(x))2 )3

K(x) =

¢) Der Kriimmungskreis im Nullpunkt C ist also der fiir die Achterbahn gesuchte Looping.
Weisen Sie nach, dass der Kreis mit dem Mittelpunkt ( 0 | 10 ) und dem Radius 10 der
Kriimmungskreis der Funktion g im Punkt (0] 0 ) ist. (10P)
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Es schlieB3t sich die Planung der Ausfahrt aus dem Looping an. Nach genau einem Durchlauf soll der

Wagen den Looping wieder verlassen und sich auf einer Bahn bewegen, die durch eine Funktion /# im
Intervall [0;25] beschrieben wird.

d) < Begriinden Sie, dass die Bahn auf den niachsten Metern an Hohe gewinnen muss, wenn
sich der Graph von 4 knick- und kriimmungssprungfrei an den Looping anschlief3t.

* Bestimmen Sie die Gleichung einer ganzrationalen Funktion # moglichst niedrigen
Grades, die sich im Punkt C kriimmungssprungfrei an den Looping anschlie3t und im
Punkt D(25 | 20) krimmungssprungfrei in eine Gerade mit der Steigung 0,1 iibergeht.
Begriinden Sie Thren Ansatz.

Hinweis: Sollten Sie keine Losung finden, so arbeiten Sie mit der Funktion ,,ersatz*
weiter, die gegeben ist durch

ersatz(x) =8,6-10° - x’ +4,85-10" - x* +6,2-107 - x> +5-107 - x°. (25P)

e) Je stirker die Krimmung ist, desto groBer ist die Belastung fiir das Material und die Fahr-
giste, insbesondere deren Wirbelsédule. Aus Sicherheitsgriinden darf der Kriimmungsbetrag
den Wert 0,14 nicht iiberschreiten.
Untersuchen Sie, ob fiir die Funktion /# der maximal zuldssige Kriimmungsbetrag iiber-
schritten wird, und bestimmen Sie den maximalen Kriimmungsbetrag auf die dritte Stelle
nach dem Komma gerundet. (20P)

Zuriick zum ersten Teilstiick.

Aus Stabilititsgriinden soll die Achterbahn im Inter-
vall [-3;0] auf einem Betonsockel gefiihrt werden,
der die ganze Konstruktion fixiert. Der Sockel ist

1 m breit und fillt zu den Seiten senkrecht ab (siche
nebenstehende Abbildung).

f) Bestimmen Sie das Volumen des Sockels. (10P) \

.....................

Es werden Bedenken geéduBert, dass dieser Sockel
nicht geniigend standfest sei, denn die quer
wirkenden Krifte wiirden nicht ausreichend auf-
gefangen. Die Planung des Sockels wird deshalb
dahingehend verédndert, dass der Querschnitt durch
den Sockel fiir jedes x aus dem Intervall [-3;0] ein

Trapez ist, dessen obere Kante genau 1 m lang ist
und dessen Seiten 45° gegeniiber der Bodenflache
geneigt sind (sieche nebenstehende Abbildung)

g) Bestimmen Sie den Anteil, um den sich
das Volumen des Sockels gegeniiber f)
erhoht. (15P)

Die Skizzen sind nicht mafistabsgetreu
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Zuordnung

Bewertung

I

II

I

e Die Hohe entspricht dem Funktionswert an der Stelle x =—40.

Aus g(—40) = 32 folgt, dass die Hohe des Startpunktes 32 m betrigt.

Die Steigung einer Funktion wird durch die erste Ableitung bestimmt. Es ist

g’(—40) zu berechnen. Aus g’(—40) = 0 folgt, dass die Achterbahn im Start-

punkt horizontal verlauft.

Hinweis: Die Angabe des Terms der Ableitungsfunktion ist nicht notwendig.
x’ 3.x7 L

40000 2000 10°

Es gilt: g'(x)=—

10

b)

Die steilste Stelle ist eine Wendestelle (oder liegt am Rand des Intervalls), es
sind also die Nullstellen der zweiten Ableitung zu berechnen:

3x? 3x 1
+ +—
40000 1000 10

204/39 204/39
3 3

g'(x)=-

g(xX)=0x=20+

~61,63vx=20—

~-21,63.

Nur der negative Wert liegt im Definitionsbereich. Da es sich bei g” um

eine nach unten gedffnete Parabel mit zwei Nullstellen handelt, liegt an der
linken Stelle eine Vorzeichenwechsel von — nach + vor .
Die Steigung von g ist also an der Stelle x =—-21,63 minimal.

Die Beschleunigung ist am grofiten, wenn die Steigung betragsmifBig am
grofBten ist. Das ist hier beim Minimum der Fall. Also ist die die Be-
schleunigung an der Stelle x =-21,63 maximal.

Die Geschwindigkeit ist im tiefsten Punkt maximal, also im Punkt (0 | 0).

Eine Neigung von 45° bedeutet, dass die Steigung an dieser Stelle —1 ist.
g'(x)=-1x=-29,55vx=-13,18vx=102,73.

Aufgrund der minimalen Steigung bei x =—21,63 kann man sofort schliefen,
dass im Intervall [-29,55;—-13,18] die Neigung von 45° {iberschritten wird,
die Steigung also kleiner als —1 ist.

20

Die Steigung im Punkt (0|0) hat den Wert 0, die Tangente der Funktion ist dort
waagerecht. Der Kriimmungskreismittelpunkt liegt auf der Normalen, also auf
der y-Achse.

Einsetzen in die Kriimmungsformel liefert den Kriimmungswert 0,1; der Radius
ist also 10.

10

d)

e Die erste Ableitung an der Anschlussstelle hat den Wert null. Die zweite Ab-

leitung nimmt einen positiven Wert an, d.h. die Ableitungsfunktion steigt an,
wird also positiv. Damit steigt der Graph der Funktion #, die die Bahn be-
schreibt, an.
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e Fiir den allgemeinen Ansatz benétigt man eine Funktion fiinften Grades, da 6
Bedingungen an die Funktion zu stellen sind.
h(x)=a,- X +a, - x" +a,- X +a,-x’ +a,-x+a,
h(0)=0Ah25)=20AR'0)=0ARK'(25)=0,1AR"(0)=0,1AA1"(25)=0
Die Funktion 4 ist ein Verbindungsstiick zwischen dem Looping und dem
Geradenstiick.Die ersten beiden Gleichungen stellen die Anschluss-
bedingungen dar.
Der Looping hat im Nullpunkt die Steigung null und das Geradenstiick die
Steigung 0,1. Die erste Ableitung gibt die Steigung an. Damit ergeben sich
die dritte und die vierte Gleichung.
Da an der Stelle x = 0 des Loopings (Kriimmungskreis) die Kriimmung den
Wert 0,1 und die Steigung 0 hat, ergibt sich aus der Krimmungsformel, dass
die zweite Ableitung den Wert 0,1 annehmen muss. Bei einem Anschluss an
ein Geradenstiick muss die Kriimmung null sein. Damit ergeben sich die
letzten beiden Gleichungen.
Damit ergibt sich mithilfe des solve-Befehls die Funktion 4 mit
h(x) = 13 s 5t , 77 5 1

X = X'+ X
1562500 312500 12500 20

10| 5 |10

h "(x)

Der Graph der Funktion x mit x(x) = = wird gezeichnet. Die

(1+ ()
Extrema konnen dann

grafisch bestimmt
werden.

Das Maximum liegt un-
gefdhr bei x=1,95.
Nachrechnen mit einer
Wertetabelle liefert fiir

x = 1,95 den maximalen
Kriimmungswert von un-
gefdhr 0,13796, gerundet
auf drei Stellen nach dem
Komma ist das 0,138.

25

He+@

. . . . _2 -1
Damit wird die Sicher- | = |

heitsgrenze nicht iiber-
schritten.

Gra Real 1T}

Die Ersatzfunktion hat bei x ~ 2,790 ihr Maximum mit dem maximalen

Kriimmungswert von ungefihr 1,188. Damit wird die Sicherheitsgrenze iiber-
schritten.

10
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I | IT | III

f) | Das Volumen ergibt sich aus der Querschnittfliche multipliziert mit der Breite.

0
V = Breite - Querschnittsfliche =1- [ g(x)dx ~0,43957125.
-3

Das Volumen des Sockels betrigt etwa 0,44 m’. 10

g) | Fir jedes x hat die obere Seite des Trapezes nach Konstruktion die Lénge 1.
Die untere Seite des Trapezes hat die Lange g(x)+1+g(x)=1+2-g(x), denn

die seitlichen Dreiecke sind aufgrund des 45°-Winkels gleichschenklig.
Zu jedem x-Wert gehort demnach die Querschnittsfliche

O(x) =%(1 +(1+2-g(x))) g(x) = (1+g(x)) - g(x) =

_ 1 x_2+ X’ 3 x*
160000 |\ 20 2000 160000

J-(—x“ +80-x° +8000- x> +160000) .

Das Volumen ergibt sich nun als Integral (Aufsummieren aller Querschnitts-
flachen).

0
jQ(x)dx ~0,554884 . Das neue Volumen betrigt also ungefihr 0,55 m’.
-3

0,555 1 56

Damit ist das neue Volumen etwa 26 % groBer, denn
0,440 5110

Insgesamt 100 BWE | 20 | 60 | 20
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ANALYSIS 2
.2 Wachstumsverhalten von Bakterien

Fototrophe Bakterien brauchen Licht fiir ihren
Stoffwechsel; wenn sie im Wasser leben, bevolkern
sie vorzugsweise oberflichennahe Wasserschichten,
die natiirlich auch die sonstigen ben&tigten Néhr-
stoffe enthalten miissen.

a) Fiir ein Forschungsprogramm wird bei einer ersten Untersuchung eine bestimmte Anzahl
solcher Bakterien in ein entsprechend belichtetes Wasserbecken gebracht und deren
momentaner Bestand ermittelt. Dabei werden die Zeit ¢ in Stunden und die Anzahl der
Bakterien pro cm?® notiert:

Zeit in Stunden 0 [025]051075] 1
Anzahl der Bakterien pro cn’. 10 | 12 | 18 | 26 | 35

e Ein Praktikant findet eine quadratische Regressions-Funktion zur Beschreibung der ersten
Messergebnisse.
Berechnen Sie ebenfalls die Gleichung einer quadratischen Regressions-Funktion ¢, die
den Bakterienbestand pro cm? fiir die erste Stunde ndherungsweise beschreibt.

e [eider muss der Praktikant feststellen, dass nach einer gewissen Zeit die tatséchliche
Anzahl der Bakterien von den mit ¢ berechneten Werten abweicht. Er misst die folgenden
Werte:

Zeit in Stunden 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Anzahl der Bakterien pro cm’. 70 | 97 | 112 | 120 | 125 | 128 | 129 | 130 | 130

Als mogliche Ursache iiberlegt er sich, dass die Bakterien selbst das Wasser weniger
durchsichtig machen, wenn ihr Bestand ansteigt.

Berechnen Sie eine logistische Regressionsfunktion /, die die gesamte Datenreihe von 0
bis 10 Stunden beriicksichtigt.

e In dem Bereich bis zu einer Stunde beschreibt die quadratische Funktion das Wachstum
besser, in dem Bereich ab einer Stunde liefert die logistische Regressionsfunktion eine
bessere Annéherung. Man kann sich die Funktion also als eine abschnittsweise definierte
Funktion vorstellen.
Beschreiben Sie jeweils das Wachstum in den beiden Bereichen (0<7<1und 1<t <o)
mithilfe der jeweiligen Wachstumsraten in Worten und skizzieren Sie die Graphen der
Wachstumsraten in das beigefiigte Koordinatensystem der Anlage 1. (10P)

Andere Untersuchungen haben ergeben, dass sich die Wachstumsrate fiir phototrophe Bakterien tiber
einen lingeren Zeitraum durch die Funktionenschar f,, mit f,, (f)=a-t-¢™*' ;e R{,ke R",ae R"

allgemein beschreiben lésst.

b) ¢ Beschreiben Sie die Wirkung der beiden Parameter £ und @ auf den Verlauf der Graphen.

» Berechnen Sie von einer Funktion der Funktionenschar (in Abhingigkeit von ¢ und k) den
Zeitpunkt des starksten Wachstums und die Wachstumsrate zu diesem Zeitpunkt.
Begriinden Sie, warum « keinen Einfluss auf diesen Zeitpunkt hat. (15P)
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¢) Man kann sagen, dass die Wirkung der Wassertriibung etwa ab der Wendestelle von £,
stark an Einfluss gewinnt.

Bestimmen Sie die Koordinaten des Wendepunktes in Abhéngigkeit von a und £. (10P)

In den folgenden Aufgabenteilen wird es darum gehen, fiir die Daten aus dem Aufgabenteil a) eine fiir
den gesamten Beobachtungszeitraum einheitliche Modellierungsfunktion zu finden.

Gehen Sie insbesondere im Folgenden davon aus, dass zum Zeitpunkt # = 0 ein Bestand von 10
Bakterien pro cm® vorhanden ist.

d) Zeigen Sie einen Weg, wie Sie mit [hrem Rechner die zu der Funktionenschar f,,

gehorende Bestandsfunktionenschar B, ermitteln konnen und bestimmen Sie diese. (10P)
1-(1+k-1)-e*

k2
funktionenschar von £, d. h. F, ist jeweils eine Stammfunktion von f,, .

Die Funktionenschar F,, mit F, (1)=a- Jte Ry, ke R",ae R" ist eine Stamm-

e) * Begriinden Sie, warum die Funktionenschar F,, nicht die in d) gesuchte Bestands-

funktionenschar ist.
* Zeigen Sie, dass fiir jedes a und jedes k die Funktion F,, fiir £ — oo gegen l:iz geht. (15P)
f)  Die Daten aus dem Aufgabenteil a) legen den Schluss nahe, dass fiir dieses spezielle
Experiment der Grenzwert 130 Bakterien pro cm’ betriigt. Gehen Sie im Folgenden davon
aus, dass diese Vermutung richtig ist. Fiir dieses Experiment soll nun die passende Bestands-

funktion B,, bestimmt werden.

e Leiten Sie den Zusammenhang zwischen a und & her.

e Zeichnen Sie fiir £ = 0,3 und fiir £ = 1,5 die Bestandsfunktionen in das beigefiigte Ko-
ordinatensystem der Anlage 2.
Hinweis: Wenn Sie im Aufgabenteil d) keine Losung erhalten haben, so kénnen Sie auch
mit der Funktionenschar F,, +10 weiterarbeiten.

e Bestimmen Sie mithilfe Thres Rechners (eventuell auch durch Ausprobieren) diejenige
Funktion B, aus der Bestandsfunktionenschar B, , die die bei a) gegebenen Daten

ak °
am besten anndhert. Geben Sie kbest mit einer Nachkommastelle an.
Zeichnen Sie B ebenfalls in das Koordinatensystem der Anlage 2 ein.

akbest
Hinweis: Wenn Sie fiir kbest keine Losung erhalten haben, so kénnen Sie mit kbest = 0,7
weiterrechnen. Das ist allerdings nicht die richtige Losung.

auf 90 %
des Endbestandes angestiegen ist. (20P)

¢ Bestimmen Sie auBerdem, zu welcher Zeit der Bakterienbestand bei B, .,

g) Ein Doktorand hat fiir die Bakterien aus dem Aufgabenteil f) den Einfluss untersucht, den
eine Unterbrechung der Lichtzufuhr auf den Bakterienbestand hat. Dabei hat er heraus-
gefunden, dass die Zahl der Bakterien wéahrend der Dunkelheit exponentiell entsprechend
einer Funktion g abnimmt, fiir die gilt: g'(£)=-0,5-g(¢).
Bestimmen Sie den nach 6 Stunden zu erwartenden Bakterienbestand, wenn 3 Stunden nach
Versuchsbeginn eine viertelstiindige Unterbrechung der Lichtzufuhr erfolgte.
Bestimmen Sie auch den Unterschied zu dem entsprechenden Bestand ohne Verdunklung. (20P)
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Anlage 1 zur Aufgabe ,Wachstum fototropher Bakterien*

CIMS-Schulen
Haupttermin

Anlage 2 zur Aufgabe ,Wachstum fototropher Bakterien”

s

140]Y

130
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110 .

100 ]
90|
80|
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Korrekturhinweis: Durch unterschiedliche Technologien kénnen von dieser
Losungsskizze abweichende Darstellungen bei den Schiilerlosungen auftreten.

a) |® Quadratische Regression liefert den Funktionsterm
q(t)=18,286-1" +7,314-1t+9,686 .
e Die logistische Regression liefert den Funktionsterm /(¢) = 127’49}] o7
149,225 1%
. . . 126,89
bzw. fiir Derive erhilt man Z(t) = m .
e FEine quadratische Wachstumsfunktion hat eine lineare Wachstumsrate.
Beim logistischen Wachstum steigt die Wachstumsrate bis x =2, hat dort ein
Maximum und fallt dann asymptotisch gegen null.
10
b) |® a ist ein Faktor, der den Graphen (bei konstantem k) streckt (@ > 1) oder

staucht (a < 1).
Je groBer k ist (bei konstantem a), desto friiher erreicht der Graph sein
Maximum und desto schneller ndhert er sich der #-Achse.

e fu(D=0(a—-ak-1)-e" :Oﬁt:%va=0
a = 0 ist nach Definition ausgeschlossen.

Da 0= f, ,(0)=limf,  (¢), muss es sich bei ¢ =% um eine Maximalstelle

von f, fhandeln. Dannist f,, (%) = ki die maximale Wachstumsrate.
‘e

Hinweis: Andere Begriindungen sind denkbar und zuldssig.
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Die Stellen der grofiten Wachstumsrate sind unabhéngig von a, das den
Graphen ja nur streckt oder staucht.

5|10

Aus der notwendigen Bedingung ergeben sich Wendestellen, ebenfalls un-
abhédngig von a:

f”a;k(t)=0(:>(a~k2-t—2-a-k)-e_k" =0(:)t=%va=0.

a = 0 ist wiederum nach Definition ausgeschlossen.

Da diese Nullstelle zwischen der Maximalstelle und dem asymptotischen Wert 0
liegt, handelt es sich um eine Wendestelle (mit R-L-Kriimmungswechsel).
Hinweis: Andere Begriindungen sind denkbar und zuldssig.

2.0,271-a

Einsetzen ergibt, dass die Punkte g;z;az =| =
k k-e k k

j Wendepunkte

sind.

10

d)

Die zur Funktionenschar f,., gehdrende Bestandsfunktionenschar B, ldsst sich
1-(1+k-1)-e™
k? '

t
durch Integration ermitteln. Man berechnet I S (X)dx=a-
0

C . , l—(l+k-t)-e"k"
Dabei ist die Funktionenschar F,, mit F, (f)=a e zwar
Stammfunktionenschar von £, , aber es gilt: F (0)=0. Wegen des Anfangs-

bestandes von 10 Bakterien pro cm’ muss B,,(0)=10 gelten, d. h. der Term der
1-(1+k-1)-e™

- +10.

Bestandsfunktionenschar ergibt sich aus B, (1)=a-

10

1-(1+k-t)-e™*
k2
denn F’, (tf)=a-t-e”" = f,,(r). Jedoch gilt F,, (0)=0 fiir alle F,, . Das
wiirde aber bedeuten, dass zu Beginn (¢ = 0) keine Bakterien vorhanden
waren. Zu beheben ist dieses Problem, indem der entsprechende Anfangswert
10 addiert wird, der bei der Ableitung, also bei f,,, entféllt. B,,, ist damit
1-(1+k-1)-e™*
k2
Hinweis: Dieses entspricht natiirlich im Wesentlichen dem letzten Aufgaben-
teil. Die Funktionenschar F,, ist aber hinzugefiigt worden, damit

o F:z;k(t):a.

ist zwar eine Stammfunktionenschar zu f, , ,

B, ()=F, ()+10=a- +10.

Schiilerinnen und Schiiler, die bei der Bestandsfunktion keine Losung er-
halten haben, sinnvoll weiterrechnen konnen.
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Zuordnung
Losungsskizze Bewertung
I | I |
, _ , 1-(1+k-1)-e*
e Die Funktionen F,, mit F,(t)=a- e sind echt monoton
wachsend mit einem zunéchst starken und allméhlich geringer werdenden
Anstieg. Sie streben gegen die endlichen Werte % fiir jedes a und jedes £,
k
da der Exponentialfaktor im Zahler und damit der zweite Summand im Zéhler
gegen null geht.
Hinweis: Die Rechner liefern im Allgemeinen keine Ergebnisse, also miissen
die Schiilerinnen und Schiiler sinnvoll begriinden. 15

f) | ® Der Bakterienbestand strebt einem Grenzwert von 130 Bakterien pro e’ zu,
jedoch betrigt der Startwert bereits 10 Bakterien pro cm’, deshalb muss
2 _120sein, also a =120-k>.

K

Ea

140 [¥
130
120
110
100 |

[1] |
i] 1 2 3 4 5 B 7 -] ] LU B

N
g

¢ Die eingezeichneten Messwerte aus a) liegen zwischen den Funktionswerten
der Graphen von B, fiir k=0,3 und £=1,5. Durch Ausprobieren ist zu finden,

fur kbet = 0,8 oder kbest = 0,9 innerhalb einer sinn-
vollen Genauigkeit die beste Annéherung liefert:

¢ 90 % des Endbestandes sind 130-0,9 =117, also ist die Gleichung
B, e (1) =117 zu 16sen.

dass der Graph zu B

akbest

Fiir k= 0,9 ergibt sich f,,,,,(t)=97,2-1-¢" als Losung erhilt man mit-
hilfe des solve-Befehls ¢ =4,21.

Fiir k= 0,8 ergibt sich f; (1) =76,8-7-¢"* als Losung erhdlt man mit-
hilfe des solve-Befehls ¢t = 4,74 .
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I | I

Fiir k= 0,7 ergibt sich [, (1)=58,8-1-¢™"" als Losung erhilt man mit-
hilfe des solve-Befehls ¢ =4,21.

10 | 10

g) | Hinweis: Hier wird die Rechnung exemplarisch fiir k = 0,8 durchgefiihrt.
In den ersten 3 Stunden wird der Bakterienbestand durch B, ¢,  beschrieben;

wenn der Wert B, (3) = erreicht ist, beginnt die Verdunklung.

Innerhalb der folgenden Viertelstunde modelliert die Funktion

g(x) =By 05(3)- €7V mit 3<x<3,25den Bestand, der am Ende der Ver-
dunklungszeit auf g(3,25) = By, (3)-¢7"* = 82,0608 abgesunken ist. Fiir
den weiteren Verlauf muss geklart werden, zu welcher Zeit der Bestand diesen
Wert ohne Lichtzufuhr gehabt hitte, d.h. die Gleichung B, ., () = 82,0608 ist
zu 10sen.

Einige Rechner liefern nur die Losung ¢ = —1,0311 und verweisen auf mogliche
weitere Losungen. Eine solche lésst sich z. B. auch graphisch ermitteln, indem
die Schnittstelle 7= 2,53 zwischen dem Graphen von B, s und der Geraden
mit y = 82,0608 bestimmt wird.

Andere Rechnertypen konnen iiber die numerische Losungsfunktion die Losung
auch direkt bestimmen.

Der gesuchte Bestand nach 6 Stunden ist nun der Funktionswert von B, . ¢ fir
die Zeit 1 =6-3,25+2,53= 5,28, also gibt es dann mit B, (5,28) =120,82

etwa 121 Bakterien pro cm?®. Ohne die Verdunklung wéren es rund 124
Bakterien pro cm?® gewesen, es ergibt sich also ein Unterschied von 3 Bakterien
pro cm?.

Alternativ ergibt sich fiir £ = 0,7 sinngemil} wie oben
2(3,25) =By, ,(3)-€™**** = 74,5235 und der gesuchte Bestand nach 6

Stunden ist By, ,(5,32) =116,31, also etwa 116 Bakterien pro cm?.

Insgesamt 100 BWE

25|50 | 25
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1.1 Kondensstreifen

Zwei Flugzeuge mit unterschiedlichen Ge-
schwindigkeiten wechseln ihre Flugh6hen. Das
eine Flugzeug bereitet den Landeanflug vor,
das andere befindet sich noch im Steigflug, um
die gewlinschte Reisehohe zu erreichen. Beide
Flugzeuge bewegen sich im Beobachtungszeit-
raum auf gradlinigen Bahnen und wir nehmen
an, dass die Geschwindigkeiten jeweils
konstant sind. Die Flugbahnen sind durch
Kondensstreifen fiir 1dngere Zeit sichtbar.

Wir betrachten die Erdoberfléche als x;-x,-Ebene
eines kartesischen Koordinatensystems. Alle Langen haben die Einheit Kilometer.

1,5 -15
. . . - t
Die Flugbahn des Flugzeugs ,,Alpha* wird durch die Gerade g, :x=| 0 [+ @ 20 [;ze R
10,5 -7

beschrieben, ¢ ist die Zeit in Sekunden ab Beginn der Beobachtung fiir # = 0.

a) <+ Bestitigen Sie, dass der Punkt 4(0]2/9,8) auf der Flugbahn von Alpha liegt.
* Berechnen Sie die Geschwindigkeit von ,,Alpha“ in der Einheit X2 .

Hinweis: Sie konnen dazu z. B. den in 1 Sekunde zuriickgelegten Weg berechnen.

* Berechnen Sie den Winkel zwischen der Flugbahn von ,,Alpha“ und der Horizontalen.  (15P)

Der Kontrollraum des Flughafentowers befindet sich im Punkt (0 |4]0, 03) .

b) Bestimmen Sie den Zeitpunkt, in dem der Abstand zwischen dem Beobachter im Tower und
,,Alpha“ am geringsten ist. (20P)
Zu Beginn der Beobachtung befindet sich das Flugzeug ,,Beta” im Punkt B, (O|0

15
Richtungsvektor a= 20 |.
8

9, 5) und hat den

Gehen Sie im Folgenden davon aus, dass im Beobachtungszeitraum Windstille herrscht und dass sich
die Kondensstreifen zylinderformig um die Flugbahnen ausdehnen.

c) < Untersuchen Sie, ob sich die beiden Flugbahnen schneiden.

» Die Kondensstreifen haben einen Durchmesser von 0,2 km.
Untersuchen Sie, ob die Kondensstreifen der beiden Flugzeuge ineinander iibergehen.  (10P)
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d) Auch wenn die Kondensstreifen sich nicht beriihren, sieht es fiir den Betrachter im Kontrollraum
des Towers so aus, als ob sich die Streifen kreuzen.
Bestimmen Sie den Winkel, unter dem sich die Kondensstreifen fiir den Betrachter zu schneiden
scheinen. (15P)

Bei strahlend blauem Himmel scheint die Sonne. Das Sonnenlicht fallt mit dem Richtungsvektor
3
s=| 2 |ein.
-15

e) * Bestimmen Sie fiir #= 0 den Ort des Schattens von Flugzeug ,,Alpha‘“ auf der Erdober-
flache.

* Bestimmen Sie die Geschwindigkeit, mit der sich der Schatten von ,,Alpha‘“ auf der Erde
bewegt.

» Begriinden Sie, dass es einen Unterschied zwischen der Schattengeschwindigkeit und der
Geschwindigkeit des Flugzeugs gibt.

* Beurteilen Sie, ob es bei anderem Lichteinfall die Moglichkeit gibt, dass die Ge-
schwindigkeit des Schattens und die Fluggeschwindigkeit gleich sind. (20P)

f) Bestimmen Sie den Punkt des einen Kondensstreifens, der durch den anderen beschattet wird.
Hinweis: Gehen Sie in diesem Aufgabenteil davon aus, dass die Kondensstreifen keine Aus-
dehnung haben. Sie kénnen mathematisch als Geraden angesehen werden. (15P)

g) Nach einiger Zeit ist das Flugzeug Alpha sicher gelandet und Beta hat seine Reisehohe von
10 500 m erreicht. Leider ist das GPS-Gerit defekt. Um die genaue Position bestimmen zu
konnen, werden die Signale dreier Bodenstationen empfangen und zu einer Positionsbe-
stimmung genutzt. Es soll weiterhin davon ausgegangen werden, dass der hier relevante Teil
der Erdoberflache als ein Teil der x;-x,-Ebene angesehen werden kann.
Bestimmen Sie die Position von ,,Beta” in 10 500 m Hdohe. (15P)

Station | Position | Entfernung

S1 | (68]123/0) 26,23

S2 | (7317210,1) | 29,93

S3 (67191]0,05) 15,94
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| I |1

L5 -15
Die Gerade ist g, :x=| 0 +L .20 =5+L-E.
190 190
10,5 =7

Aufldsen der Gleichung, die den Geradenterm und den Punkt enthalt

0 L5 -15

2 /=l 0 +L- 20 | nach ¢ liefert mit dem solve-Befehl eine

190
9,8 10,5 -7
Loésung und zwar ¢ = 19. Damit ist nachgewiesen, dass der Punkt auf der
Flugbahn von ,,Alpha“ liegt.

In einer Sekunde wird die Strecke zuriickgelegt, die dem 190. Teil des
Betrages des Richtungsvektors entspricht. Der Betrag ist

N152+20%+ 72 =+/674 = 25,96 , damit wird pro Sekunde eine Strecke von
1674 =0,1366 Kilometern zuriickgelegt. In einer Stunde sind das etwa

190

492 km. Die Geschwindigkeit betragt etwa 49242

0
Der Winkel zwischen dem Normalenvektor der Erdoberfliche 7 =| 0 ,und
1
dem Richtungsvektor der Flugbahn erhilt man aus
0)(-15
01-] 20
1) =7
cos(&) = 0 15
01 20
1 -7
Damit folgt o = cos™ %} =105,6°. Der Winkel gegeniiber der

Horizontalen ist dann etwa 15,6° grof3.

Hinweis: Einige Rechner haben den Winkel-Befehl, was die Rechnung ver-
einfacht und die Dokumentation verkiirzt.

15
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b) Die Strecke mit dem minimalen Abstand zwischen Tower und ,,Alpha“ liegt in
der Ebene, die senkrecht zum Richtungsvektor der Flugbahn steht und den
Tower enthélt. Aus dem Richtungsvektor der Geraden ergibt sich der Term
—15x+20y—7z. Setzt man in diesen Term die Koordinaten des Beobachters im

Tower ein, erhdlt man das absolute Glied, es ergibt sich die Koordinatenform:
—15x+20y—-72z="79,79 fiir die Ebene.

Das Einsetzen der Flugbahn fiihrt zur Gleichung:
z‘i~(152+202+72)—15-1,5—7.10,5 =79,79.
190
Mit dem solve-Befehl erhélt man ¢ =49,6.

Etwa 50 Sekunden nach dem Beginn der Beobachtung hat das Flugzeug ,,Alpha“
den kleinsten Abstand zum Tower. 10

c¢) |+ Die beiden Flugbahnen werden ,.gleichgesetzt* und man erhalt das
Gleichungssystem:

15 Z15) (0 15
0 |+——.[ 20 |=| 0 [+s:[20].

190
10,5 -7 9,5 8

Dieses liefert keine Losung, also schneiden sich die Geraden nicht.
*  Der Abstand zweier windschiefer Geraden (der Flugbahnen) ist zu be-
rechnen. Der Vektor E ist der Richtungsvektor der Flugbahn von ,,Alpha“.
nl
Der Normaleneinheitsvektor 7 =| n, |, der senkrecht auf beiden Geraden
n3
steht, erfiillt die Bedingungen
15-n,+20-n, +8-n,=0 0,4471
[=1An 7 =0AR-1 =06 151 =201, +7-n, =0 |=n=| 0,0224
n’+n’ +n’ =1 -0,8942

1,5 0
Der Abstand berechnet sich damit zu: 0 |-| 0 ||-n= 0,2201>0,2.
10,5 9,5

Der Abstand der Geraden ist also grofer als 200 m und damit {iberlagern
sich die beiden Kondensstreifen mit dem Radius 100 m nicht.

Hinweis: Mit den Rechnern kénnen das Skalar- und das Vektorprodukt auch
direkt berechnet werden. 10
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| 0|1
d) |Man bildet die beiden Ebenen, die jeweils den Beobachter und eine Flugbahn
enthalten. Der Winkel zwischen diesen Ebenen ist der scheinbare Winkel
zwischen den Kondensstreifen. n_,n, sind Normalenvektoren dieser Ebenen. Sie
erfiilllen die Gleichungen:
L5 0 0 0
n-r=0an-| 0 |=| 4 [|=0n,-r,=0An,-[| 0 || 4
10,5 0,03 9,5 0,03
Daraus ergeben sich die linearen Gleichungssysteme
151, —20n,, +7n,, =0 [15n,, +20n,, +8n,, =0
L,5n,—4n,+10,47n,,=0|und | -4n,,+9,47n,, =0 | mit den Losungen:
n’+n, +n, =1 i n,+n, +n, =1
0,7715 0,8206
n ~|0,6233 | und n, =| —0,5264
0,1276 -0,2224
Der Winkel ist dann &(a,a) =73,94° . Dieses erhdlt man z.B. mit dem
Winkel-Befehl der CAS-Rechner. 15

e) Der Schatten des Startpunktes von ,,Alpha* und der des Punktes 4 werden be-
rechnet. Der Abstand dieser Schattenpunkte geteilt durch die Flugzeit von 19
Sekunden ergibt die Bewegungsgeschwindigkeit des Schattens.

Die Berechnung der Schattenpunkte:

1,5 X
0 |+r-s= y|ex=3,6Ay=1,4Ar=0,7
10,5 0
0 X
- 49 248 49
2 |trs=|y | S X=—AYy=——Ar=—
25 75 75
9,8 0
3,6 . 147
Die Schattenpunkte sind | 1,4 | und % 248 |, der Abstand der Punkte ist
0 0

\/(3, 6— %)2 +(1,4 —%)2 =~ 2,51. Die Schattengeschwindigkeit ist damit

b 2,51 km ~ 4760

t 19's
Die Flugbahn und die Schattengerade stehen in unterschiedlichem Winkel zu
den Sonnenstrahlen. Damit fiihrt die Parallelprojektion der Strecke zwischen
dem Startpunkt und A zu einer Schattenstrecke abweichender Lénge.
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Steht die Winkelhalbierende zwischen Flugbahngerade und Schattengerade
senkrecht zu den Sonnenstrahlen und ist damit der Winkel zwischen der Flug-
bahngerade und den Sonnenstrahlen genauso grof3 wie der Winkel zwischen
der Schattengerade und den Sonnenstrahlen, so sind beide Strecken gleich grof3
und es stimmt die Schattengeschwindigkeit mit der Fluggeschwindigkeit
tiberein.

Hinweis: Die beiden Geraden haben einen Punkt gemeinsam, ndmlich den
Schnittpunkt der Flugbahngeraden mit der Erdoberfliche. Damit erhdlt man
zwei kongruente Dreiecke.

| 15 s

f) | Die Ebene, die durch die Fluggerade von ,,Alpha* und die Richtung der
Sonnenstrahlen aufgespannt wird, bringt man mit der Flugbahn von ,,Beta*
zum Schnitt
0 1,5
0 |[+x-n=| 0 |[+yr+z-sex=
9,5 10,5

173 84 5
AY= AZ .
3310 1655 331

Da der Parameter z positiv ist, weill man, dass man von der Fluggerade von
»Alpha* ausgehend in Richtung der Sonnenstrahlen zur Fluggerade von ,,Beta“
gelangt. Einsetzen der Parameter liefert den Schattenpunkt

(519 | 346 | 32829) ~(0,781,05|9,92) auf der Fluggeraden von ,,Beta“.

662 331 3310

Grundsdtzlich ist auch der umgekehrte Ansatz moglich, fiihrt dann zu einem
negativen Parameter. Dieser muss entsprechend interpretiert werden. 15

g) | Es sind drei Kugelgleichungen aufzustellen:

(x—68)" +(y —123)* +(z - 0)* = 26,23’ (K1)
(x=73)" +(y—72)* +(z - 0,1)* =29,93’ (K2)
(x—67)2+(y—91)2 +(z-0,05)* =15,94° (K3)
Die Ebenen, die die Schnittkreise enthalten, sind dann:

(K1-K2) 10x =102y + 0,2z =—-9447,782
(K1-K3) —2x =64y + 0,1z =—6549, 0682
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Das Gleichungssystem {K1—-K2 A K1- K3 A z=10,5} hat die Koordinaten-
werte als Losung, dies ergibt die Position (75,02|100,00/10,5) fiir ,,Beta*. 5110
Insgesamt 100 BWE | 20 | 60 | 20
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1.2 Bachforellen

Die Bachforelle (Salmo trutta fario) ist ein zu den
Salmoniden zdhlender Raubfisch. Sie wird auch Fluss-
forelle, Bergforelle oder Fario genannt.

In Hunt Creek, Michigan, USA wurde in einem See die
Entwicklung von Bachforellen untersucht und
dokumentiert.

Im Folgenden wird eine Population (Fische und Eier) von Bachforellen betrachtet. Diese wird in vier
Altersklassen eingeteilt:

Die Altersstufen werden mit 4 (Ei/Jungfisch; bis zum Ende des 1. Lebensjahres), B (Beginn bis Ende
des 2. Lebensjahres), C (Beginn bis Ende des 3. Lebensjahres) und D (Beginn bis Ende des 4. Lebens-
jahres) bezeichnet.

Eine Population von Bachforellen wird durch den Bestandsvektor der Anzahlen zum Zeitpunkt

SO a

n beschrieben.

Die jihrliche Entwicklung der Bachforellenpopulation wird durch die Ubergangsmatrix L beschrieben.
Die Ubergangsraten von einer zur niichsten Altersstufe sind durchschnittliche Werte und enthalten
bereits, dass nur weibliche Bachforellen Eier legen.

0 0 37 64
0,06 0 0 o0
0 034 0 O
0 0 0,18 0

L=

1000
100
0
50

In einem Jahr ist der folgende Bestandsvektor ermittelt worden: P, =

a) + Erstellen Sie einen Ubergangsgraphen fiir die Matrix L.

* Interpretieren Sie die Zahlen in der 1. und 4. Zeile der Matrix L.
Interpretieren Sie die Zahlen in der 2. Zeile von L*.

* Ermitteln Sie den Anteil der Eier, die sich im Laufe der Zeit zu Tieren der Klasse D
entwickeln.

» Berechnen Sie die Bestandsvektoren, welche sich nach diesem Modell ein, fiinf und zehn
Jahre nach der Zéhlung ergeben. (25P)

b) Die Ubergangsmatrix ist das Ergebnis lingerer Beobachtungen einer Population an einem
Standort.
Zeigen Sie, dass der Startbestandsvektor Fo nicht im Rahmen dieses Modells zustande

gekommen sein kann.
Beschreiben Sie dafiir eine mogliche Ursache. (20P)
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¢) Inder folgenden Tabelle ist die Gesamtanzahl der Tiere, die nach diesem Modell (mit dem Start-
bestandsvektor Fo ) in den ndchsten 100 Jahren vorkommen, eingetragen.

Jahre 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Anzahl | 1150 1969 | 1816 1676 | 1625 | 1576 | 1527 | 1479 | 1433

* Berechnen Sie die fehlenden Werte in der Tabelle.
Stellen Sie den Verlauf der Entwicklung graphisch dar. Benutzen Sie dafiir das Koordinaten-
system in der Anlage.
Beschreiben Sie, wie sich die Population, entsprechend der Grafik, entwickeln wird.

¢ Bestimmen Sie einen Term mit Matrizen und Vektoren, der den Gesamtbestand nach 100
Jahren direkt berechnet.

* Bestimmen Sie den jéhrlichen Wachstumsfaktor bezogen auf den Gesamtbestand, zu Beginn
der Beobachtung, d. h. vom 0. zum 1. Jahr, vom 10. zum 11. Jahr und vom 20. zum 21. Jahr.

» Der Bestand im 90. Jahr besteht aus 1479 Exemplaren und im 100. Jahr aus 1433 Exemplaren.
Ermitteln Sie daraus einen durchschnittlichen jéhrlichen Wachstumsfaktor fiir den ent-
sprechenden Zeitraum. (20P)

d) < Geben Sie die Gleichung an, mit der Eigenwerte und Eigenvektoren definiert werden.
Beschreiben Sie die Bedeutung des betragsméfig maximalen Eigenwertes m im Sach-
zusammenhang.

* Berechnen Sie den betragsmiflig groB3ten reellen Eigenwert.
Hinweis: Dies ist hier zugleich der insgesamt betragsmdpig grofite Eigenwert.
Weisen Sie nach, dass mit diesem Betrag des Eigenwertes und dem Gesamtbestand von 1676
Exemplaren im 50. Jahr der Bestand im 100. Jahr ndherungsweise berechnet werden kann.

(15P)
Durch verschiedene Einflisse &ndert sich das Wachstumsverhalten der Population.
Das Wachstum wird jetzt durch die folgende Ubergangsmatrix L, beschrieben.
0 0 37 64
10,08 0 0 0
1o 036 0 0
0 0 018 0
Verwenden Sie die Matrix L, fiir die nidchsten drei Aufgabenteile.
e) Beschreiben Sie mogliche Ursachen, die fiir die Anderungen in der Ubergangsmatrix
verantwortlich sein kénnten. (5P)
Ein Bestandsvektor B heift ,reproduzierbar, wenn nach einem Zeittakt die gleiche Anzahl an
Individuen in jeder Altersklasse vorhanden ist, d.h. wenn L, .B=B gilt.
f)  Bestitigen Sie, dass es unter den durch die Matrix L, beschriebenen Bedingungen keinen
Bestandsvektor geben kann, der reproduzierbar ist. (10P)

Die eingetretenen Verdnderungen fithren zu einem wachsenden Fischbestand, sodass eine Befischung
moglich und sinnvoll ist. Vereinfachend wird angenommen, dass am Ende des Zeittaktes abgefischt
wird, d. h. nur Tiere der Altersklassen B oder C werden abgefischt, denn die Tiere der Altersklasse 4
sind zu klein und die Tiere der Altersklasse D sind zum Zeitpunkt des Fischens tot.

g) Beurteilen Sie, ob es moglich ist, durch Abfischen eines Anteils von Fischen einer einzigen
Altersstufe (B oder C), einen reproduzierbaren Bestandsvektor zu erhalten.
Ermitteln Sie gegebenenfalls einen reproduzierbaren Bestandsvektor mit insgesamt 10 000 Eiern
und Fischen und geben Sie den Anteil der abzufischenden Tiere in der entsprechenden
Altersstufe an. (15P)
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Anlage zur Aufgabe ,Bachforellen®

Zeit [Jahre]
>

20 30 40 50 60 70 80 a0 100

10

Gesamthestand

o~

2200
2000
1800
1600
1400
1200
1000
800
600
400
200,
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64

37

0,06 0,34 0,18

1. Zeile (Geburtenrate):

Ein 3-jdhriger Fisch legt 37 Eier, ein 4-jdhriger Fisch legt 64 Eier, die Fische
der Alterstufe 4 und B legen keine Eier.

4. Zeile (Uberlebensrate):

18 % der 3-jahrigen Fische tiberleben und werden 4-jdhrige Fische.

Aus den Altersklassen 4 und B kommen keine Fische in die Altersklasse D.

0 12,58 11,52 0

, | o 0 2,22 3,84
10,0204 0 0 0
0 00612 0 0

Jeder Fisch der Altersgruppe C hat nach 2 Jahren durchschnittlich 2,22
Nachkommen in der Altersgruppe B.

Jeder Fisch der Altersgruppe D hat nach 2 Jahren durchschnittlich 3,84
Nachkommen in der Altersgruppe B.

Kein Fisch der Altersgruppen 4 und B befindet sich nach zwei Jahren in der
Altersgruppe B.

Der Anteil der Eier, welche zu Tieren der Klasse D werden, berechnet sich
aus 0,06-0,34-0,18=0,003672.
Etwas weniger als 0,4 % der Eier ,,iiberleben®.

1000 3200
. 100 60
Nach einem Jahr: L- =
0 34
50 0

1000 1701,6 1701
Nach 5 Jahren: L’ - 100 = 159,02 = 159
) 0 23,39 23

50 4,62 4
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| Im | 11
1000 1986,19 1986
0 | 100 76,57 76
und nach 10 Jahren: L" - = =
0 38,91 38
50 8,34 8 151515
b) 1000
) — | 100 | . .
Z.B. liefert der Startvektor £ = im ersten Jahr vor Beginn der
50
Beobachtung -145 Fische der Kategorie D.
1667
L'p=
° ] 278
—-145
Negative Bestiande sind jedoch nicht mdglich, sodass ein massiver Eingriff
(Seuche, Abfischung,...) in die Population stattgefunden haben muss. 10

C) )
Jahre Anzahl
10 2110
40 1732
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I | I | III

Langfristig scheint die Gesamtpopulation abzunehmen. Es ist aus der Grafik
nicht ersichtlich, ob sich der Gesamtbestand bei einem Wert gro3er null ein-
pendeln wird oder ob die Population aussterben wird.

e Der Gesamtbestand nach »n Jahren kann beispielsweise durch Berechnung von
e-L'-P, ,mit e= (1 1 1 1) ermittelt werden.

. 294
e Zu Beginn ist der Wachstumsfaktor k, = % = 2,86, nach 10 Jahren

_ 212521 =1,007 , nach 20 Jahren £k, =M"' 0,921.

7 2110 1968,57

1479
faktor in den letzten 10 Jahren.

1
1433 10 : e e
Koo 100 = [ﬁjlo =0,9968 ist der durchschnittliche jahrliche Wachstums-

d)

e ) ist Eigenwert von L, genau dann wenn L-X =A-X ist.
X wird Eigenvektor von L zum Eigenwert A genannt.

Ist der grof3te Betrag der Eigenwerte gleich 1, dann konvergiert die
Population, bei Werten groBer als 1 expandiert die Population, bei Werten
zwischen 0 und 1 stirbt die Population aus.

e Die Betrige der Eigenwerte von L erhédlt man mit den entsprechenden
Funktionen der Rechner:

|4 =0,996841, |4,|=0,885678, | 4,| = 0,885678,

A, =0,300542 .
A, ist also der Eigenwert mit dem grofiten Betrag.

Es gilt B(SO)-MFO ~1676-0,996841° =~1430,78 . Das sind also etwa 1433
Fische, wie in der Tabelle angegeben sind.

8 % statt 6% der Jungfische/Eier werden zu 2-jdhrigen Fischen und 36% statt
der urspriinglich 34% der 2-jahrigen werden zu 3-jdhrigen Fischen. Die Ge-
burtenraten bleiben unveréindert.

Das kann an verbesserten Lebens-/Umweltbedingungen liegen. Der Riickgang
von natiirlichen Feinden konnte eine Ursache sein.

Weitere mogliche Ursachen sind denkbar.

o o Q

Die Gleichung L, - hat nur die triviale Losung a=b=c=d =0.

QUL O > 9
QL

Deshalb gibt es keine reproduzierbare Startpopulation.

10
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I | I ]I
g) | Die Befischung wird durch einen Befischungsfaktor 7 in den Ubergangsraten
von den Altersklassen B oder C zur jeweils folgenden dargestellt.
0 0 37 64 w w
0,08 0 0 0 x X
. = =
0 036+ 0 0 v y
0 0 0,18 0 ) {10000-w—x—y 10000 -w—x—y
w=90553Ax=7244Ay=186,6 At=0,7156
0 0 37 64 w w
0,08 0 0 0 x X
. = =
0 0,36 0 0 v y
0 0 0,18+ 0 ) (10000-w—x—y 10000 —w—x—y
w=9027,1Ax=7222Ay=259,98 At=-0,1977.
Das zweite Gleichungssystem liefert einen negativen Wert fiir ¢#. Es kann deshalb
kein reproduzierbarer Bestandsvektor ermittelt werden.
Das erste Gleichungssystem hat eine Losung fiir ¢ = 71,6%.
9055,3 9055
i i — | 724,4 724
Der reproduzierbare Bestandsvektor ist also p = = ,
186,6 186
33,6 33
wenn am Ende der Altersklasse B (1—¢)=28,4% der Fische aus der Klasse B
abgefischt werden.
Eine Abfischung nur der Altersklasse C ist fiir das Erreichen einer stabilen
Population nicht moglich. 15
Insgesamt 100 BWE | 25 | 55 | 20
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STOCHASTIK 1

[ll. 1 Qualitatssicherung

Eine Firma fertigt elektronische Bauteile als
Massenware. Von den Bauteilen sind durch-
schnittlich 14 % defekt. (Die Defekte ent-
stehen stochastisch unabhéngig voneinander.)

a) Der laufenden Produktion werden
6 Bauteile entnommen.

e Berechnen Sie die Wahrscheinlich-
keit, dass hochstens ein Bauteil defekt
ist.

e Berechnen Sie, wie viele Bauteile man der laufenden Produktion entnehmen muss,
damit die Wahrscheinlichkeit, auf mindestens ein defektes Bauteil zu stof3en, groBer
als 99 % ist. (15P)

b) Ein defektes Bauteil wird von einem firmeneigenen Priifgerdt mit einer Wahrscheinlichkeit von
95 % als defekt erkannt. Das Priifgerdt zeigt allerdings auch einwandfreie Bauteile
falschlicherweise mit einer Wahrscheinlichkeit von 2 % als defekt an.

e Bestitigen Sie, dass die Wahrscheinlichkeit, mit der das Priifgerét eine richtige Entscheidung
trifft, groBer als 97 % ist.

e Berechnen Sie auch die Wahrscheinlichkeit, dass ein Bauteil tatsdchlich defekt ist, wenn das
Priifgerdt einen Defekt anzeigt. Interpretieren Sie das Ergebnis.

Die Wahrscheinlichkeit von x = 98%, dass einwandfreie Bauteile nicht versehentlich als defekt
erkannt werden, soll nun variiert werden.

Dazu wird die Wahrscheinlichkeit, dass ein Bauteil tatsdchlich defekt ist, wenn das Priifgerit
einen Defekt anzeigt, als Funktion von x dargestellt werden.

e Bestimmen Sie den entsprechenden Funktionsterm und zeichnen Sie den Graphen in das
Koordinatensystem der Anlage ein.
Ermitteln Sie den Wert von x, fiir den gilt f(x)=95% . (25P)

¢) Die Firma denkt {iber die Anschaffung eines neuen, verbesserten Priifgerdtes nach, das mit
Sicherheit korrekte Entscheidungen anzeigt.
Die Firma mdochte, dass sich die Mehrkosten fiir das neue Priifverfahren in Grenzen halten.
Deshalb beschlief3t sie, das Priifverfahren wie folgt zu &dndern:
Zehn Bauteile werden hintereinandergeschaltet und gleichzeitig in einem Durchgang gepriift. Nur
dann, wenn bei dieser Gruppenuntersuchung eine Defektanzeige erfolgt (mindestens ein Bauteil
ist dann defekt), wird zusitzlich jedes Bauteil einer Einzelpriifung unterzogen.

e Begriinden Sie, dass nach diesem Verfahren entweder genau 1 Priifung oder genau
11 Priifungen erforderlich sind.

e Ermitteln Sie, wie viele Priifungen im Durchschnitt fiir die Uberpriifung von 10 Bauteilen
bei diesem Verfahren zu erwarten sind.
Zur Kontrolle: E =8,7870. (10P)
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Die Kostenpriifer sind enttduscht. Sie argumentieren, dass das neue Verfahren lediglich eine Ein-
sparung von etwa 12 % gegeniiber dem urspriinglichen Verfahren mit den einzelnen Priifungen
bedeutet.

e Bestimmen Sie die Erwartungswerte R (n) der relativen Einsparungen auch fiir Hinter-
einanderschaltungen von n=7 und n =13 Bauteilen.

e Weisen Sie fiir eine allgemeine Anzahl # von hintereinander geschalteten Bauteilen die
n-0,86" -1

Giiltigkeit der Formel R (n)
n

1 . . .

=0,86" —— (n#1)fiir die relative Einsparung
n

R(n) nach, begriinden Sie die Einschrinkung n #1.

e Bestimmen Sie die Werte von #, fiir die das Verfahren iiberhaupt sinnvoll ist.

e Bestimmen Sie die optimale Anzahl x. (25P)

Die sorgfiltig gepriiften Bauteile sollten natiirlich auch fehlerfrei bei den Kunden der Firma an-
kommen. Eventuelle Schaden wihrend des Versands konnen jedoch nicht ganz ausgeschlossen
werden. Laut Angaben der beauftragten Versandfirma betrégt jedoch die

Wabhrscheinlichkeit, dass ein Bauteil beim Versand beschidigt wird, nur 0,3%.

Die Anzahl der beschédigten Bauteile soll als binomialverteilt angesehen werden.

Falls bei einer Lieferung von 1000 Bauteilen mehr als 7 Bauteile durch den Versand Schiden er-
leiden, muss die Versandfirma eine hohe Entschidigungssumme von 10000 € zahlen.

Fiir eine Kalkulation des finanziellen Risikos ist die Antwort auf die folgende Aufgabe

natiirlich von groflem Interesse:

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit eines Entschiddigungsfalles.

Zur Kontrolle: der Wert betrdgt gerundet: P~ 0,0118. (5P)

Das Versandunternehmen setzt 1040 Lieferungen mit je 1000 Bauteilen pro Jahr an.
Ermitteln Sie die Hohe der durchschnittlichen Entschddigungszahlungen im Jahr. (10P)

Die Abnehmerfirma denkt {iber die Nachteile des Modells ,,7+ (pauschale Entschiddigungs-
zahlungen erst bei mehr als 7 defekten Bauteilen pro Lieferung) nach.

Begriinden Sie, warum Modell ,,7+ fiir die Abnehmerfirma tatsachlich Nachteile im Ver-
gleich zu einem Entschédigungsverfahren aufweisen kann, das Entschiddigungszahlungen
fiir jedes einzelne defekte Bauteil vorsieht.

Ermitteln Sie den Entschiadigungswert pro Bauteil so, dass der Erwartungswert der
Zahlungen in einem Jahr dem in (f) ermittelten Erwartungswert des Modells 7+ entspricht. (10P)
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Anlage zur Aufgabe , Qualitatssicherung*
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I | I aI

Es handelt sich um eine Binomialverteilung (ein Bauteil ist entweder defekt

oder nicht defekt).
Mit p=0,14 und ¢ =1- p= 0,86 ergibt sich nach der Formel von

Bernoulli

P(X<1)=P(X=0)+P(X =1)

6 0 6 6 1 5
=| [ 0147-0.86"+| ]-014'-086"~0,7997 ~80%.

Wenn n der Umfang der Stichprobe ist, so gilt
P(X21)>0,99.

©1-P(X=0)>0,99

n 0 n
S1-{  |-014°-0,86">0,99
©1-0,86" >0,99

Mithilfe des solve-Befehls erhélt man n > 30,5336.
Auch Losungen mithilfe einer Wertetabelle sind moglich.

Man muss mindestens 31 Bauteile entnehmen.

15

b)

Es bedeutet 4: ein Bauteil ist defekt.
Es bedeutet B: das Priifgerét zeigt einen Defekt an.
Die Situation kann in einem Baumdiagramm veranschaulicht werden:

P("Richtige Entscheidung") = P(A) . P(B | A) + P(Z) . P(§| Z)
=0,14-0,95+0,86-0,98
=0,9758.

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist also groBer als 97 %. (q.e.d.).

Gesucht ist die bedingte Wahrscheinlichkeit P(A4|B).
Nach dem Satz von Bayes gilt:
P(A)-P(B|A)

P(A)-P(B| 4)+P(4)-P(B|4)
B 0,14-0,95

0,14-0,95+0,86-0,02
Das Ergebnis ist nur begrenzt zufriedenstellend, da bei tiber 11 % der Fille,
in denen das Gerit ein defektes Gerit anzeigt, dies ein ,,Fehlalarm* ist.

P(4|B)=

=0,8855.

CIM1-LKLM-AWT.doc

Seite 36 von 47



Freie und Hansestadt Hamburg
Behdorde fur Schule und Berufsbildung

Abitur 2009

Lehrermaterialien zum Leistungskurs Mathematik

CIMS-Schulen
Haupttermin

Losungsskizze

Zuordnung
Bewertung

II

III

e Esgilt p(x)=

0,14-0,95

0,14-0,95+0,86-(1—x)

Mithilfe des solve-Befehls erhidlt man aus p(x)=0,95, dass x =0,992.

10

15

) |e Useidie Zufallsvariable, die die Anzahl der notwendigen Untersuchungen

Untersuchung.

beschreibt. Wenn die Gruppenuntersuchung von 10 Bauteilen keinen Defekt
anzeigt, sind diese Bauteile alle in Ordnung, und es bleibt bei dieser einen

Die entsprechende Wahrscheinlichkeit betriigt P(U =1)=0,86".

Wenn bei der Gruppenuntersuchung eine Defektanzeige erfolgt, ist jedes
Bauteil zu priifen. In diesem Fall finden 11 Priifungen statt.
Die entsprechende Wahrscheinlichkeit betréigt dann P(U =11)=1-0,86".

e Fiir den Erwartungswert ergibt sich fiir
n=10: E(10) =1-0,86" +11-(1—0,861°)= 11-10-0,86" =8,7870.

10
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d) | e Fiir die Erwartungswerte der Anzahl der erforderlichen Priifungen ergeben

sich folgende Werte:
n="7: E(7)=1-0,86" +8-(1-0,86") =8—7-0,86" =5,56

n=13  E(13)=1-0,86" +14-(1-0,86") =14-13-0,8613" =12,13.

Daraus ergeben sich die zu erwartenden relativen Einsparungen R(n) pro

Gerit:

_7-8+7-0,86" 7-0,86" -1
7

=0,2051=20,51%.

n=7. R(7)

n=13:
13-14+13-0,8613" 13-0,8613" —1

R(13)=
( ) 13 13

=0,0638=6,38% .

Fiir ein allgemeines #» gilt fiir die zu erwartende Anzahl der Priifungen
E(n):

E(n)=0,386"+(n+1)-(1-0,86")
=0,86" +n+1-(n+1)-0,86"

=n+1-n-0,86".
Somit ergibt sich:
- —(n+1-n-0,86") _ . "
R(n)=n E(n):l’l (I’l n )= 1+1-0,86 :0,86”_1.
n n n n

Fiir n=1 liegt ein Sonderfall vor:
Der Fall einer zusétzlichen Einzelpriifung kommt nicht vor.

Bemerkung: Nihert sich n dem Wert 1, miissen die Einsparungen gegen null
gehen.

Das Verfahren ist nur sinnvoll, wenn R(n) positiv ist. Fasst man R als
Funktion einer reellen Variablen auf, so liegt rechts von 1 die einzige Null-
stelle bei ungefiahr n = 19,8. Also ist das Verfahre nur sinnvoll fiir alle
natiirlichen Zahlen n von 2 bis 19. Fasst man R wieder als Funktion einer
reellen Variablen auf, so liegt rechts von 1 ein einziges Maximum bei n =
3,3. Es kommen also nur die Werte n = 3 oder n = 4 infrage. Eine Uber-
priifung durch Einsetzen liefert das Ergebnis.

Man kann aber natiirlich auch ohne Analysis einfach die Wertetabelle von R
(mit gerundeten Werten) fiir alle natiirlichen Zahlen n von 2 bis 19 be-
trachten:
2 3 4 5 6 ? 8 9 18
#.24 @.383 ©.297 B.27 ©.238 B.205 B.174 0.146 0.121
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Man erkennt, dass das Maximum bei n = 3 liegt und dort eine Ersparung von
etwa 30 % bringt.

10 | 15

Fiir n =1000, p = 0,003 und k =7 muss die Gegenwahrscheinlichkeit zur ent-
sprechende akkumulierten Binomialverteilung berechnet werden: Man erhélt

Den Wert P=1-0,0882 =0,0118.

Mit den Parametern »=1040, p=0,0118 und 10000 € Entschidigung pro
Lieferung ergibt sich folgender Erwartungswert:
E=1040-0,0118-10000 €=122720 € .

10

2

Das Entschidigungsmodell ,,7+“ weist gegeniiber dem Einzel-Entschidigungs-
verfahren folgende Nachteile auf:

1. Fiir weniger als 8 beschédigte Bauteile gibt es gar keine Entschiadigung.

2. Von einer bestimmten Anzahl beschidigter Bauteile an wird die Pauschal-
zahlung geringer ausfallen als die Summe moglicher einzelner Entschéadigungen.

Sei E; die erwartete Entschddigungszahlung pro Lieferung. Dann gilt:

E =0,0118-10000 € =118 €.

Pro Lieferung werden andererseits n, =1000-0,003 =3 beschidigte Bauteile
erwartet.

Daraus ergibt sich eine Entschidigung von % € =39,33 € pro beschiadigtem

Bauteil.

10

Insgesamt 100 BWE

25|50 | 25
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STOCHASTIK 2
1.2 Wetter auf den Farder-Inseln

Im Nordatlantik liegt die Inselgruppe der Faréer-Inseln.
Aufgrund ihrer geografischen Position (einerseits noch im
Golfstrom, andererseits mitten in der Zugstral3e der sub-
arktischen Tiefdruckgebiete) sind die Inseln notorisch fiir
ihr stindig wechselndes Wetter. ,,Jedes Wetter an einem
Tag*, konnte ein touristischer Werbespruch sein, wenn dies
denn fiir Touristen attraktiv wire; die Fischer auf der Insel
sprechen gar davon, dass sich das Wetter vier Mal am Tag
dndern wiirde.

An der Nordspitze der Hauptinsel Streymoy befindet sich
auf einem Felsen bei Tjornuvik eine Wetterstation. Unter
anderem wird hier die Verdnderlichkeit des Wetters durch
die Angabe der Anderungswahrscheinlichkeit Pj,q
bestimmt.

Dazu wird der Tag in vier Zeitabschnitte a 6 Stunden geteilt
(diese Abschnitte heilen Perioden); eine Periode heif3t
trocken, wenn wihrend dieser Zeit hochstens 1 mm
Niederschlag fallt; die Periode heif3t ,,regnerisch, wenn mehr als 1 mm Niederschlag fillt. Die
Anderungswahrscheinlichkeit Px,q gibt nun an, mit welcher Wahrscheinlichkeit sich das Wetter
von einer Periode zur ndchsten zwischen den beiden Typen dndert.

Langfristige Messungen ergaben Pjs,q= 0,40.

a) Bestitigen Sie, dass man nach diesen Angaben eine zweitdgige Wetterbeobachtung als sieben-
stufiges Bernoulli-Experiment mit p = P; , betrachten kénnte. (5P)

b) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten fiir folgende Ereignisse:
e Das Wetter bleibt fiir einen ganzen Tag gleich.
e Nach einer trockenen Periode bleibt es zwei weitere Perioden trocken.
e Wihrend eines Tages dndert sich das Wetter von jeder Periode zur nichsten.

e Nachdem ab Mitternacht die ersten sechs Stunden regnerisch waren, kann man aber
den Tag iiber — also wihrend der néchsten beiden Perioden — auf den Regenschirm
verzichten. (15P)

c) Jetzt geht es um die Prognoseféhigkeit des bisherigen Modells.

e Nehmen wir an, die jetzige Periode sei ,,regnerisch®.
Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass dann die Periode 18 Stunden spiter ebenfalls
»regnerisch” sein wird.

e Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit fiir ,,regnerisch* in der Periode 18 Stunden spéter,
wenn die jetzige Periode ,,trocken® ist.

e Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeiten dafiir, dass die Periode 24 Stunden spiter
— vom gleichen Typ
— vom anderen Typ
sein wird wie die jetzige.
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e Begriinden Sie, dass der folgende Funktionsterm k(n) angibt, wie groB3 die Wahrscheinlichkeit
ist, dass"sich das Wetter in Bezug auf die beiden Eigenschaften ,trocken® oder ,,regnerisch*
nach n Ubergéngen nicht gedndert haben wird:

H
k(n)= 2[2’:) P (1= Py )(Hi)

i=0
Hinweis: Die eckige Klammer LJ bedeutet Abrunden auf die néchste natiirliche Zahl.
e Erstellen Sie eine Wertetabelle dieser Funktion mit dem gegebenen Wert von Py, fiir
n=1,2,3,4,5,6.

e Interpretieren Sie die bisherigen Ergebnisse in Hinblick auf mogliche Wetterprognosen
in Tjornuvik. (35P)

Natiirlich werden gute Wettervorhersagen heutzutage mithilfe mathematischer Modelle gerechnet, die
sehr viele Messdaten auswerten. Aber auch die bisher betrachtete primitive Methode der ,,Vorhersage
aus der Gegenwart™ ldsst sich durchaus noch verbessern:

Statistisch ausgewertete Wetterbeobachtungen iiber lange Zeitrdume an der Wetterstation Tjornuvik
haben namlich fiir eine bestimmte Jahreszeit folgendes ergeben:

1) Wenn eine Periode trocken ist, dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass das in der ndchsten
Periode so bleibt, p,, =0,4.

2) Wenn eine Periode regnerisch ist, dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass das in der néchsten
Periode so bleibt, p,. =0,7.

d) Man kann diese Ergebnisse in

e)

einem Ubergangsgraphen
(rechts) oder in einer Uber-
gangsmatrix (unten in e) ) dar- regnerisch
stellen.

Ubertragen Sie den Graphen
und beschriften Sie die Pfeile
des Ubergangsgraphen mit den
entsprechenden Wahrscheinlichkeiten. (5P)

T | pe (1=p)
Betrachten Sie nun die zugehorige Ubergangsmatrix: U =

(1_ptt) by

e Fiir eine bestimmte Periode seien p,und p, mit p, + p, =1 die Wahrscheinlichkeiten fiir

trockenes bzw. regnerisches Wetter. Begriinden Sie mithilfe eines Baumdiagramms, dass fiir
die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten p;und p. der néchsten Periode gilt:

U. (pz J: pt,
r) \p,
e Bestimmen Sie fiir die beiden méglichen Fille des beobachteten Wetters in der Gegenwart die
Wahrscheinlichkeiten fiir die beiden Wetterzustinde in der Zukunft nach 1, 2, .... 4 Perioden

und nach 10 Tagen. Verwenden Sie zur Darstellung Ihrer Ergebnisse die Tabelle in der
Anlage.
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e [nterpretieren Sie die Ergebnisse — auch im Vergleich zu c) und in Bezug auf die Wichtigkeit
des Wissens tiber das Wetter in der ,,Gegenwart".

e Wenn man eine Reise in einigen Wochen auf die Farder plant und wissen will, wie das
Wetter bei der Ankunft wohl sein wird, niitzt einem das mogliche Wissen iiber das Wetter
zum Planungszeitpunkt gar nichts. Dennoch lassen die berechneten Daten eine Prognose
zu:
Beurteilen Sie, wie das Wetter bei Ankunft sein wird. (25P)

Es ist also wichtig, zu wissen, mit welchen Wahrscheinlichkeit p, bzw. p, eine beliebig heraus-

gegriffene Periode trocken bzw. regnerisch sein wird.

Mit einer Statistik, die die relative Haufigkeit trockener bzw. regnerischer Perioden auswertet,
konnte man diese Frage natiirlich ndherungsweise beantworten.

Auch e) legt als Grenzwert in der Tabelle eine vermutete Antwort nahe.

Man kann dazu aber auch im Rahmen des betrachteten Modells folgende Gleichungen aufstellen:

1-p
[p” ( p")J.Lpfj:[p’Jundpﬂrpr:l.
(l_ptt) prr pr p"

e Begriinden Sie diese Gleichungen, insbesondere die Matrizengleichung.

e Bestimmen Sie die eindeutige Losung des Gleichungssystems. (20P)

Begriinden Sie schlieB3lich, dass aus dem Modell, das ab dem Aufgabenteil d) betrachtet
wird, auch der Wert p,,= 0,4 folgt (vgl. Eingangstext vor Teilaufgabe d)). (5P)
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Anlage zur Aufgabe , Wetter auf den Farder-Inseln”, Aufgabenteil e)

Blick in die
Zukunftin
Perioden

Gegenwart: trocken

Gegenwart: regnerisch

P(,,trocken*)

P(,,regnerisch®)

P(,,trocken*)

P(,,regnerisch*)

1

0

0

1

10-4
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Zuordnung
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I | IT | IO
a) | Da zunichst nur die Anderungswahrscheinlichkeit P 5,4 bekannt und gegeben ist,
kann man (anfangs) davon ausgehen, dass an jeder Periodengrenze ein Wechsel
mit eben dieser Wahrscheinlichkeit eintritt.
Das Wetter hat zwei Zustidnde, damit gibt es zwei Mdglichkeiten an den
Periodengrenzen: Das Wetter dndert sich, oder es dndert sich nicht.
Zwei Tage Beobachtung bedeuten Beobachtung tiber acht Perioden und damit
iiber sieben mogliche Wechsel hinweg. 5
b) | e ,Das Wetter bleibt fiir einen ganzen Tag gleich® bedeutet: Das Wetter
andert sich an den drei Ubergingen zwischen den vier Perioden jeweils
nicht.
Also p, =(1-0,4)" =0,216=22%.
e Die Zusatzinformation ,,Anfangs war es trocken dndert die Wechselwahr-
scheinlichkeit nicht, deswegen ist p, = (1 - 0,4)2 =0,36=36%.
e Bei drei Periodentibergéngen tritt jeweils ein Wechsel ein, also
p;=0,4"=0,064=6,4%.
e Der Text legt die Wetterverteilung ,,regnerisch — trocken — trocken* nahe.
Danmit ist die Wahrscheinlichkeit p, =0,4-(1-0,4)=0,24=24%. 15
c) | ¢ Zwischen,Jetzt und ,,3 Perioden spiter* liegen drei Ubergiinge.

Da insgesamt kein Wechsel eintreten soll, miissen entweder kein oder zwei
Ubergénge mit Wechseln verbunden sein. Da diese Ereignisse sich aus-

schlieBen, ist p,, =0,6 +3-0,6-0,4> = 0,504 = 50% .
e Die Fragestellung ist dquivalent zu der, bei der man ,,trocken und

»regnerisch® vertauscht, und damit ist nach der Gegenwahrscheinlichkeit
zum vorigen Ereignis gefragt, also auch ca. 50 %.

Ebenso moglich: Von den drei Ubergéingen miissen jetzt einer oder drei mit
Wechseln verbunden sein.

Alsoist p,, =0,4’ +3-0,4-0,6” = 0,496 = 50% .

e Analog: Bei gleichem End-Typ und vier Ubergingen kann es keinen, zwei
oder vier Wechsel geben.

Also ergibt sich p_, =0,6" +6-0,6°-0,4> +0,4* = 0,5008 = 50% .
Der andere End-Typ tritt dann mit einer Wahrscheinlichkeit von
p.,=1-p.,=50% ein.

e End- und Anfangstyp sind genau dann gleich, wenn eine gerade Anzahl von
Wetterdnderungen eintritt. Um k(n) zu bestimmen, muss also eine Teil-

n .
Summe der Binomial-Wahrscheinlichkeiten (k].PAI" S '(1_PA",, . )( & ge-

bildet werden, ndmlich alle mit einem geraden & = 2i:
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I | 1T | III
n i n=2i
Daher sind nur die Summanden (Z'J.PMZI (1-P,, )( *) 7u betrachten.
i
Daher kann der Laufindex 7 nur Werte von 0 bis LgJ annehmen.
e Esergeben sich folgende Werte:
N k(n)
1 0,6
2 0,52
3 0,504
4 0,5008
5 0,50016
6 0,500032
Die Vermutung liegt nahe, dass die Folge der Werte gegen 0,5 konvergiert.
* Eine sinnvolle Prognose ist bestenfalls tiber einen halben Tag moglich, da
bereits bei drei Ubergidngen die mdglichen Zustinde jeweils mit einer
Wahrscheinlichkeit von etwa 50% eintreten. 30| 5
d) 0.6
0.4 regnerisch 0,7
0.3 5
€) | o Die Wettersituation wird durch folgendes Baumdiagramm beschrieben:
Ausgangsperiode Niichste Periode
T
R
T
R
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I | IT | IO

Hieraus ergeben sich folgende Gleichungen:
pl=p-p.+p-(1-p.)
pi=p, P +p-(1-p)

Das ist gleichbedeutend mit: U ‘(p, ]: [pt J

Pr) \p/

Durch iteratives Anwenden des Ergebnisses des vorigen Punktes erhélt man

(n)
fiir die Wetterverteilung nach n Perioden U” _[p, j = [pt( )J
p" pr !

1 0
Wenn man als ,,Anfangsverteilung* [O) bzw. [lj wihlt, kann man

mit Rechnerhilfe die Tabelle ausfiillen:

Perioden Gegenwart: trocken Gegenwart: regnerisch

P(,trocken®)

P(,regnerisch)

P(,trocken®)

P(,,regnerisch)

1

0

0

1

0,4

0,6

0,3

0,7

0,34

0,66

0,33

0,67

0,334

0,666

0,333

0,667

0,3334

0,6666

0,3333

0,6667

S| | W] D

10-4

~1/3

~2/3

~1/3

~2/3

relevant.

e Man erkennt, dass auch langfristige Prognosen moglich bzw. sinnvoll sind,
allerdings wird die Information iiber das ,,Anfangswetter* sehr schnell ir-

e Da das Ausgangswetter in diesem Modell bei ldngerer Betrachtung eine
geringe Bedeutung hat, kann man feststellen, dass das Wetter bei Ankunft
mit 1/3-Wahrscheinlichkeit trocken und 2/3-Wahrscheinlichkeit regnerisch
ist. Dies gilt auch im Mittel iiber alle Zeitrdume der betrachteten Jahreszeit.

201 5

f) | Man muss das Baumdiagramm aus ¢) nur anders interpretieren: Die Verteilung
der Wetterzustiande zu einer beliebigen Periode und zu der nachfolgenden sind

gleich. Man erhélt die angegebene Fixgleichung und trivialerweise die Be-
dingung p, + p, =1. Das lineare Gleichungssystem hat die eindeutige Losung

1
3

p,=~ und p,==

2
3
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I | 10|10
8) | Eine Wetteranderung wird durch die beiden mittleren Pfade des Baumdia-
gramms in e) beschrieben.
1 2
P(,,Wetterdnderung®) = p, ~(1 - D, ) +p, '(1 —pr,,):? 0,6 +§-0,3 =0,4
Dies ist in der Tat der Wert Ps,q mit dem am Anfang in der Teilen a) bis c) ge-
rechnet wurde. 5
Insgesamt 100 BWE | 20 | 60 | 20
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