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Lehrermaterialien zum Leistungskurs Mathematik

ANALYSIS 1

.1 Kettenlinie

Bei vielen technischen Problemen treten Kombinationen von Exponentialfunktionen auf. Eine von
ihnen, die einen besonderen Namen tragt, soll hier naher betrachtet werden.

Cosinus hyperbolicus: cosh(x) = % (e*+e™)

a) Untersuchen Sie die Funktion cosh auf Nullstellen, Symmetrien und Asymptoten.
Skizzieren Sie den Graphen in ein Koordinatensystem mit —3< x<3. 10P

Uber einem Tal ist eine elektrische Leitung zwischen zwei Masten jeweils in 117,8 m Hohe aufge-
héngt (Punkte A und B). Die Masten sind 150 m voneinander entfernt. Die Leitung befindet sich in der
Mitte auf einer Hohe von 80 m. Siehe Skizze.

y
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In den folgenden beiden Aufgabenteilen wird der Verlauf der elektrischen Leitung mit unterschiedli-
chen Funktionen modelliert werden. Die einzelnen Modellierungen werden zum Teil miteinander ver-
glichen.

b) Die elektrische Leitung soll durch eine Funktion k der Form k(x)=a-cosh(b-x) mita,b>0
beschrieben werden.

* Begriinden Sie, dass a dabei die Hohe des tiefsten Seilpunktes tber der Grundebene ist.

« Untersuchen Sie, wie sich die Funktionswerte &ndern, wenn sich bei festgehaltenem a der Pa-
rameter b vergroRert.

e Weisen Sie nach, dass die Funktion kett mit kett(x) =80~cosh(0, 0125- x) in etwa durch die
Punkte A, B und P3 verlauft. 5P
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c) < Berechnen Sie mithilfe der Regression eine ganzrationale Funktion p von mdéglichst niedrigem
Grad, die den Verlauf der Leitung anndhernd beschreibt und sodass gleichzeitig die Differenz
von p(x) und kett(x) nicht mehr als einen halben Meter betragt.

» Die Bezeichnung Cosinus hyperbolicus legt den Gedanken nahe, fiir die Beschreibung einer
durchhdngenden Leitung eine Funktion g mit der Gleichung q(x) =r-cos(s-x)+t zu verwen-

den.
Bestimmen Sie die Parameter r, s und t ohne Hilfe der Regression so, dass g den Verlauf der
elektrischen Leitung moglichst gut beschreibt.

» Vergleichen Sie die gefundenen N&herungsfunktionen p und g jeweils beziiglich der Annéhe-
rung an die Funktion kett.
Hinweis: Sollten Sie fuir p oder g kein Ergebnis herausbekommen haben, so kénnen Sie die Er-

satzfunktionen mit den Gleichungen p(x)=6-10"°x"* +6,3-10°x* +80 bzw.

a(x)= —38~cos(%- xj+117,8 verwenden. 25 P

Weiterfiihrende Untersuchungen fiihren zu dem Ergebnis, dass die Funktionen der Form
k(x)=a-cosh(b-x) mita,b>0 am besten fiir die Beschreibung von hangenden Leitungen geeignet

sind. Sie heil3en auch Kettenlinienfunktionen. Im Folgenden wird deshalb nur noch die Funktion kett
mit kett(x) =80-cosh(0,0125- x) verwendet werden.

d) e« Bestimmen Sie fir die Funktion kett den Winkel zwischen Leitung und dem Mast an einem
Befestigungspunkt.

* Untersuchen Sie allgemein, wie sich bei y =k(x)=a-cosh(b-x)die Parameter a und b sowie
der eben berechnete Winkel &ndern, wenn man die Leitung straffer spannt. 15P

e) Unter der Leitung befindet sich ein bebauter Hang, dessen Bebauung im Intervall [-75;-10] nach
oben durch die Gerade h mith(x) =-0,67 - x+ 43 begrenzt wird (siehe Skizze auf der ersten Seite).

» Begrunden Sie, dass der Abstand zwischen der Leitung und der Begrenzungslinie h dort am ge-
ringsten ist, wo die Steigungen von kett und h Gbereinstimmen.

» Weisen Sie nach, dass zwischen der Leitung und der Begrenzungslinie h der Bebauung stets
ein Sicherheitsabstand von mindestens 15 m gewahrt ist. 20P

f) e« Bestimmen Sie eine Schatzung flr die Lange der Leitung, indem Sie anstelle der Funktion nur
geradlinige Strecken zwischen den Punkte A,P,P,,P,,P,,P, und B verwenden.

o Fdr eine im Intervall [c; d] stetig differenzierbare Funktion f berechnet sich die (Bogen-)Lange

d
| des Graphen von f tber [c; d] durch | =.[,/1+( f’(x))2 dx..

Berechnen Sie die Lénge der Leitung zwischen A und B mit der Formel und vergleichen Sie
diese mit IThrem Ergebnis von ersten Spiegelpunkt. 15P
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Cosinus hyperbolicus:

Keine Nullstelle, da der Term in der Klammer als Summe zweier positiver Zah-
len immer positiv ist.

Da cosh(—x)=0,5-(e™™ +¢e*) =cosh(x) , ist der Cosinus hyperbolicus eine gera-
de Funktion und sein Graph damit zur y-Achse spiegelsymmetrisch.

Mit x — o geht e — 0, und damit gilt cosh(x) — 0,5-e*. Aufgrund der Ge-
radheit des cosh ist dies auch die Asymptote fir x — —oo .

Graph der Funktion:

b)

* Mit der Beachtung der Symmetrie der Kettenlinie und der Tatsache, dass das
Seil in der Mitte am tiefsten héngt:

k(0)=a-cosh(b-0)=a-0,5-(2¢°)=a-0,5-2=a.
Dies ist das gewiinschte Resultat.

» Wenn bei festgehaltenem a der Parameter b vergroRert wird, so &ndert sich bei

x = 0 nichts. Der Tiefpunkt der Funktion bleibt also erhalten. Fir grofere x-
Werte vergrof3ern sich der Betrag der Argumente in der Exponentialfunktion.
Da e* im Wesentlichen den Funktionswert bestimmt, weil ™ fiir groRe
x-Werte sehr klein ist, wird auch der Funktionswert groRer:

Der Graph wird bei gleichem Minimum nach beiden Seiten steiler; er erreicht
bei festgehaltenem x grofere Hohen.

» Mit dem gegebenen Bodenabstand in der Mitte ergibt sich sofort a=80.

Einsetzen liefert: 80-0,5- (e°'°125‘75 + e’°'°125'75) ~117,808.

Da vorausgesetzt war, dass es sich um eine Funktion der Form
k(x)=a-cosh(b-x) mita,b>0 handelt, ist damit alles gezeigt.

15
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[ I
C) Aus Symmetriegrinden kommen nur ganzrationale Funktionen von gerad-
zahligem Grad in Frage. Unter Verwendung der eingezeichneten Punkte wird
z. B. mit dem =
. Foom Analyse Calc #
ClassPad ei- |[Ereairsartrrr >
ne quadrati- e
sche Funkti- ol "
on gefunden: |- R
[ [
: li=t3 li=td Li:
5 =
5 -35 168
| e L]
Es ist z. B. an ¢ zu erkennen, dass bei der gefundenen quadratischen Funktion
fiir x=0 die Abweichung 80 m-79,479 m =
0,521 m groRer als 0,5 m ist. P EN T 20
Guart. Regression
Wird p(x) =6-10"°x* +6,4-10~°x* + 79,83 e
=] =-Ze-15
als Naherungsfunktion gewahlt, dann liegt die g SR
Abweichung im fraglichen Intervall tiberall un- SR L
ter 0,2 m. _ L. —
Das kann man z. B. durch ,,plotten” der Diffe- —
renzfunktion von p(x) und kett(x) sehen.
Der Graph der Funktion g mit g(x) =r-cos(s- X) +t soll durch den Punkt
(0 ; 80) laufen, auBerdem sollen bei x =—75 bzw. bei x =75 Wendepunkte
liegen. Daraus ergeben sich die folgenden Gleichungen:
(0.1) g(0)=r-cos(s-0)+t=r+t=80
(0.2) q”(75)=—-r-s*-cos(s-75) =0
(0.3) q(75)=r-cos(s-75)+t=117,8
Als Losung erhalt man die Parameterr =—37,8, s= % undt=117,8.
Die grofite Abweichung zwischen kett und g betragt 2,79 m. Damit be-
schreibt p den Verlauf deutlich besser, da dort die Abweichung unterhalb von
0,2 m liegt. Das kann man z. B. durch ,,Plotten* der Differenzfunktion von
p(x) und kett(x) sehen. 10 | 15
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d)

Der Winkel ergibt sich aus der Steigung der Kettenlinie an der Stelle x = 75:
k'(75) =80-sinh(0,0125-75)-0,0125 =~ 1,08099 .
Damit ergibt sich das Winkelmal zu or =90° —arctan(k '(75)) = 42,77° .

Wenn das Seil straffer gespannt wird, so hangt es in der Mitte hoher. Also

wéchst der Parameter a.

da zugleich das H6henwachstum zwischen Mitte und Turmen abnimmt, muss
(mit dem Ergebnis von ¢) oder z. B. durch Nachrechnen an einem Beispiel)
der Parameter b abnehmen.

Da das Seil ,,waagerechter* in den Aufhdngungspunkten ankommt, wird der

Winkel groRer, bleibt aber unter 90°.

15

e)

Normale zu h

kett

Parallele zu h

Der Graph vonkett ist eine Linkskurve. Aus der Abbildung ergibt sich, dass
der Abstand der Leitung von der Linie h mith(x) =—-0,67-x+43 im Intervall

[-75; -10] dort am geringsten ist, wo die Steigung von h und kett Uiberein-
stimmen.

Dort muss also kett’(x) =sinh(0,0125- x) =—0,67 sein. Daraus ergibt

sich x = -50,23 . Die Normale zu kett an dieser Stelle hat die Gleichung

n(x)zi-x+171,27.
0,67

h und n haben den Schnittpunkt H(-59,31 ; 82,74). Der Schnittpunkt der Ket-
tenlinie mit n ist K(-50,23 ; 96,30). Nach Pythagoras ergibt sich als Abstand

zwischen H und K \/(96,30—82,74)2 +(-50,23+59,31)* =16,3. Dieser
Wert liegt oberhalb des geforderten Sicherheitsabstandes von 15 m.

10 | 10
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in| i
f) |+ Die Lange der Leitung lasst sich nach dem Satz von Pythagoras und unter
Ausnutzung der Symmetrie wie folgt berech-
nen:
(=2-[|#e]+|ee[+[ee[]
=2 |:\/(117,8 —100)" + (-75+55)" + \/(100 —90)° + (=55 + 40)° + \/(90 —80)° + (—40 - 0)° }
~2-[26,8+18,0+41,2] =172,0
Die Leitung ist nach dieser Naherung also ungeféahr 172 m lang.
75 2 75 2
. |= j \/1+ (Kettay.o o5 (X)) dx = I \/1+ (sinh(0,0125- x))"dx
75 —75
75
= [ cosh(0,0125-x)dx
=75
=2-80-sinh(0,0125-75) ~172,96
Demnach ist die Leitung ungeféhr 173 m lang.
Die Naherung kommt der tatséchlichen Lange schon recht nahe. 5 10
Insgesamt 100 BWE | 20 | 60 | 20
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ANALYSIS 2

[.2 Nutzholzer

Ein Forstwirt plant Nutzhdlzer anzubauen. Zur Auswahl stehen die Sorten mit den Namen Fichtel-
baum und Griinbuche. Zu beiden Sorten gibt es Informationen, die auf langjéhrigen Studien beruhen.

Zur Vereinfachung wird im Weiteren nur das Langenwachstum dieser Badume betrachtet.

a) Fur die Sorte Fichtelbaum liegt folgende Tabelle des Langenwachstums vor:

X Jahre nach der Pflanzung 0 2 4 6 8 10

F(x) | Hohe in Dezimetern 4 18,5 37,0 429 438 44,0

« Berechnen Sie mithilfe einer quadratischen und einer logistischen Regression jeweils eine Funk-
tion fur die Hohe der Sorte Fichtelbaum in Abhangigkeit von der Wachstumszeit x nach der
Pflanzung.

e Begrinden Sie, warum hier die logistische Regression besser geeignet ist.

Fur die Griinbuche findet der Forstwirt die Funktion G zur Ermittlung der Baumhohe ab Pflan-
zung:

G:x—a—be *abeRundab>0.
Er mdchte aus dieser Familie ebenfalls Setzlinge wahlen, die mit einer Hohe von 4 Dezimetern

gepflanzt werden. Erfahrungsgemaf sind diese Setzlinge nach 2 Jahren auf eine Héhe von
38,6 dm angewachsen.

e Bestimmen Sie die zugehorigen Werte fiir a und b und geben Sie den Funktionsterm fiir G an.
e Skizzieren Sie die Graphen von F und G in das beigefiigte Koordinatensystem.

Hinweis: Sollten Sie die vorher gehenden Aufgaben nicht geldst haben, verwenden Sie hier bitte
F"und G aus Aufgabenteil b).

» Vergleichen Sie das Wachstumsverhalten beider Sorten. Gehen Sie dabei sowohl auf die
Hohenentwicklung, als auch auf die Wachstumsgeschwindigkeit ein. 40P

b) Arbeiten Sie in diesem Aufgabenteil bitte mit den vereinfachten (jedoch vom Aufgabenteil a) et-
was abweichenden) Funktionen

. 44

FFirx>——————und G : x > 45-47,3.¢*
10-e " +1

» Weisen Sie mithilfe dieser beiden Funktionen nach, dass x, = 1,6 Jahre der einzige Zeitpunkt
ist, bei dem beide Nutzhélzer gleich schnell wachsen.

e Weisen Sie nach, dass die beiden Nutzhdlzer zum Zeitpunkt x; den groRten Héhenunterschied
aufweisen.
Berechnen Sie diesen Hohenunterschied.

e Berechnen Sie flr beide Nutzhdlzer, wie hoch sie geméaR dem jeweiligen Modell hochstens
wachsen kénnen.

e Berechnen Sie jeweils die Wachstumsdauer, nach der jedes der beiden Nutzhélzer geméald des
Modells 75 % der Gesamthohe erreicht hat. 30P
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Im Aufgabenteil b) wurde ausgehend von Funktionen, die die Hohe eines Baumes beschreiben,
Wachstumsgeschwindigkeiten betrachtet.
Verallgemeinert haben entsprechende Wachstumsgeschwindigkeiten das folgende Aussehen:

fb'CZXHﬁ b,CER

Diese Funktionen werden im Folgenden genauer betrachtet:

* Untersuchen Sie den Einfluss des Parameters ¢ auf die Wachstumsgeschwindigkeit.
Begriinden Sie, warum im Sachkontext ¢ > 0 gefordert werden muss.

In den folgenden Teilen soll der Einfluss von b erforscht werden. Gehen Sie hierfiir von ¢ =100
aus.

e Ermitteln Sie drei grundsétzlich unterschiedliche Verlaufe der Graphen.
Skizzieren Sie dafur jeweils ein Beispiel und geben Sie den jeweils gewahlten Wert fur b an.
Untersuchen Sie nun, welchen Bedingung der Parameter b genligen muss, damit das Modell rea-
le Vorgange beschreiben kann.
Vergleichen Sie die reale Vorgange beschreibenden Wachstumsfunktionen mit lhnen bekannten
Wachstumsvorgéangen

e Betrachten Sie auf Ihrem Bildschirm Graphen von f, 150 mit ansteigenden Werten fiir b. Be-
ginnen Sie bei b =10.
Interpretieren Sie - ausgehend vom unterschiedlichen Verlauf der Graphen - den Einfluss des
Parameters b auf die Baumhdohe. 30P
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Anlage zur Aufgabe , Nutzholzer”

N
4

X in'Jahren
12

11

10

y Lange in Dezimetern

P
50 |
40
30|
20
10|

®
0
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| il
a) |« Die quadratische Regression liefert: Foaa (X) = —0.6334x° +10,3605x + 3.125
Die logistische Regression liefert
. 9,45.10° g 9%
mit DERIVE F_, (x) = '
og () 2,15-10° - € *%** + 2,15.10°
mit dem Ti mit dem ClassPad
@Pl LT AN P AL A0 Stat. Berechnung Ei =
. - 1T AR =t Logist. Reagression
T FRa P S | vmediieasenibwd)
I VL 3 =18, 627351
EX =, 631853 b =H, 3925371
g— C =43, 997758
o M3e  =6.753e-4
[ | <Enter=0k > |
'cd=
i READ AUTO FUNC
10
» GemaR der quadratischen Regression miisste die Hohe des Baumes nach
Erreichen eines Hochpunktes wieder abnehmen. Dies ist unrealistisch. Au-
Rerdem ldasst sich aus den Tabellenwerten vermuten, dass die Hohe des Nutz-
holzes einen Sattigungswert erreicht. Also bietet sich eine logistische Regres- 5
sion an.
e Aus den Bedingungen G(0) =4 und G(2) = 38,6 ergeben sich die Gleichun-
| a-b=4
en: .
J Il a-b-e?=386
Mit dem solve-Befehl folgt a =44,0155 und b = 40,0155, also
G(x)=40,0155-40,0155-¢7*. 10
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y Lange in Dezimetern

[u] % in Jahren
0 1 2 3 4 5 6 7 8 g 10 1 12

Von den Schilerinnen und Schiler wird nur eine Skizze im vorbereiteten
Koordinatenkreuz erwartet.

» Die Nutzholzer haben bei Pflanzung dieselbe Hohe. Etwa in den ersten flinf
Jahren erreicht Nutzholz G aber eine deutlich gréRere Hohe als Nutzholz F.
Sorte G wéchst also erheblich schneller als Sorte F. Sorte G wéchst zu An-
fang am schnellsten, Sorte F beim Wendepunkt (etwa nach zwei Jahren).
Beide Wachstumsgeschwindigkeiten verringern sich deutlich etwa ab dem
flinften Jahr. Beide Holzer streben derselben Sattigungshéhe von etwa 44
Dezimetern zu. 10

b) |+ Die Wachstumsraten f “und g” werden durch die ersten Ableitungen von F
und von G angegeben. X
Uber den Differenzierungsbefehl des CAS (bzw. Handrechnung bei G') er-
440-¢*

(e* +10)2
Fur den Zeitpunkt gleicher Wachstumsgeschwindigkeit muss die Gleichung
f7(x)=g"(x) geldst werden. Mithilfe des solve-Befehls erhalt man die ein-
zige Losung x, =1,585.

Nach ungeféahr 1,6 Jahren wachsen beide Holzarten gleich schnell. 10

mittelt man: ™ (x) = und g”(x) =—47,3-e7.
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| il
« Fiir den Hohenunterschied kann man eine Differenzfunktion D=G" - F"
definieren. Fiir den Zeitpunkt des Maximums von D muss D’(x) =0 gelten.
Da D'(x)=g"(x)— f"(x) und f"(x)=g (x) fir das x; aus dem vorigen
Spiegelstrich, folgt dass auch nur fiir x, =1,6 gilt D’(x)=0.
Die Existenz eines Maximums ist aufgrund der angefertigten Grafik ersicht-
lich.
Nach etwas Uber anderthalb Jahren ist der Hohenunterschied der Holzer also
am grofiten.
Die GroRe des Hohenunterschieds bestimmt man aus
G’ (1,585) — F"(1,585) = 35,31—14,43=20,88.
Der groRte Hohenunterschied betragt rund 21 dm. 515
» Die erreichbare Hohe der Baume l&sst sich iber Grenzwerte flir ,,x gegen
unendlich™ bestimmen:
Sorte F: lim F™(x) = lim %4 =44 (da lime™ =0)
X—>o0 x—=10.e7* +1 X—yo0
Die Sorte F wéchst bis zu einer Héhe von 44 dm.
Sorte G: lim G™(x) = lim (45-47,3-¢*) =45 (da lime™ =0)
Die Sorte G wéchst bis zu einer Hohe von 45 dm. 5
* Sorte F:
Die Losung der Gleichung F” (x) = 33 ist gesucht. Der solve-Befehl lie-
fert: x =1In(30) = 3,40.
Nach etwa 3,4 Jahren hat der Baum 75 % seiner Gesamthohe erreicht.
Sorte G:
Die Losung der Gleichung G (x) = 33,75 ist gesucht. Der solve-Befehl
liefert: x = In(946) + 2-In(%) = 1,44. Dieser Baum hat 75 % seiner Ge-
samthohe bereits nach rund anderthalb Jahren erreicht. 5
c) | Die Wachstumsgeschwindigkeit vergroRert sich proportional zum Parameter
C.
Fur c <0 waére die Wachstumsgeschwindigkeit negativ, was ein Schrumpfen
des Baumes bedeuten wiirde. Fur ¢ = 0 gabe es gar kein Wachstum. Da Bei-
des ist unrealistisch ist, muss ¢ >0 gefordert werden. 5
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 Fir b<0, b=0 undb>0 entstehen grundsatzlich unterschiedliche Gra-
phen.

Beispiel fir b<0und b >0 Beispiel firb=0

Jy
1001

80

60

40

20

1

Wird b < 0 gewahlt, so entsteht eine Polstelle. Die Wachstumsgeschwindig-
keit musste demnach fir eine bestimmte Zeit unendlich gro3 werden. Das ist
nicht realistisch.

Fir b = 0 ist die Wachstumsgeschwindigkeit zu Beginn am gréRten, nimmt
dann stédndig ab und nédhert sich null. Diese Entwicklung ist moglich. Damit
weist diese Funktion das gleiche Wachstumsverhalten wie ein beschranktes
Wachstum auf.

Fir b > 0 ist die Wachstumsgeschwindigkeit zu Anfang sehr klein, sie wachst
dann bis zu einem maximalen Wert. Dann nimmt sie &hnlich wie bei b =0
ab. Auch diese Entwicklung ist realistisch und hat das gleiche Wachstums-
verhalten wie das logistische Wachstum. 15
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[ B
e Die Schiller erzeugen
eine entsprechende
Grafik auf ihrem Bild-
schirm, die sie mogli-
cherweise auch skiz-
zieren. Dies ist aber
nicht verlangt.
Je groRer der Wert von b ist, umso kleiner ist die zugehorige maximale
Baumhdhe, denn die Fl&che unter dem Graphen der Wachstumsgeschwin-
digkeit nimmt mit steigendem Wert von b ab.
Der Zeitraum des grofRten Wachstums liegt umso friiher, je kleiner b ist. Also
wird ein bestimmter Anteil der Gesamthohe auch umso friher erreicht, je
Kleiner b ist. 515
Insgesamt 100 BWE | 25 | 55 | 20
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LA/AG 1
.1 Flugbahnen

Vom Tower eines Flughafens aus wird ein Flugzeug F1 beobachtet, welches sich in einem Beobach-
tungszeitraum von 2 Minuten, beginnend mit dem Zeitpunkt t, = 0 s, mit einer konstanten Geschwin-
digkeit auf einer gradlinigen Bahn bewegt. Alle Angaben sind in Kilometern.

Nehmen Sie auRerdem an, dass die Erdoberflache eine Ebene ist.

Die Aufgabenteile a), b) und c) beziehen sich auf den oben beschriebenen Beobachtungszeitraum.

a) Das Flugzeug F1 wird zunéchst zum Zeitpunkt t; = 0 s im Punkt F1,(-1]|2]0,4) geortet. 15 Se-
kunden spater wird es im Punkt F1,(0,5|1|0,7) geortet.
e Berechnen Sie eine Geradengleichung, die die Flugbahn von F1 beschreibt.
» Berechnen Sie die Geschwindigkeit des Flugzeuges und geben Sie Ihr Ergebnis in

km . km
— und in — an.
h min

e Berechnen Sie den Punkt, indem das Flugzeug F1 eine Flughéhe von 2,5 km erreicht hat.

e Bestimmen Sie den Winkel der Flugbahn gegeniiber der Horizontalen. 20P
Ein zweites Flugzeug F2 bewegt sich im Beobachtungszeitraum ebenfalls auf einer gradlinigen Bahn.

b) Das Flugzeug F2 wird auch zum Zeitpunkt t, = 0 s beobachtet. Es befindet sich im Punkt

2
F2,(=3|-1]3,7) und fliegt mit der Geschwindigkeit von 5k—r_n in Richtung f2=]6].
min
1

» Erldutern sie ohne eine weitere Rechnung, warum die Funktion, die den Abstand der beiden
Flugzeuge beschreibt, genau ein Minimum hat.

» Bestimmen sie im Beobachtungszeitraum die kleinste und die grofte Entfernung der beiden
Flugzeuge. Berechnen Sie die jeweiligen Absténde. 20P

c) < Bestitigen Sie, dass die beiden Flugbahnen sich nicht schneiden.

» Es gibt einen Punkt auf der Flugbahn von F1, der genau senkrecht unter einem Punkt der Flug-
bahn von F2 liegt.
Bestimmen Sie die beiden Punkte sowie deren Abstand.

» Entscheiden Sie, ob dieser Abstand mit dem Abstand der beiden Flugbahnen Ubereinstimmt.
20P

d) Nahe der Startbahn befindet sich im Punkt R(-3|1,5|0) eine Radarstation mit einem halbkugel-

formigen Uberwachungsbereich von 90 km.

Ermitteln Sie unter der Annahme, dass sich das Flugzeug F1 auch auf3erhalb des Beobachtungs-
zeitraumes gradlinig weiterbewegt, wie viele km das Flugzeug im Uberwachungsbereich des Ra-
dars fliegt. 15P
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e) Im Anschluss an den Beobachtungszeitraum von 2 Minuten fliegt das Flugzeug F2 nicht mehr
gradlinig weiter. Es wird von zwei Radarstationen R1 und R2 erfasst. R1 befindet sich in dem
Punkt (-5]7|0) und R2 im Punkt (12|-4]0).

Von R1 ist das Flugzeug F2 47 km entfernt und von R2 ist das Flugzeug 35 km entfernt.

» Bestatigen Sie, dass alle infrage kommenden Punkte sich auf einem Halbkreis befinden.
e Bestimmen Sie den Radius und den Mittelpunkt des Halbkreises.

» Bestimmen Sie die Ebene, in der dieser Halbkreis liegt. 25P
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Erwartungshorizont

CiMS Schulen
Zweittermin

Losungsskizze

Zuordnung
Bewertung

a) -1 1,5
« Die Geradengleichung ergibt sich aus f1, +k(FL, F1,)=| 2 |+k| 1 |,
0,4 0,3
wobei ﬁ der zu F1; gehdrende Vektor ist.

e Eswird nun die Lange der Strecke von F1; nach F1, bestimmt und mit 4
malgenommen. Das ist die Strecke, die das Flugzeug in einer Minute zuriick-
legt. Durch Multiplikation dieses Ergebnisses mit 60 erhélt man die in einer
Stunde zurtickgelegte Strecke.

/334

FLFL|=| 1 [=Y2"~183
10
0,3
/334 334

——-4=7,3und ——-4-60 = 438,62
10 10

Das Flugzeug F1 liegt mit einer Geschwindigkeit von ungefahr 7,3 k_m
min

bzw. ungefahr 439 kTm .

 Fr die xs-Komponente der Flugbahn muss 2,5 ergeben
X; =0,4+k-0,3=2,5. Z. B. mithilfe des solve-Befehls erhdlt man k =7.

Dieses Ergebnis wird in die Geradengleichung eingesetzt:
-1 15 9,5
2 |+7/ 1 |=| 9
0,4 0,3 2,5
Daraus ergibt sich der gesuchte Punkt zu (9,5]9]2,5).

» Esist der Winkel zwischen dem Richtungsvektor der Flugbahn Tl und der
Horizontalen zu bestimmen. In der entsprechenden Formelsammlung findet
-7

il
0

In diesem Fall ist n=| 0 |, also folgt sin(c’) =
1

mithilfe des solve-Befehls « = 9,4° folgt.

Hinweis: Ebenso ist u. a. eine elementargeometrische Lésung Uber die Lange
des Richtungsvektors und dessen xs-Komponente maglich.

man die Formel sin(e) = , wobei fi der Richtungsvektor der Ebne ist.

=)

|
3./334

334

~0,16, sodass z. B.

15| 5
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| I | 1l
b) Die beiden Flugbahnen werden als Funktionen f; und f, in Abh&ngigkeit von

der Zeit t aufgefasst. Der Abstand der beiden Flugzeuge zum Zeitpunkt t wird
durch | f,(t) — f,(t) |beschrieben. Nach Definition des Abstandes als Wurzel
aus der Summe der Quadrate der Komponenten hat die Abstandsfunktion ge-
nau dann einen Extremwert, wenn der Radikand extremal wird. Da der Radi-
kand eine quadratische Funktion in t ist, hat er nur ein Extremwert. Aufgrund
des Kontextes der Aufgabe kann es nur ein Minimum sein, denn die Flugzeu-
ge bewegen sich wéhrend ihres Fluges voneinander weg.

Liegt die Extremstelle nicht im Beobachtungszeitraum, so gibt es ein eindeu-
tig bestimmtes (Rand-) Minimum — einer der beiden Randwerte.

Hinweis: Auch ohne Erwahnung des Randminimums sollte volle Punktzahl
gegeben werden. Um die Formulierung nicht zu kompliziert zu machen, wur-
de die Aufgabenstellung nicht prazisiert.

Setzt man in der Geradengleichung von F1 aus dem Aufgabenteil a) k = 4, so
erhélt man den Punkt F1,(5|6|1,6), an dem das Flugzeug nach einer Minute
ist. Damit lasst sich die Geradengleichung auf die Form

-1 -1 6

2 |+ k(ﬁ) =| 2 |+k| 4 [, wobeik in Minuten angegeben wird.
0,4 0,4 12
Eine Geradengleichung fur die Flugbahn des zweiten Flugzeugs ist

-3 2

=1 |+1| 6 |, wobei I (noch) nicht in Minuten angegeben wird. Dazu wird
3,7 1
ein Richtungsvektor gesucht, der die gleiche Richtung wie der Urspriingliche

5 —— 541~

aufweist, aber die Lange 5 (km) hat. ‘fz‘ =+/41, also hat ﬁ f2 :? f2
-3 2
die Lange 5 und man erhélt | -1 +Ii 6 |als Geradengleichung, wobei |
3,7 Va1 1
in Minuten angegeben wird.
-1 5 -3 2
Durch f1(t)=| 2 [+t 6 |und f2(t)=| -1 +ti 6 |erh&lt man zwei
0,4 1,6 3,7 Va1 1

Funktionen, die jeweils den Ort der Flugzeuge zum Zeitpunkt t ausgeben,
wobei t in Minuten angegeben wird.

ab(t) = f1(t) — f 2(t)| gibt den Abstand der beiden Flugzeuge zum Zeitpunkt
t an. Zur Bestimmung des minimalen Abstandes wird die erste Ableitung da-
von gebildet und gleich null gesetzt.

Man erhalt als Nullstelle der ersten Ableitung t =—0,2673
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Zuordnung
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Das Minimum liegt auRerhalb des Beobachtungszeitraumes, sodass die gesuch-
ten Werte am Rand des Beobachtungszeitraumes liegen. Fir t = 0 erhalt man das
Minimum mit ab(0) = 4,9 und fur t = 2 erhalt man ein Maximum mit

ab(2) =11,3:

Der kleinste Abstand der beiden Flugzeuge betragt etwas 4,9 km und grote
Abstand im Beobachtungszeitraum betragt etwa 11,3 km.

20

-1 5 -3 2
o Esist| 2 |+k| 6 |=| -1 +I% 6 | zu losen. Diese Gleichung hat aber
0,4 1,6 3,7 4 1
keine Losung, sodass die beiden Flugbahnen sich nicht schneiden.
» Wenn die beiden Punkte genau senkrecht tibereinander liegen, so mussen die
X1- und die x,-Komponente Gbereinstimmen. Es ist also das Gleichungssystem
-1+6k =-3+2I

zu l6sen. Als Losung erhélt man k = 3 und | - , SO-
2+4k =-1+6l 14 14

dass der Punkt P; auf der Flugbahn F1 die Koordinaten (—?ééj und der

Punkt P, auf der Flugbahn F2 die Koordinaten (—?|%|gj hat.

Der Abstand betragt 142 1 = 137 =3,9.
3% 7 35

Die beiden Punkte haben einen Abstand von ungeféhr 3,9 km.

« Es ist zu untersuchen, ob der Verbindungsvektor PP, senkrecht auf den
Flugbahnen von F1 und F2 steht.

5
Z. B. ist das Skalarprodukt | 6 |-PP, = —%;ﬁ 0, also stehen die beiden

16
Vektoren nicht senkrecht aufeinander.
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d) | Es ist er Schnittpunkt der Flughahn mit der (Halb-)Kugel zu bestimmen:
In die Kugelgleichung (x, — (=3))* + (X, —=1,5)* + (X, —0)* =90° werden die
Koordinaten der Flugbahn von F1 eingesetzt:

3 2 2 3 2_ 2
(Ek—l+3J +((k+2)-15)) +(Ekj =90°.

Mithilfe des solve-Befehls erhédlt man die beiden Lésungen
k = 48,16 oder k = —50,33. Die negative Ldsung kommt nicht in Frage, da der

Punkt unter der Erdoberflache liegt. Die positive Ldsung eingesetzt ergibt unge-
fahr den Punkt (71,2|50,2|14,8) .

Geht man von einer gradlinigen Flugbewegung aus, so ist der ,,Startpunkt* zu
bestimmen. In der Geradengleichung fur die Flugbahn aus dem Aufgabenteil b)
ist k so zu bestimmen, dass die x;-Koordinate null wird. Z. B. mithilfe des solve-

Befehls erhdlt man aus 0,4+k-1,2=0 die Losung k :—%. Dieses wird in f;

eingesetzt und man erhalt (—3|§| Oj als Startpunkt. Mithilfe der Betragsfunkti-

on erhalt man

(71,2|50,2|14,8) - [—3 | % | OJ‘ ~90,45327673.

Das Flugzeug F1 fliegt also etwa 90,5 km im Uberwachungsbereich des Radars. 15

e) |+ Das Flugzeug befindet sich irgendwo auf der (Halb-) Kugel um R1 mit dem
Radius 47 und gleichzeitig irgendwo auf dem auf der (Halb-) Kugel um R2
mit dem Radius 35. Halbkugeln deshalb, weil die Erdoberflache eine natirli-
che Grenze bildet. Das Schnittgebilde beider Kugeln ist nicht leer, da der Ab-
stand beider Kugelmittelpunkte voneinander mit ungeféhr 20,2 km geringer
als der kleinste Kugelradius ist. Das Schnittgebilde zweier Kugeln ist norma-
lerweise ein Kreis, aufgrund der Gegebenheiten ist es ein Halbkreis.

» Die entsprechenden Kugelgleichungen sind:

k, = (X +5)° + (X, = 7)* + (%, — 0)* = 47°

K, = (X, —12) + (X, +4) +(x, —0)? =352

Lost man k, —k, , so erhalt man: x> —7x, + X,> —3X, + X, =1600 . Setzt man
X, =0, so bekommt man eine Bedingung flr die beiden Punkte des Halbkrei-
ses auf der Erdoberflache x> —7x, + x,> —3x, =1600 (1)

Aus k, —k, folgt 34x, —22x, —86 =984 . Umgeformt nach x; ergibt sich:

X =M. Dieses Ergebnis wird in (1) eingesetzt und man erhalt nach
' 17

einer entsprechenden Vereinfachung eine Gleichung nur in Abhangigkeit von
Xs.
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Diese Gleichung wird nach x, aufgeldst und man erhalt die beiden Losungen
119-4/8569 117 119-/8569 117
T R T Rt TT R T
X,, =15,16755682 und x,, ~ —38.56755682
Damit erhalt man die beiden entsprechenden x;-Koordinaten

239 N /8569 und x.. = 239 /8569

nd x,, =

10 410 2 =70 " 410
X, = 41,28488971 und x,, =~ 6,515110289
Insgesamt erh&lt man die beiden Punkte
H,(41,28488971|15.16755682|0) und H,(6,515110289 | -38.56755682 | 0)
Der Abstand beider Punkte berechnet man mittels der Abstandfunktion zu
64,00312492 = 64,0, sodass der Radius des Halbreises etwa 32 km betragt.
Der Mittelpunkt des Halbkreises liegt in der Mitte beider Punkte, also bei
M (23,9]-11,7|0).

* Die Ebene bestimmt sich aus dem Mittelpunkt M, dem Richtungsvektor MH,
0
und dem Vektor | 0 |, denn die Kugelmittelpunkte liegen beide auf der bene
1

der Erdoberflache. So ist der Halbkreis auch senkrecht zur Erdoberflache. In-
23,9 17,4 0

sgesamt ergibt sich die Ebene zu | —11,7 |+ k| 26,9 |+1| 0

Insgesamt 100 BWE | 20 | 60 | 20
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LA/AG 2

1.2 Mietwagenfirma

Die Mietwagenfirma ,,Klapperkiste* betreibt Filialen an den drei verschiedenen Standorten Astadt (A),
Benest (B) und Cedorf (C). Bislang mussten die Wagen immer dort abgegeben werden, wo sie ausge-
liehen wurden. Aus 6konomischen Griinden mdchte die Firmenleitung die Riickgabe der ausgeliehe-
nen Wagen an einer beliebigen Firmenfiliale zulassen.

Mithilfe einer reprasentativen Kundenumfrage mochte man kléaren, ob dieses Angebot angenommen
werden wiirde. Die Befragungsergebnisse sind teilweise in dem Ubergangsgraphen festgehalten.
Der Pfeil gibt fur jede Filiale an, wie hoch der Anteil der Fahrzeuge dieser Filiale ist, die abends an
ihrem Ausleih-Ort zurtickgegeben bzw. an einen der beiden anderen Standorte wechseln wiirden.
(Vereinfachend wird angenommen, dass alle ausgeliehenen Wagen abends zuriickgebracht werden.)

a) Zum Ubergangsgraph gehort die Ubergangsmatrix M .

 Erganzen Sie die fehlenden Werte im Graphen mithilfe der Ubergangsmatrix M .
e Beschreiben und interpretieren Sie die Bedeutung der fehlenden Werte im Kontext der Aufga-

benstellung.
e Begriinden Sie aus dem Kontext der Aufgabe, dass die Summe der Werte einer Spalte immer 1
ergeben muss. 15P
0,55
11
20 10 20
2 7 3
0,05 M=% L =
04 5 10 20
01 0.05 11 4
20 5 5
[ 1
B ) '( C

0.8

Bisher befinden sich 10 % aller Firmenwagen in Astadt (A), 60 % der Wagen in Benest (B) und die
restlichen Autos in Cedorf (C). Die Firma besitzt insgesamt 4200 Leihwagen.

Pa
b) Geben Sie die Wagenverteilung E =| pg | flr den Tag vor der moglichen Einfuhrung des neuen
Pc
Angebots an. 5P

c) Ermitteln Sie die Wagenverteilung P: | die nach dem Modell fiir den folgenden Tag zu erwarten
waére. 10P
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d) Bestatigen Sie, dass nach den Umfrageergebnissen am Einflihrungstag mehr als ein Viertel der

e)

Wagen in einer anderen Filiale abgegeben werden wirden. 10P

Eine Filiale wird geschlossen, wenn sich in ihr dauerhaft weniger als 300 Wagen befinden. Unter-
suchen und beurteilen Sie, ob es nach diesem Modell zur SchlieBung einer der Filialen kommt.
(Probieren kann hilfreich sein, ist aber nicht ausreichend.) 15P

Die Firmenleitung erwartet nach Einflihrung der neuen Riickgabebedingungen eine gesteigerte
Nachfrage der Leihwagen. Fiir diesen Fall plant sie, im kommenden Jahr weitere 300 Wagen zu-
zukaufen. Um eine optimale Ausnutzung der Stellflachen in den Filialen zu gewéhrleisten, unter-
sucht man mithilfe des Modells, ob bei einer bestimmten Ausgangsverteilung bei gleichem Wech-
selverhalten der Kunden der Wagenbestand in den Filialen anndhernd stabil bleiben wiirde.

e Begrinden Sie, dass dies erreicht werden kann.

e Ermitteln Sie einen geeigneten StartvektorE :

» Vergleichen mit der Losung aus Teil €) und interpretieren Sie lhr Ergebnis. 20P

g) Am Abend nach der Einfuhrung des neuen Rickgabemodells stellt man fest, dass sich in der Filia-

le A nur 400 der 4200 Firmenwagen befinden, wahrend die Anzahl der in B abgestellten Wagen
genau mit der vorher berechneten Anzahl im Aufgabenteil ¢) Ubereinstimmt. Man geht deshalb

von einer leicht verdnderten Wechselmatrix M, aus.

[] 01 0,05
M, =|04 07 015
[] 02 08

* Bestimmen Sie die fehlenden Matrixwerte.

 Bestitigen Sie mithilfe der Ubergangsmatrix M, , dass sich die Anzahl der am ersten Abend
erwarteten Wagen in Filiale B im Vergleich zum ersten Modell M nicht verandert.

e Untersuchen Sie, ob es nach diesem verénderten Modell zu einer Filialenschlieung
kommt. 25P
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Zuordnung,
Bewertung

a)

(Auszug des Graphen)

w
\ 4
O

15 % der in C befindlichen Wagen wechseln nach B
20 % der in B befindlichen Wagen wechseln nach C
70 % der in B befindlichen Wagen bleiben bzw. kommen wieder nach B

Die Spaltenkomponenten der Matrix beschreiben das Bleiben oder Wechseln der
Wagen der jeweiligen Filiale. Da jeder Wagen abends in einer der Filialen steht,
mussen alle Wagen (100%) ,,verteilt* werden.

b)

4200 Wagen werden anteilig auf die Filialen verteilt, damit ergibt sich:
420

B, =| 2520
1260

0,55 0,1 0,05) (420 546 Pas
B,=M-p, =04 0,7 015[-2520|=|2121|=|pg, |.
0,05 0,2 0,8/ (1260 1533 Pcs

10

d)

Man berechnet z. B. den Anteil der Nichtwechsler

I M[L1]- p, +M[2,2] ps +M[3,3]- p. _ 3003
" 4200 4200

Die Differenz zu 100% ergibt dann 28,5% als Anteil der Wechsler.

=715%

10 | 5
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[ TR
€) | Beim Bilden hoher Potenzen M" fiir n ~50 erkennt man das sich die Matrix-
werte kaum noch verdndern, d. h., es stellt sich ein stabiler Zustand ein.
k1 e a|cete ot her Pran1o|c1e o U] |
[ 447052 447052 447059
141177 141177 L 14117F6]
S0 [.411?55 LAU17ES L 411764
LTESE 447028 44708 |
LA4117E 141176 L 14117FE]
u [.411?55 LAU17PES 411765
LTRSS L 447VES9 L 447EEE)
FAIN READ AUTO FUMC 4/Z0
593
Durch Ausmultiplizieren ergibt sich als Autoverteilung BSO =M -Bo ~|1729|.
1878
Die Vermutung liegt also nahe, dass keine Filiale weniger als 300 Wagen beher-
bergen wird.
Bestatigt werden kann dies durch die Bestimmung der Eigenwerte mithilfe geeig-
neter CAS-Operationen oder als Lésung des charakteristischen Polynoms:
M-X=\-X .Als Eigenwerte ergeben sich X\ €{0,4104;0,6396;1} alle drei
(hier gerundeten) Eigenwerte sind reell. Einer ist gleich 1 die anderen sind be-
tragsmalig kleiner als 1, d. h. die Autoverteilung konvergiert gegen einen Wert
ungleich null.
0,2263
Ein Eigenvektor zum Eigenwert 1 ist Veig ~|0,6599| Ein dazu kollinearer
0,7165
0,1412
Vektor mit der Komponentensumme 1 wére ungefahr |0,4118| , daraus erge-
0,4471
ben sich dieselben prozentualen Anteile wie oben.
10| 5
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Zuordnung,
Bewertung

Losungsskizze

f) 0,55 0,1 0,05) (p,) (0,3158-t
Gelost werden soll: p; =M -ps =| 0,4 0,7 0,15|-/p,|=|0,9210-t
0,05 0,2 08/ (p, t
Eine Losung dieses Problems ist also mdglich.
Da insgesamt 4500 Wagen verteilt werden sollen, ergibt sich mit t =~ 2011,76 ei-
635
ne Autoverteilung (gerundet auf ganze Wagen!) BS ~[1853|.
2012
Rechnet man diese Autoverteilung auf ihre prozentualen Anteile der Firmenwagen

um, ergibt sich (natlrlich, da sich die Matrix — also das Wechselverhalten der
Kunden nicht verandert hat) derselbe Vektor wie in Aufgabe (e).

15| 5

9) a 01 0,05)(420) (400

Aus dem Ansatz: M -p,=| 0,4 0,7 0,15|-|2520|=| y | ergeben sich
0,6—a 0,2 0,8/ 11260 z

die folgenden Werte: a~0,2024 , y=2121 und z=1679.

Die fehlenden Matrixkomponenten sind also M,, ~0,2024 bzw. M,, ~0,3976.

Da sich die mittlere Zeile der Matrix und der Startvektor nicht verandert haben,
muss die Anzahl der in der Filiale B abgegebenen Wagen gleich dem in Teil (c)
berechneten Wert sein.

Fir groRe n=250 verandern sich die Potenzen M" kaum noch. Es ergibt sich
341

M, p, ~|1590 |. Auch hier kommt es nicht zur FirmenschlieRung, denn mit
2269

ungeféhr 341 Wagen liegt die ,,schwachste” Filiale A noch lber der gesetzten Gren-
ze. 5110 | 10

Insgesamt 100 BWE | 25 | 50 | 25
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STOCHASTIK 1
.1 ,Handygefahren*

Um die Unfallgefahr zu verringern, ist in Deutschland die Benutzung eines Handys im Auto durch den
Fahrer nur mit einer Freisprecheinrichtung erlaubt. Weil eine gut funktionierende Freisprecheinrich-
tung aber relativ teuer ist, telefonieren viele Fahrer trotzdem unerlaubt wahrend der Fahrt mit dem
Handy.

Im Folgenden soll stets unter ,,Ein Fahrer telefoniert* verstanden werden: Dieser Fahrer telefoniert
wéhrend der Fahrt mit seinem Handy, ohne eine Freisprechanlage zu verwenden (er begeht also eine
Ordnungswidrigkeit).

Auf einer belebten Strafe soll der Anteil p der Autofahrer untersucht werden, die zum Zeitpunkt einer
Kontrolle telefonieren. Der Anteil p hangt von Ort und Zeitpunkt der Kontrolle ab. Dabei wird ange-
nommen, dass die Fahrer sich in ihrem Telefonierverhalten gegenseitig nicht beeinflussen.

a) Berechnen Sie in Abhéngigkeit von p die Wahrscheinlichkeit fur folgende Ereignisse:
» A: Bei 10 vorbeifahrenden Autos telefonieren genau die Fahrer des 3. und des 5. Autos.

e B: Bei 10 vorbeifahrenden Autos telefonieren die Fahrer der ersten vier Autos nicht,
aber trotzdem telefonieren genau zwei Fahrer. 10P

b)

Berechnen Sie, wie grol der Anteil p der telefonierenden Fahrer an einer bestimmten Kontroll-
stelle mindestens sein muss, wenn unter 100 vorbeifahrenden Autos mit mehr als 95% Wabhr-
scheinlichkeit mindestens eines von einem telefonierenden Fahrer gelenkt wird.

e Auf der Schlossallee wird an einem Mittwoch zwischen 15 Uhr und 16 Uhr eine Kontrolle
durchgefihrt. Wahrend dieser Zeit gelte fur den Anteil p jener Fahrer, die zu einem beliebigen
Zeitpunkt wahrend dieser Zeitspanne gerade telefonieren, p = 3%.

Bestimmen Sie die Anzahl der Autos, die mindestens kontrolliert werden miissen, damit man
mit einer Wahrscheinlichkeit von mehr als 80 % mindestens einen telefonierenden Fahrer er-
wischt. 20P

¢) Nun kontrolliert man auf einer Zufahrt zu einer beliebten Diskothek zwischen 21 Uhr und 23 Uhr.
Hier ist die Telefonierwahrscheinlichkeit auergewdhnlich hoch, ndmlich p = 20 %. Die Polizisten
wetten untereinander, beim wievielten Auto sie erstmals einen Telefonierer erwischen.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten dafir, dass dieses
e beim sechsten,
e beim zehnten,

* nach dem zehnten Auto passiert.

Einer der Polizisten behauptet, dass im Mittel beim flinften Auto der erste Telefonierer zu erwar-
ten ist.
» Beschreiben Sie diese Behauptung mit Begriffen der Stochastik und begriinden Sie diese:

1

5
(L1-a)
(2) oder indem Sie erkennen, dass nach dem ersten Auto entweder der erste Telefonierer auf-

getreten ist oder die erwartete Anzahl der Autos bis zum ersten Telefonierer sich gegen-
tiber der Situation am Anfang um 1 erhéht hat. 25P

(1) entweder unter Verwendung der Formel 1+ 2q +3q% +4¢° +..= Y kg =
k=1
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Nach einigen Unféllen, bei denen Autofahrer telefoniert hatten, will die 6rtliche Polizei in ihrer
Stadt verstarkte Kontrollen durchfihren, wenn der Anteil der telefonierenden Autofahrer mehr als
15 % betragt. Dazu Uberpruft sie in der Stadt 1000 fahrende Autos.

Bestimmen Sie mithilfe Ihres Rechners oder der Normalverteilung die Anzahl der telefonierenden
Fahrer, die die Kontrolle mindestens passieren mussen, um auf einem Signifikanzniveau von 5 %
gute Argumente flr verstarkte Kontrollen zu haben. 20P

Wenn bei einer Umfrage 20 % der Befragten angeben, beim Fahren zu telefonieren, so ergeben
sich bei einer Kontrolle dennoch viel geringere Anteile. Dieses liegt daran, dass die Telefonierer
nicht standig telefonieren. Um zu einem differenzierteren Bild zu gelangen, ist es erforderlich,
Klasseneinteilungen nach der durchschnittlichen (nach wie vor illegalen) Telefonierdauer pro
Stunde vorzunehmen. In sehr starker Vereinfachung ergibt sich bei einer Befragung von Autofah-
rern das folgende Bild, das als repréasentativ gelten mdoge:

Wenig Normal Viel Dauernd
Durchschnittliche Telefonier-
zeit pro Stunde [in Minuten] 5 10 15 30
Anteil der Autofahrer 7% 10 % 2% 1%

Ein Autofahrer passiert eine Kontrolle.

e Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass er bei der Kontrolle erwischt wird,
wenn man weil3, dass er ein Wenigtelefonierer ist.

e Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass er gerade telefoniert,
wenn man gar nichts tber ihn weil.

» Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass er gerade telefoniert,
wenn man weill, dass er ein Telefonierer ist
(die Frage also nach der Wahrscheinlichkeit, ob ein Telefonierer erwischt wird).

e Der Autofahrer telefoniert gerade bei der Kontrolle.
Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit,
dass es sich bei ihm um einen Wenigtelefonierer handelt. 25P
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e P(A)=p® (1— p)°, dadie Einzelereignisse unabhangig sind.

6
e Esqgibt [2] Madglichkeiten fur die telefonierenden Fahrer. Daher gilt:

P(B)=@~ p?-(1-p)’ =15 p* - (1- p)’ baw,

P(B)=(1-p)*-B(6,p,2).

10

b)

Es ist die Gleichung (1- p)*® =0,05 zu lésen, also p =0,0295~3 %
Der Anteil der telefonierenden Fahrer muss tiber 3% liegen.

Man kann den Losungsweg auch formaler beschreiben:
Ist X die ZufallsgroRe ,,Anzahl der telefonierenden Fahrer”, so ist X
binomialverteilt. Daher gilt:

P(X 21)=1-P(X =0)=1-(1-p)'® >095 < (1- p)'* <005 &

(1-p)<290,05 < p >1-990,05 ~ 0,0295

Im ersten Fall muss der Anteil der telefonierenden Fahrer tber 3% liegen.

Es ist die Gleichung 0,97" =0,2 (0 < p < 1) zu lésen, also
In0,2

“In097
Es mussen also mindestens 53 Autos kontrolliert werden.

P("beim sechsten Auto")=08°-0,2~655%,
P("beim zehnten Auto")=08°-02~268%,
P("nach dem zehnten Auto" ) =08 ~10,74%,

Es ergibt sich folgende Wahrscheinlichkeitsverteilung:

k P(X = k)
1 0,2

2 0,2-08
3 02-08°
4 02-08°

CiM2-LKLM-AWT

Seite 35 von 43



Freie und Hansestadt Hamburg

CiMS Schulen

Behdorde fur Bildung und Sport Zweittermin
Abitur 2008
Lehrermaterialien zum Leistungskurs Mathematik
Zuordnung
Lésungsskizze Bewertung
| il
Die Anzahl N der Kontrollen, bis die Polizisten zum ersten Mal einen Te-
lefonierer erwischen, ist eine Zufallsvariable. Die Behauptung des Polizis-
ten kann dann prazisiert werden zu E(N) = 5.
Wegq (1):
E(N)=
Zk~P( X = k):Zk .0,2-0,8* :o,z.zk.o,gk—l =o,2.;2=5
k=1 k=1 k=1 (1—0,8)
Der Erwartungswert fur die Anzahl der zu kontrollierenden Autos, bis
man erstmals einen Telefonierer erwischt, betragt also tatsachlich 5.
Weqg (2): Es sei e = E(N) der zu berechnende Erwartungswert. Die ge-
machte Beobachtung kann wie folgt in eine lineare Gleichung Ubersetzt
werden: e=1-0,2+ (1+¢€)-0,8 mit der Lésunge =5 10 |10 | 5
d) | Es sei X die Anzahl der Telefonierer, die die Kontrolle passieren.
Nullhypothese Hy: ,,Der Anteil der Telefonierer betragt hdchstens 15%*. Fehler
1. Art: Ho wird verworfen, obwohl richtig. Die Wahrscheinlichkeit fur diesen
Fehler soll hochstens 5% betragen. Ist k die Anzahl der telefonierenden Fahrer,
die man mindestens beobachten muss, so soll also gelten
P(X >k|H,)<5% und P(X >k—-1|H,)>5%. Dies ist aquivalent zu:
P(X <k-1|H,)295% und P(X <k-2|H,)<95%.
Durch Ausprobieren erhélt man :
P(X <168|H,)=~0,948<95% und P(X <169|H,)~0,956>95% .
Also ist k = 170.
Die Polizisten miissen im Rahmen der hier entwickelten Logik also mindestens
170 Telefonierer beobachten, um (bei Signifikanzniveau von 5 %) gute Argu-
mente flr verstarkte Kontrollen zu haben.
Uber den Weg mit der Approximation durch die Normalverteilung 16st man die
Gleichung @ k-1495)_ 0,95. Es folgt: k-149.5 =1,645
J127,5 J127,5
<k ~169. 15| 5
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e) | Essei

T das Ereignis: ,,Der Autofahrer telefoniert zum Zeitpunkt der Kontrolle*
W das Ereignis ,,Der Autofahrer ist Wenigtelefonierer. P(W) = 7%
N das Ereignis ,,Der Autofahrer ist Normaltelefonierer”. P(N) = 10%
V das Ereignis ,,Der Autofahrer ist Vieltelefonierer®.  P(V)= 2%
D das Ereignis ,,Der Autofahrer ist Dauertelefonierer”. P(D) = 1%
H das Ereignis ,,Der Autofahrer ist Telefonierer”. P(H) = 20%
e Da der Autofahrer als Wenigtelefonierer durchschnittlich 5 Minuten pro

Stunde telefoniert, betrégt die Wahrscheinlichkeit, dass er gerade zum Zeit-

punkt der Kontrolle telefoniert: P(T [W )= S = L ~8,33%.

60 12

e Mit dem Satz Uber die totale Wahrscheinlichkeit oder mit Hilfe eines

Baumdiagramms erhalt man:

P(T)=PW)-P(T|W)+P(N)-P(T[N)+P()-P(T[V)+P(D)-P(T |D)

S 7oA, 11 1111 13 L,
100 12 10 6 50 4 100 2 400

Die Wahrscheinlichkeit, dass der Autofahrer gerade telefoniert, betrégt un-

gefahr 3 %.
e Gesucht ist P(T|H). Es gilt:

13
P(T|H)= POCAH) _PO) _400 _13 144,
P(H) PH) 1 80
5

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Telefonierer erwischt wird, betrégt also ca.

16 %.
e Esist P(W|T) zu bestimmen. Dies kann entweder mit dem Satz von Bayes

geschehen oder unter Verwendung des vorvorigen Ergebnisses (, das gerade

der ,,Bayes-Nenner* ist):

r .1
P(T) 13 39
400
Die Wahrscheinlichkeit, dass es sich bei einer erwischten Person um einen
Wenigtelefonierer handelt, liegt bei 18 % . 15 | 10
Insgesamt 100 BWE | 25 | 55 | 20
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STOCHASTIK 2
1.2 Lubecker Verkehrsbetriebe

Offentliche Verkehrsbetriebe sind in der Regel hoch defizitar. Daran haben auch Schwarzfahrer ihren
Anteil. So ist es erfreulich, dass der Anteil der Schwarzfahrer im Busverkehr der Lilbecker Verkehrs-
betriebe auf 8 % gesenkt werden konnte, weil alle Fahrgaste vorn beim Fahrer einsteigen mussen. Ein
Kontrolleurteam kann pro Tag etwa 800 Fahrgaste Uberprifen, die Personalien der entdeckten
Schwarzfahrer aufnehmen und die Strafgebihr in Hohe von 40 € kassieren.

a) ¢ Beschreiben Sie, unter welchen Umsténden es sinnvoll ist, unter 800 kontrollierten Fahrgasten
die Anzahl X der Fahrgaste ohne glltigen Fahrschein als binomialverteilt anzunehmen.

» Geben Sie eine Situation an, in der diese VVoraussetzungen fur eine Binomialverteilung
nicht erfallt sind. 10P

In den Aufgabenteilen b) bis d) sei die in a) genannte Zufallsvariable X binomialverteilt mit p =0,08.

b) ¢ Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass mindestens zwei von 50 Fahrgdsten keinen
Fahrschein besitzen.

» Bestimmen Sie die Gruppengréliie, ab der die Wahrscheinlichkeit, dass kein Schwarzfahrer
dabei ist, unter 10 % sinkt. 20P

c) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass sich unter 800 kontrollierten Fahrgésten héchstens 50
Schwarzfahrer befinden. Bestimmen Sie diese Wahrscheinlichkeit zusatzlich ndherungsweise mit-
hilfe der Annaherung durch die Normalverteilung und vergleichen Sie beide Ergebnisse. 15P

d) Es werden nun die zwei Personengruppen betrachtet: Fahrgaste ohne Fahrschein (S) und Fahrgaste
mit gultigem Fahrschein (F). Dabei gilt nach wie vor die vor Schwarzfahrerquote von p = 8 %.
Von den Schwarzfahrern sind 60 % unter 30 Jahren (Ereignis U) und von den Fahrgasten mit gul-
tigem Fahrschein sind 50 % unter 30 Jahren.

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeiten, dass

 ein unter 30-J&hriger ein Schwarzfahrer ist,

 ein Uber 30-Jahriger ein Schwarzfahrer ist,

* ein Uber 30-Jahriger kein Schwarzfahrer ist. 25P
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e) Durch die Mdglichkeit, einen Fahrschein mit dem Handy zu kaufen, soll der Anteil der Schwarz-
fahrer weiter gesenkt werden (fehlendes Kleingeld féllt als Grund zum Schwarzfahren weg).
Dieses mit hohem Verwaltungsaufwand verbundene Angebot wird realisiert und von vielen Kun-
den gern angenommen. Es lohnt sich fur die Stadtwerke Liibeck aber finanziell nur dann, wenn
sich der Anteil der Schwarzfahrer dadurch auf unter 6 % reduziert. Dazu soll eine Untersuchung
von 2000 Fahrgasten durchgefiihrt werden.

Verwenden Sie fur alle drei Punkte dieses Aufgabenteils das tbliche Signifikanzniveau 5%:

» Ein Mitarbeiter der Lubecker Verkehrsbetriebe mdchte zeigen, dass das Angebot sich lohnt.
Untersuchen Sie fur einen geplanten Hypothesentest, wie viele Personen ohne Fahrschein bei
der Kontrolle hochstens entdeckt werden diirfen, damit der Mitarbeiter begriindet behaupten
kann, dass sich das Angebot lohnt.

» Ein anderer, eher skeptischer Mitarbeiter ist Uiberzeugt, dass das Handy-Angebot nicht einmal
zu irgendeiner Senkung der Schwarzfahrerquote gefuihrt hat. Beurteilen Sie, wie er die Daten
auswerten wirde.

» Tatsachlich werden 139 Schwarzfahrer bei der Kontrolle entdeckt. Eigentlich missten nun bei-
de Mitarbeiter frustriert auf einen neuen Test mit einer groRReren Stichprobe drangen.
Aber es ist in der Statistik nicht untblich — wenn auch logisch nicht ganz korrekt, im Nachhi-
nein das Testdesign zu &ndern, um doch noch zu schwacheren signifikanten Aussagen zu
kommen (dabei wird so getan, als ob man das Ergebnis noch nicht kennen wirde).
Beurteilen Sie, welche Aussagen die beiden Mitarbeiter — entsprechend ihrem Erkenntnisinte-
resse — noch begrundet treffen konnten. 30P
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Es wird nur zwischen zwei mdglichen Ergebnissen unterschieden werden. Ent-
weder hat ein Fahrgast einen gultigen Fahrschein oder nicht. Die Frage, ob ein

Fahrgast einen gultigen Fahrschein hat, muss stochastisch unabhéngig von dem
Verhalten der (dem Wissen Uber die) anderen Fahrgéaste sein. Unter dieser Vor-
aussetzung ist es sinnvoll X ist als binomialverteilt anzunehmen.

Eine Situation, in der diese Verteilung nicht gilt, ist z. B. das Auftreten von
Fahrgdsten in sozialen Gruppen, bei denen alle keinen Fahrschein haben.

10

b)

50
P(X >2)=1—-P(X gl):l—[o,925° +[ . ]-0,08-0,9249]
~1-0,01547 —0,06725=0,9173.

Gesucht wird die kleinste natiirliche Zahl n, fur die gilt: 0,92" < 0,1. Mithilfe
des solve-Befehls folgt: n > 27,6 .
Bei einer Gruppe von 28 Personen ist die Wahrscheinlichkeit, dass kein

Schwarzfahrer dabei ist, gerade noch unter 10%, bei kleineren Gruppen ist die
Wahrscheinlichkeit groier.

10

10

Direkt mit dem Rechner erhédlt man P(X <50) = 0,0357 .

Die Wahrscheinlichkeit, dass sich unter 800 kontrollierten Fahrgasten nicht
mehr als 50 Schwarzfahrer befinden, betragt weniger als 4%.

Fur die Approximation mit der Normalverteilung berechnet man:

6=+/800-0,08-0,92 = /58,88 ~ 7,673 (>3) u=np=64
Also
50,5 — 64

/58,88

Die Ergebnisse stimmen annahernd Uberein.

P(X SSO)%Q)[ ]zq>(—1,7593) —1—®(1,7593) ~1—0,961= 0,039

15
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d)

1. Weq: Man Ubersetzt die Informationen in eine Vierfeldertafel:

unter 30 Uber 29

Schwarzfahrer 48 % 3,2% 8%

keine Schwarzfahrer 46 % 46 % 92 %

50,8 % 49,2 % 100 %

Dabei sind die fett unterstrichenen Daten direkt aus den gegebenen Informatio-
nen abzuleiten. Daraus ergeben sich dann die anderen Werte in den Feldern.

Es sei U das Ereignis ,,unter 30 zu sein*“ (der Gesamtanteil der unter 30 Jéhri-
gen) und S das Ereignis “Schwarzfahrer zu sein* (der Gesamtanteil der Schwarz-
fahrer). Mit der Vierfeldertafel kann man die drei Fragen sofort beantworten:

P(S|U):Mz9,4%; P(S|L_J):wm6,5%
0,508 0,492

P(Sllj)—%z%,S%

2. Weq: Folgende Daten sind bekannt:

P(S)=0,08,P(U|S)=60%, P(U|S)=50%

Mit dem Satz Uber die totale Wahrscheinlichkeit oder einem Baumdiagramm
erhélt man:
PU)=P(S)-PU|S)+P(S)-PU|S)=0,08-0,6+0,92-0,5=0,508 .

Damit ergeben sich die gesuchten Wahrscheinlichkeiten zu

P(S)-P(U|S) 0,08-0,6 0,048
P(U) 0508 0508

P(S)-PU[S) _ P(S)-A-PU]S))
PU) 1-PU)

. 0,08-0,4 0,032 _

T 0,492 0,492

. P(S|U)= ~9,4%

« P(S|U)=

6,5%

oder auch

P(S)-PUIS) _, P(S)-@-PWU|S)
P(U) 1-PU)

09205 _, 046
0,492 0,492

. PEIU)=1-PS|U)~2% o350
0,492

P(S|U)=1-P(S|U)=1—

~6,5%

25
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e) | Der erste Mitarbeiter will begrtinden, dass p unter 0,06 gesunken ist, er wird

deshalb versuchen, H, : p>0,06 zu verwerfen durch einen einseitigen Test:

X sei die Anzahl der Schwarzfahrer unter den 2000 zu kontrollierenden Fahrgés-
ten. Kleine Werte von X sprechen gegen die Nullhypothese, deshalb suchen wir
den grolten Wert von kK, fir den gilt: P( X <k|H,)<5% . Wir betrachten die
2000-0,06-Binomialverteilung, mit deren Hilfe wir diese bedingte Wahrschein-
lichkeit nach oben abschétzen kénnen:

Durch Ausprobieren erhélt man :

P(X <102|H,)=0,047<5% und P(X <103|H;)~0,058>5%.

Wenn X <102 konnte der erste Mitarbeiter von Signifikanz (auf dem 5%-
Niveau) sprechen, deshalb die Nullhypothese ablehnen und damit begrindet
behaupten, dass der Schwarzfahreranteil auf unter 6 % gesunken sei.
Alternativ kdnnen wir die Binomialverteilung durch eine passende Normalver-
teilung approximieren, denn es gilt = np =2000-0,06 =120

o =4+112,8 ~10,62 . Weil o >3ist, ist die Laplace-Bedingung erfiillt:

P(X Sk)zP(X —,u+0,5S k—,u+0,5]zcb(k—,u+0,5]
c c o

k—u+0,5
o

Wir suchen also den gréfiten Wert von ke O , fiir den <-1,64, das

ist k = 102.

Der zweite Mitarbeiter will zeigen, dass das Handy nicht einmal zu irgendeiner
Senkung der Schwarzfahrerquote geflihrt hat, er misste versuchen,
H, : p<0,08 in einen ebenfalls einseitigen Test zu verwerfen:

GroRe Werte von X sprechen gegen die Nullhypothese, deshalb suchen wir den
kleinsten Wert von k flr den gilt: P(X >k|H,)<5%.

Wir betrachten die 2000-0,08-Binomialverteilung, mit deren Hilfe wir diese
bedingte Wahrscheinlichkeit nach oben abschétzen kénnen.

Wieder durch Ausprobieren erhélt man :

P(X >180|H,)=1-P(X <180|H,)~0,047 <5% und

P(X >179|H,)=1-P(X <179|H,) = 0,056 >5%.

Falls X >180, konnte der zweite Mitarbeiter von Signifikanz (auf dem 5%-
Niveau) sprechen, deshalb die Nullhypothese ablehnen und damit begriindet
behaupten, dass der Schwarzfahreranteil nicht einmal unter 8 % gesunken sei.

Falls 102 < X <180 - also inshesondere bei den tatsachlich ermittelten 139
Schwarzfahrern — hétte keiner der beiden Kontrahenten ein signifikantes Ergeb-
nis, und das Testergebnis lieRe keine aus den Daten begriindeten neuen Schliisse
zu.

Alternativ ist wieder der Weg Uber die Annaherung mit der Normalverteilung
moglich:
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Es gilt £ =np=2000-0,08=160 und o =+/147,2 ~12,13.
Weil auch hier o >3 (Laplace-Bedingung), konnen wir wieder die Binomialver-
teilung durch eine passende Normalverteilung approximieren:

P(X > k) =1—p| X2 =HFO5 k_“+0’5]z1—q>[—k_“+0’5].
o (¢} (9
k—u+0,5
o

Wir suchen den kleinsten Wert von k €0 , fir den 1—(13( jS 5%,

k—u+0,5

d.h. den kleinsten Wert von k, fiir den d)(
o

j295% , also

k—u+0,5
o

>1,64, das ist k = 180.

Beide kdnnten aber ihre Behauptungen abschwachen: Der erste, indem er be-
hauptet, dass immerhin die Quote der Schwarzfahrer Giberhaupt gesunken sei
und der andere, indem er behauptet, dass die Schwarzfahrerquote zumindest
nicht kleiner als 0,06 sei. Es missen dazu alle Argumentationen und Berechnun-
gen wiederholt werden nur mit vertauschten Rollen von p = 0,06 und p = 0,08.
(Praktisch heif3t das lediglich, dass noch zweimal in der Tabelle nachgesehen
werden muss, und dass zwei Ungleichungen nochmals umgestellt werden mis-
sen).

Man erhalt:

Falls X <140 konnte nun der erste Mitarbeiter von Signifikanz (auf dem 5%-
Niveau) sprechen, deshalb die Nullhypothese ablehnen und damit begrindet
behaupten, dass der Schwarzfahreranteil auf unter 8 % gesunken sei.

Falls X >137 , kdnnte der zweite Mitarbeiter von Signifikanz (auf dem 5%-
Niveau) sprechen, deshalb die Nullhypothese ablehnen und damit begriindet
behaupten, dass der Schwarzfahreranteil aber nicht unter 6 % gesunken sei.

Das tatsachlich eingetretene Untersuchungsergebnis X = 139 bestatigt in diesem
Sinne beide Mitarbeiter, und man kann mit guten Griinden annehmen, dass der
tatsdchliche Anteil an Schwarzfahrern tatsachlich irgendwo zwischen 6 % und
8 % liegt. 15| 15

Insgesamt 100 BWE | 20 | 65 | 15
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