Freie und Hansestadt Hamburg

Behdrde fiir Bildung und Sport
Abitur 2005

Lehrermaterialien zum Leistungskurs Mathematik

.1 Funktionenschar exponentieller Funktionen

Gegeben ist die Schar von Funktionen f, durch f,(x)=(x+a)-e* , xe R , ae R.

a) Untersuchen Sie die Graphen von f; auf

Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen
Asymptoten

Extrempunkte

Wendepunkte

Symmetrie.

b) Zeichnen Sie den Graphen von f, fiir —2,5 <x < 3.

¢) Bestimmen Sie eine Formel fiir die n-te Ableitung von f,.

Gymnasien, Gesamtschulen, Technische Gymnasien

Zweittermin

ANALYSIS 1

Ermitteln Sie eine Stammfunktion F, zur f,. Sie konnen dazu das eben erhaltene Resultat verwen-
den; wenn Sie dies tun, begriinden Sie Ihr Vorgehen.

d) Ermitteln Sie die Gleichung der Ortskurve aller Extrempunkte der Graphen von f;.

e) Der Graph von f; und die x-Achse begrenzen eine nach rechts ins Unendliche reichende Fléche.
Berechnen Sie den Inhalt dieser Flache.
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Erwartungshorizont

Zuordnung,
" . Bewertung
Losungsskizze

| II | I

a) | Schnittpunkte mit den Achsen:
x=0 = f(0)=a
Nullstellen:

f.(xy)=0 = x, =—a,da der Faktor ¢ * niemals Null werden kann.

Asymptoten:
Fir x — o geht zwar (x+ «)gegen unendlich, da aber e "stirker gegen Null
geht, gilt: x 0= f (x) >0.

Fiir x — —oo gibt es keine Asymptote.

Ableitungen:

f/=e"(1-a-x)

fa”(x) =e¢ ' (x+a-2)

Extrempunkte:

Die notwendige Bedingung f(x)=0 fiihrt zu x = (1 — a) als einziger Losung.
Die Verwendung der 2. Ableitung ergibt fk” (1-a)=—e""" <0 fiir alle ae R.

Somit liegt an der Stelle x = (1 — a) fiir alle Funktionen der Schar f, ein Hoch-
punkt £, (1—a|e’™") vor.

Wendepunkte:

Die notwendige Bedingung f”(x)=0 fiihrt zu x = (2 — @) als einziger Lésung.
Die Existenz genau eines Hochpunktes und das Verhalten der Graphen von £,
flir x — oo als hinreichende Bedingungen (ersatzweise f”(x)# 0 oder Vorzei-
chenwechsel bei f”(1—a)) ergibt genau einen Wendepunkt.

Einsetzen ergibt: W (2—a|2e"?).

Symmetrie:
e Achsensymmetrie bezogen auf die y-Achse:

Jo(=x)= f.(x)
(—x+a)-e" #(x+a)-e"
e Punktsymmetrie bezogen auf den Ursprung:
fo(=x)==1,(x)
(—x+a)-e"#—(x+a)-e"

Somit ist gezeigt, dass kein Graph der Funktionenschar achsensymmetrisch be-
zogen auf die y-Achse noch punktsymmetrisch bezogen auf den Ursprung ist. 20 | 20
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b) -~ y

L) =(x+2)-e”

c) |e Nach wiederholtem Ableiten
f.(x)= e (x+a-0)
fa,(x) =—e "(x+a-1)
£l ()= et (x+a-2)
f7(x)=—e"(x+a-3)
[P ()= e (x+a—4)
ist zu erkennen:
Unter Verwendung der Produktregel und der Berticksichtigung, dass e *in
ungeraden (geraden) Ableitungen zu —e™ (e~ ) wird und gleichzeitig
f(x)=1fiir f(x)=x+k, ke R, gilt, ergibt sich:
[ =(=)"-e"(x+a—n).

Ein Nachweis durch vollstindige Induktion wird nicht erwartet.
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Verwendet man die eben gefundene Formel fiir die n-te Ableitung von f; , so
liegt es nahe, eine Stammfunktion von f, zu vermuten, indem man fiir » die
Zahl —1 einsetzt. f, wird sozusagen ,,aufgeleitet”. Man erhélt
F (x)=—e"(x+a+l).
Man iiberzeugt sich nun leicht, dass gilt: F/(x) = f, (x), F, ist also eine
Stammfunktion von f;, 10 | 10
d) | Die Hochpunkte der Schar f, lauten E, (1—a|e*").
Damit gilt x,, =1—a mit a=1-x,,.
Daraus folgt nach Einsetzen in y;und entsprechenden Umformungen:
yy=e
Damit ist die Ortslinie der Hochpunkte von f, der Graph der Funktion mit der
Gleichung: t(x)=e" . 15
e) | f,(x)=x-e"
lim (x-e )dx:}gmm[—e- ~(x+1)]0 =lim(~¢“ (@ + ) +1)=1.
Grafische Darstellung (nicht verlangt):
-~ y
10 | 10
Insgesamt 100 BWE | 25 | 55 | 20
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ANALYSIS 2

.2 Minigolfbahn

Bei einer Minigolfanlage soll eine Bahn mit einer Kurve angelegt werden. Der Ball lauft bis zur Kurve
geradeaus (seine Einlaufstrecke), und nach dem Verlassen der Kurve lduft er wiederum geradeaus
(seine Auslaufstrecke). In der Kurve fiihrt die Bande den Ball. Die Form dieser Bande soll modelliert
werden. Der Beginn der Bande — der Einlaufpunkt in die Kurve — heif3t £, das Ende der Bande — der
Auslaufpunkt aus der Kurve — entsprechend A.
Dabei werden von den Planern zunéchst folgende Forderungen gestellt:
i) Der Einlaufpunkt £ liegt im Koordinatenursprung.
ii) Der Auslaufpunkt 4 hat die Koordinaten (4 | 4 ).
iii) Die Einlaufstrecke hat die Steigung 5 und lduft bei £ tangential in die Bandenkurve ein,

die Auslaufstrecke schlie3t bei 4 tangential an die Bandenkurve an.

a) Als erstes wird versucht, die Bandenkurve

5 Auslaufstrecke
einfach durch einen Kreisbogen zu realisieren A
(vgl. nebenstehende Abbildung). 1
Zeigen Sie mit Hilfe geeigneter Rechnungen 4

oder geometrischer Konstruktionen, dass der
Mittelpunkt dieses Kreisbogens dann die Ko-
ordinaten (5 |-1) haben muss und dass die 1
Auslaufstrecke dann zwangslaufig die positi-

. 1
ve Steigung 3 haben muss.

Hinweis: Eine Kreistangente steht immer - N
senkrecht zum Radius des Beriihrpunktes. wtecke]
Der Mittelpunkt eines Kreises liegt auf der

Mittelsenkrechten jeder Sehne. Ste?'ng ’ 4

b) Die Kugel soll aber stirker umgelenkt wer- i
den. (vgl. nebenstehende Abbildung). Die Aus-
laufstrecke soll deshalb eine deutlich negative
Steigung haben, so dass also der Kreisbogen aus 5
a) nicht verwendbar ist. Die Planer wiinschen
sogar:

iv) Die Auslaufstrecke hat exakt die Steigung —2.

e Bestimmen Sie den Winkel zwischen
der gewiinschten Einlauf- und Auslauf-

richtung.

e Begriinden Sie, dass alle vier Bedingungen =1
1) — iv) durch eine ganzrationale Funktion
3. Grades eindeutig erfiillt werden kdnnen, und bestimmen Sie die Gleichung dieser Funktion f.

e Bestimmen Sie die Koordinaten des Hochpunktes von fund zeigen Sie, dass auf dem Graphen
von f'zwischen E und 4 kein Kriimmungswechsel stattfindet.

Fortsetzung néchste Seite —
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Die Bahn wird wie in b) beschrieben gebaut. Da aber beim Einlaufpunkt £ und beim Auslaufpunkt 4
die zweite Ableitung der Bahnkurve nicht existiert bzw. einen Sprung macht, tritt deshalb leider auch
jeweils eine sprunghafte Anderung der Kriimmung auf (was den Lauf der Kugel stért). Darum soll die
Bahn derart verdndert werden, dass im Einlaufpunkt E und im Auslaufpunkt A jeweils der Sprung der
zweiten Ableitung vermieden wird und trotzdem alle vier Forderungen i) — iv) erfiillt werden.

¢) Begriinden Sie, dass alle diese Forderungen zusammen durch eine ganzrationale Funktion
5. Grades erfiillt werden kénnen.
-3 5 11 4

+—x'—=x’+5x
4

Zeigen Sie weiterhin, dass die Funktion /# mit der Gleichung A(x) = ﬁx cd

alle Forderungen erfiillt.
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a) | Der Mittelpunkt M des Kreisbo-
gens liegt einerseits auf der Mit- 5 .
telsenkrechten m der Sehne EA: A
4 .
Sehne EA: y=x.
3
Die Mittelsenkrechte m geht _
durch (2 | 2) und hat die Steigung 2 .| Steigung -8
—1. Eingesetzt in die allgemeine
Gleichung linearer Funktionen
erhdlt man:
E 2 4 6
2=-2+b < b=4 M
-1 Steigung -1/
Damit gilt:
-2
m(x)=—x+4
Andererseits liegt M auf dem Lot zur Einlaufstrecke durch £ mit der Gleichung
1
[(x)=—=x.
(x) s
Man berechnet leicht, dass M als Schnittpunkt die Koordinaten (5 | —1) hat.
1 4
——x=—x+4 & —x=4 & x=5und y=-5+4=-1.
Oder man konstruiert die beiden Geraden (mit Lineal und Geodreieck) und liest
die Koordinaten des Schnittpunktes ab.
Dann hat der Radius MA die Steigung Ya=ry 4= CD_ -5.
X, =Xy 4-5
Die Auslaufstrecke ist als Tangente senkrecht zu diesem Radius hat also die
Steigung l
5
Oder man konstruiert (mit Lineal und Geodreieck), das Lot zum Radius MA
durch den Punkt A und liest die Steigung im Karonetz ab.
Korrekturhinweis: Wenn der Weg iiber die geometrischen Konstruktionen ge-
wdahlt wurde, miissen die einzelnen Schritte explizit beschrieben werden. 10| 15
b) |« Der Winkel zwischen der Einlauf- und der Auslaufrichtung ergibt sich aus
den Winkeln, die die Ein- und Auslaufstrecke jeweils mit der x-Achse bilden.
Uber den Arcustangens der Steigungen erhélt man diese Winkel:
oy =arctan(5) = 78,7° und «, = arctan(-2) = —63,4°.
Fiir den Winkel zwischen Einlauf- und Auslaufrichtung erhélt man (iiber die
Winkelsumme im Dreieck) das Maf3 37,9° .
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Oder direkte Berechnung tiber die Formel:

my—m__—2-5_1T7
l+m -m, 1-10 9
o=37,87..

tan o =

Einlauf- und Auslaufstrecke bilden einen Winkel von ca. 37,9".

» FEine ganzrationale Funktion f dritten Grades hat die Form:
f(xX)=ax’ +bx* +cex+d

Um die vier Koeffizienten zu bestimmen, werden 4 Bedingungen bendtigt.
Aus diesen ldsst sich ein lineares Gleichungssystem mit vier Gleichungen
und vier Unbekannten formulieren:

aus 1) folgt f(0)=0 und damit sofort d=0.

aus iii) folgt f’(0)=35 und damit sofort c=5.

aus ii) folgt f(4)=4

und zusammen mit den bisherigen Ergebnissen die Gleichung
64a+16b=—

aus iv) folgt f(4H==2

und zusammen mit den bisherigen Ergebnissen die Gleichung
48a+8b=-T7.

Dieses Gleichungssystem hat die Losung a == und b=—3.

Die gesuchte Funktionsgleichung lautet f(x)= Lx3 - Ex2 +5x.
16 4

. Esgilt f’(x)=ix2—3x+5 mit den Nullstellen
16 2
X, =—+— V10, d.h. x, =10,88 und x, ~2,45.
’ 3

Als kubische Funktion mit positivem Leitkoeffizienten liegt damit bei
1
x, ein Hochpunkt. Es gilt: f(x,) = —ﬂ+— J10 = 5,76

Der Hochpunkt liegt in diesem Bandenberelch und hat die Koordinaten
(2,455,76).

Es ist nun noch zu zeigen, dass der Wendepunkt von f'nicht im Bandenbe-
reich, also nicht zwischen x = 0 und x = 4, liegt:
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. ” 3 5 . 20
Esgilt f7(x)= gx —3 mit der Nullstelle x; = > =0,7.
Diese Wendestelle liegt in der Tat aulerhalb des Bandenbereichs. 15120 5

c) |« Eine ganzrationale Funktion fiinften Grades hat die Form:
h(x)=ax’ +bx* +cx’ +dx’> +ex+ g

Um die sechs Koeffizienten zu bestimmen, werden jetzt sechs voneinander
unabhéngige Bedingungen bendtigt. Aus diesen lésst sich ein eindeutig 16s-
bares lineares Gleichungssystem mit sechs Gleichungen und sechs Unbe-
kannten formulieren:

Es gelten weiterhin die Forderungen 1) bis iv).
Daraus folgt zundchst wieder: g =0 und e = 5.

Neu hinzu kommen die Bedingungen, dass bei £ und 4 keine sprunghafte
Anderung der Kriimmung auftritt, also

v) A’(0)=0 und vi) A"(4)=0
Aus v) folgt sofort d=0.

Fiir a, b und ¢ ergibt sich dann folgendes lineare Gleichungssystem:

1024a +256b+ 64c+20=4
1280a +256b+48c+ 5=2
1280a +192b + 24c =0

Hinweis fiir Korrektoren: Das Gleichungssystem muss nicht aufgestellt wer-
den, es geniigt die prinzipielle Beschreibung des Weges.

o Esist zu zeigen, dass die Funktion A(x) = —ix5 +£x4 —Ex3 +5x alle
256 64 4
genannten Bedingungen erfiillt bzw. dass deren Koeffizienten das Glei-

chungssystem l6sen.

Aus der bisherigen Argumentation ist schon klar, dass alle Bedingungen, die
sich auf den Einlaufpunkt £ (0 | 0) beziehen, erfiillt sind.

Man bestimmt jetzt die erste und zweite Ableitung von 4 :

, 1 11

h(x) :——5x4 +—x —2x2 +5
256 16 4

h"(x) _ e 3800
64 16 2
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und berechnet:
h(4) = 3 e e 3 p sy
256 64 4
h'(4)=—1—5-44 +£~43 —242 +5=-2
256 16 4
h"(4)=—£~43 33240
64 16 2
Also sind auch die Bedingungen ii), iv) und vi) erfiillt.
Somit ist gezeigt, dass die Funktion die vorgegebenen Bedingungen erfiillt.
Alternative: Aufstellen und Lésen des Gleichungssystems. 15 | 20
Grafische Darstellung (nicht gefordert):
-~ y
s L
. L
h
6 &
s L
. L
5 L
, L
. L
-1 1 2 3 5 7 : >
oy i
-3 L
-4 +
Insgesamt 100 BWE | 25 | 50 | 25
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1.3 Funktionenschar von gebrochen rationalen Funktionen

Gegeben ist die Funktionenschar f; mit:

b)

d)

k 1
fk(x):;—— , xeD,

Geben Sie den maximalen Definitionsbereich von f; an.
Bestimmen Sie fiir die Graphen der Funktionenschar die

e Asymptoten und Polstellen
e Nullstellen

e Extrempunkte

e  Wendepunkte

jeweils in Abhéngigkeit vom Parameter £.

Zeichnen Sie die Graphen der Funktionen fys und f; in ein gemeinsames Koordinatensystem mit
der Langeneinheit 2 cm ein. Dabei soll =5 <x <5 gelten.

Zeigen Sie: Die Graphen zweier beliebiger Funktionen der Schar schneiden sich in genau einem
Punkt.

Die Graphen der beiden Funktionen fj s und f; sowie die x-Achse begrenzen unterhalb der x-Achse
eine Fléche.

e Schraffieren Sie in Ihrer Zeichnung aus b) das Flachenstiick bis x = 5.
e Berechnen Sie den Inhalt der schraffierten Flidche.

e Begriinden Sie, warum die Flache fiir x — oo kein endliches Flichenmal} aufweist.

Bestimmen Sie fiir £ > 0 die Gleichung der Ortslinie der Tiefpunkte von f; und skizzieren Sie den
prinzipiellen Verlauf dieser Kurve in Threr Zeichnung im Teil b).

Bisher war £ eine positive reelle Zahl. Nun soll die Funktionenschar dadurch erweitert werden,
dass auch negative Werte fiir k£ zugelassen sind, d. h. k€ R\{0}.

Vergleichen Sie das Aussehen der Graphen f; und f°; und begriinden Sie Ihre Aussage.
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Definitionsbereich:

D, =R\{0}, denn nur bei x = 0 ist der Nenner Null.

Asymptoten:
Fiir x = 400 (x — —o0 ) ist die x-Achse Asymptote.

Polstellen:

Da die bekannte Nullstelle des Nenners nicht zugleich Nullstelle des Zéhlers ist,
besteht hier eine nicht hebbare Liicke. Der Graph hat an der Stelle x = 0 einen
Pol.

Nullstellen:

Fiir f(x) = 0 und x # 0 gilt:
%_L=0 o X =k x o x=k*.
x- k-x

Die Funktionen f; haben die Nullstelle x = .

Ableitungen:

’ -2-k 1
S ()= x -‘_k-x2
» 6-k 2
S ()= x* _k~x3
” 24k 6
= 4+ —

Extrempunkte:
Fiir £, (x)=0 und x # 0 gilt:

-2-k 1
—+

a0 X =2k & x=2k.
X X

Die Verwendung der 2. Ableitung ergibt fk”(2k2) =

WL . Da voraussetzungs-

gemal k> 0, gilt also fk”(2k2) >0, und damit liegt an der betrachteten Stelle
ein Minimum vor. Also hat jede Funktion f; der Schar genau einen Tiefpunkt.

Ly

Einsetzen ergibt: 7, (2 k?|—
gibt: 7, (2 k2| ye
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Wendepunkte:
Fiir £,”(x)=0 und x # 0 gilt:
6'4k— 2 =0 & 2x'=6k"x" o x=3k.
X k-x
Die Existenz genau eines Tiefpunktes und das Verhalten der Graphen von f,
fiir x —>+oo (f,” (3k*) = 8;/{9 #0 oder Vorzeichenwechsel bei f,” (3k2) ) ergibt
genau einen Wendepunkt.
2
Einsetzen ergibt: W, (3k?|— .
& OFI=50) 10 | 20
b)
6 —
4 -
2 —
-4 -2 4
_2 —
10
¢) | Aus fo(x) = f5(x) und a, b > 0 ergibt sich:
a_ U b U o tboby=ab—ax
x* a-x x* b-x
& x-(a-b)=ab-(b—a)
& x-(a—b)=-ab-(a-D).
Wegen a # b gilt x = —ab. Es gibt also genau einen Schnittpunkt. 10
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d) | Grafik:

I (/111
- 2 —

Zur Flachenberechnung benutzt man eine Stammfunktion von f;, z. B.

k Inx
A==

Fiir die Flache (unterhalb der x-Achse!) ergibt sich:

5

[ £y

1

A=

j fo,s (x)dx

0,25

0,25 1
Tyt
s \2x7 x \XT X

0,25 1
:[—i—Zlnx} —{—l—lnx}
2x s x s

Einsetzen der Grenzen ergibt den Flacheninhalt 4 = 3,28.

0,25 1
Die betrachtete Flache ergibt sich aus limU—zL —2In x} - {—l —In x} J .
1 X X

t t

. : A 1
Geeignete Umformungen liefern das Ergebnis: hm(O, 773 — 5 +1n tj .

{—e0

Die Anwendung der Grenzwertsitze zeigt, dass der Ausdruck fiir # — o gegen
unendlich strebt und somit die betrachtete Fliche ein nicht endliches Flachen-
mal} besitzt. 5110 | 10
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€) | Die Tiefpunkte der Schar f; lauten nach a):
1
E | 2k*;- .
' ( 4k’ j
. ’ . po
Damit gilt: x, =2k mit k= ,/7 .
Daraus folgt nach Einsetzen in yr:
3
y_1_(ﬁ)_ﬁ_2xr
T 3T 3T - 2
] R el
2
Damit ist die Ortslinie der Tiefpunkte von f; der Graph der Funktion mit der
\2x
Gleichung #(x)=———= _1. % = L x .
2x \/5 X’ \/5
Y Ortskuve der Tiefpunkte von fk (fett gezeichnet)
-2
Es handelt sich also um eine Potenzfunktion mit negativem Exponenten und
negativem Koeffizienten. Deren Graphen haben ,hyperbelformiges” Aussehen
(im 2.) und 4. Quadranten mit den Koordinatenachsen als Asymptoten. 5110
f) | Die Graphen der Schar 1, sind die jeweils an der x-Achse gespiegelten Gra-
phen der Schar f, , denn es gilt: 1, (x) = _—£€+L =—f,(x).
X~ kx 5 5
Insgesamt 100 BWE | 25 | 50 | 25
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LA/AG 1

.1 Geradenschar
Wir beginnen die Betrachtungen in der x-y-Ebene.

a) Fiira >0 sei &, die Gerade, die durch den Koordinatenursprung (0 | 0) und den Punkt P, (a|a®)

geht. Begriinden Sie, dass man auf diese Weise alle Ursprungsgeraden mit Ausnahme der beiden
Koordinatenachsen darstellen kann.

Alle weiteren Aufgabenteile beziehen sich auf den dreidimensionalen Raum.

-1 0
Gegeben ist die Geradenschar g, mit g, :x=| 1 |+k-| a |, ke R, ae R\{0}.
2 a*

b) Bestimmen Sie die Gerade g,, die den Punkt P (—1 |4 | 7 ) enthilt.

¢) Geben Sie den gemeinsamen Punkt aller Geraden g, an.
Zeigen Sie, dass alle Geraden der Schar in einer Ebene liegen und beschreiben Sie diese.

d) Beschreiben Sie unter Verwendung von a) anschaulich alle Geraden, die zu der Geradenschar g,
gehoren.

e) Seinunk=1.
Bestimmen Sie die Ortskurve aller Punkte, die durch diese Bedingung aus der Schar g, erzeugt
werden.

Nun sind zwei weitere Punkte 4 (=3 | 1|-5)und B (1 |-3|—7 ) gegeben.

f) Geben Sie eine Gleichung fiir die Gerade /4 an, die durch die Punkte 4 und B verlauft.
Untersuchen Sie die Lagebeziehungen zwischen der Geraden /# und den Geraden g, der Schar.
Nennen Sie gegebenenfalls in Abhdngigkeit von a die Koordinaten des Schnittpunktes und be-
rechnen Sie den Schnittwinkel der entsprechenden Geraden.

g) Bestimmen Sie, fiir welchen Parameterwert a die Richtungsvektoren der Geraden g, und / zuein-
ander senkrecht stehen.
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2

Die Gerade /4, hat die Steigung 2 = 4. Damit sind alle positiven Steigungen
a

erfasst.

Die Steigung 0 lésst sich so nicht erfassen (selbst wenn man a = 0 zuliele, wiir-
de das bedeuten, dass P, mit dem Ursprung zusammenfillt und man keine Ge-
rade definieren kann). Also gehdrt die x-Achse nicht zu dieser Geradenschar.

Auch die y-Achse mit nicht definierter Steigung (bzw. der Steigung oo ) gehort
nicht zu der Geradenschar.

Bis auf die beiden Koordinatenachsen gehoren also alle Ursprungsgeraden zu
der gegebenen Geradenschar.

b)

Setzt man die Koordinaten des Punktes in die Definition der Geradenschar ein,
so erhdlt man das Gleichungssystem
—1==1+k-0
4=1+k-a
7=2+k-a’
Aus der 2. Gleichung folgt k-a =3.

Eingesetzt in die 3. Gleichung erhélt man 7=2+3-a,so dass a=3.

Eingesetzt in die 2. Gleichung erhélt man k=2.

-1 0
Eine Gleichung der gesuchten Geraden: x =| 1 +%- 2.
25
9

¢)

e Der gemeinsame Punkt ist durch den Stiitzvektor gegeben mit (-1 | 1 | 2).

e Alle Geraden der Schar liegen in der um eine Einheit ,,nach hinten* ver-
schobenen x,-x;-Ebene, da fiir alle Punkte dieser Geraden gilt: x; = —1.

10

d)

0

Alle Richtungsvektoren der Geradenschar haben die Form | a

2
a

Nach a) konnen so alle Richtungen in der unter b) beschriebenen Ebene erfasst
werden mit Ausnahme der Richtungen parallel zur x,-Achse und zur x;-Achse.

Geometrische Interpretation:

Alle Geraden in der um eine Einheit nach hinten verschobenen x,-x;-Ebene, die
durch den Punkt P (-1 |4 |7 ) verlaufen, gehdren zu der Schar mit zwei Aus-
nahmen:
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e die Gerade, die parallel zur x;-Achse und durch den Punkt P (-1 |1]2)
verlduft, sowie

e die Gerade, die parallel zur x,-Achse und durch den Punkt P (-1 |1]2)
verlauft,

gehoren nicht zu der Schar. 10| 15

e) | Die Punkte der Geradenschar mit £ = 1 haben die Ortsvektoren
-1 0

X=|1|+]| a
2 a’
Die Punkte (0 | a | @) liegen in der x,-x;-Ebene auf der Normalparabel mit
dem Ursprung als Scheitelpunkt. In der angegebenen Darstellung ist diese
-1
Normalparabel um den Vektor | 1 | verschoben (liegt also in der um eine
2

Einheit nach hinten verschobenen x,-x;-Ebene) und hat den Scheitelpunkt
S(-1]11]2). 10

f) | e Eine Gleichung der Gerade 4 durch die Punkte 4 und B lautet

-3 —3-1 -3 -4
hix=| 1 |+1 1-(=3) |=| 1 |+I:| 4 |, leR.
-5 —5—-(-7)) -5 2

e Durch Gleichsetzen der Terme von g, und 4

-3 4\ (-1 0
1 |+7-| 4 |=[ 1 |+k| a
-5 2 2 @

erhdlt man das Gleichungssystem

4.1 = =2
k-a - 41 = 0
k-a> — 21 = -7.
Aus der 1. Gleichung folgt / = —0,5. Eingesetzt in die 2. und 3. Gleichung
k-a=-2
folgt: .
k-a>=-8

Danach ergibt sich a =4 und k£ =-0,5.
D. h. nur die Gerade g4 schneidet die Gerade 4.
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Alle anderen Geraden g, sind also windschief oder parallel zu /4. Der Ver-
—4 0
gleich beider Richtungsvektoren | 4 | und | a | zeigt, dass sie fiir alle a
2 a?
linear unabhingig sind. Damit sind alle Geraden g,, a # 4, windschief zu 4.
e Schnittpunkt von g, und A:
Durch Einsetzen der eben ermittelten Ergebnisse / =4k =-0,5 ergeben sich
unmittelbar die Koordinaten des Schnittpunktes: (—1 | -1 | —6).
Zur Korrekturhilfe, falls gerechnet wird:
Durch Gleichsetzen
-3 —4 -1 0
1|+ 4 |=| 1 |+k-| 4
-5 2 2 16
erhdlt man das Gleichungssystem
-3-4.1=-1
1+4-1=1+4-k
—S5+2-1=2+16-k
[ =k=-0,5. Danach hat der Schnittpunkt der Geraden g, und h die Koordi-
naten (-1 | -1 | —6).
e Schnittwinkel:
Der Winkel oo zwischen den beiden Geraden ergibt sich aus dem Skalarpro-
dukt der beiden Richtungsvektoren zu
48
o = arccos| ———————— | = arccos(0,485) = 60,98°.
[V36 '\/272J 51201 10
g) | Die Richtungsvektoren der Geraden g, und % (siche Aufgabenteil f) stehen
senkrecht, wenn ihr Skalarprodukt gleich 0 ist, also 4-a+2-a* =0. Die Glei-
chung hat Losungen fiir @ = 0 und @ = — 2. Da a = 0 nicht im Definitionsbereich
von g, liegt, steht nur der Richtungsvektor der Geraden g , senkrecht auf dem
der Geraden /. 10
Insgesamt 100 BWE | 30 | 50 | 20
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LA/AG 2

1.2 Tribiinendach

Ein ebenes Tribiinendach ist, wie in der

Zeichnung angegeben, an zwei Ecken je

an einer Mastspitze befestigt, an den ande- =S
ren beiden Ecken ist es je an einem Kabel e
aufgehéngt. Die Kabel laufen iiber die S.
Spitze je eines Masts und dann zu einem
ebenen Boden. E,
Die vier MastfuBlpunkte heilen M, bis My,

die vier Eckpunkte des Daches E; bis £,.

Sowohl die MastfuBBpunkte als auch die B M;
Eckpunkte des Daches bilden je ein Recht- ’ M, B,
eck.

Die Mastspitzen heillen S bis S; und die vier Befestigungspunkte der Kabel auf dem Boden heillen B,
bis B4.

Die Punkte S, und £, bzw. S; und Fj sind identisch. Das Dach ist symmetrisch beziiglich der x;-x;-
Ebene. Folgende Punkte sind gegeben:

M;(0[-410)  E5(0]-4]5) S3(0]-415) B;(-21-6]0)
M, (8[-410)  E,(8|-4]3) S4(10]-619)  B4(10]-6]0)

a) Geben Sie die Koordinaten der Punkte mit den Indizes 1 und 2 an.

b) Berechnen Sie den Flacheninhalt des Daches.
Bestimmen Sie eine Gleichung der Ebene, in der das Dach liegt.

Wenn die Sonne genau in dieser Ebene steht, ist der Schatten der Ebene auf dem Boden eine Stre-
cke. Bestimmen Sie die Gerade auf dem Boden, in der der Schatten des Daches liegt.

¢) Berechnen Sie den Winkel zwischen dem Kabel von £, nach S; und dem Kabel zwischen S, und B,.

An den Mastspitzen S; und S sind jeweils starke (als punktférmig zu denkende) Lampen angebracht,
die in alle Richtungen leuchten.

d) Zunéchst ist nur die Lampe S, in Betrieb.

e Bestimmen Sie die Koordinaten der Eckpunkte des Schattens, den das Dach auf den Boden
wirft.

e Zeichnen Sie den Schatten in ein Koordinatensystem, das die x;-x,-Ebene darstellt.

e) Nun sind beide Lampen S; und S, in Betrieb.

e Begriinden Sie, dass es einen Bereich am Boden gibt, von dem aus keine der beiden Lampen
sichtbar ist.

e Bestimmen Sie diesen Bereich.
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I | I | III
a) | Aufgrund der vorausgesetzten Symmetrie lauten die Punkte
M (8]410) E (8]4]3) S$(10[6]9) B (10]6]0)
M (0]410) E(0]4]5) $(0[4]5)  Bx(-2]6]0) 10} 15
b) | Das Dach bildet nach Voraussetzung ein Rechteck. Seine eine Kante ist die
Strecke E E, , die andere die Strecke E,E, . Die Lingen dieser Strecken erge-
ben sich aus den Koordinaten der Punkte zu | E\E, | = 8 und | ELE, | = \/68 . Da-
mit ist der Flicheninhalt des Daches 4 = 8-/68 = 65,97.
Aus den Punkten E; bis E4 ergibt sich unmittelbar eine Parameterdarstellung
(koordinatenfrei) wie z. B. E : X =OFE, +k-E,E, +1-E,E, , k,le R also
0 0 8
E:x=|-4|+k-|8|+]-] 0|, k,leR.
5 0 -2
In Koordinatendarstellung ergibt sich parameterfrei z. B. E : x; + 4-x; = 20.
Gefragt ist nach dem Schnitt von E und der x;-x,-Ebene. Es muss also gelten:
x3 = 0. Der Schnitt der beiden Ebenen ist eine Gerade g: x; = 20 A x3 = 0 oder
20 0
g:Xx=|0 |+k-|1], keR
0 0 10| 10
c) o =2
Der Winkel o ergibt sich iiber das Skalarprodukt von S,E,=| 2 | und
—6
5 0 6-(-9
S,B,=| 0 | durch o= arccos [_4\/%_ 9)} = 25,24°.
-9 10
d) | Der Schatten ist die Projektion des Tribiinendachs von S; auf den Boden. Alle
Projektionspunkte auf dem Boden haben die x;-Koordinate Null und liegen auf
Strahlen, die von S4 ausgehen und durch den entsprechenden Dach-Punkt gehen.
Zunichst werden die Projektionspunkte P; bis P, zu den Dach-Eckpunkten £,
bis E4 ermittelt — als Beispiel hier fiir £, und Py:
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Die Projektionsgerade p, = S4E4 hat die Gleichung
10 -2
Dy iX=|—6|+k-| 2 |,keR".
9 -6

Damit ergibt sich £, (7]-3|0)

Analog ergeben sich P, (-12,5|-1,5/0), P, (—12,5/16,5/0) und
B (7]19]0). Diese vier Punkte bilden ein Trapez, dessen beide parallele Seiten
ihrerseits parallel zur x,-Achse sind.

Da die geraden Randstrecken der Tribiinendachs ihrerseits wieder auf Geraden
auf dem Boden abgebildet werden, hat der Schatten die Form eines Trapezes mit
den angegebenen Eckpunkten:

° 3

M, M,
D
4

g

M, oM,

"

B vX%

Das Einzeichnen der Mastfufipunkte M, ..., M, und der Mastspitze S, ist nicht
verlangt. 51201 5
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e) | Ein mogliches Argument nutzt die Symmetrie des Triblinendachs aus:
Der Schatten von S ist auf dem Boden zum Schatten von S, symmetrisch beziig-
lich der x;-Achse.

Also miissen alle Punkte auf dem Boden bzw. Teilflachen der beiden Schatten-
flichen, die jeweils ,diesseits™ der x;-Achse sind, im Schatten beider Lampen
liegen.

Fiir die Lampe in S} ergibt dies (vergleiche Grafik) das Trapez mit den Eckpunk-
ten

P, (7]-3]0), P, (-12,5|-1,50), H,(—12,5]0|0) und H, (7]0]0)

Mit dem Symmetrieargument ergibt dies fiir den Kernschatten das Trapez mit
den Eckpunkten

P, (7|-3]0), P, (-12,5|-1,5]0), B'(—12,5/1,5]0) und P,'(7|3]0). s 1 10

Insgesamt 100 BWE | 25 | 60 | 15
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Stochastik 1

lll.1 Gepackaufgabe

Auf einem bestimmten Flughafen geben die Passagiere an den Schaltern Gepack auf. Die Gepéackstii-
cke bekommen jeweils einen Anhdnger mit einem Strichcode auf Papierautklebern, der den Zielflug-
hafen angibt. Alle an den verschiedenen Schaltern aufgegebenen Gepickstiicke laufen iiber viele For-
derbénder und schlieBlich zum Code-Lesegerit, durch das dann die Stiicke einzeln auf die richtigen
Flugzeuge verteilt werden sollen. Auf dem Weg zum Lesegerit werden aber einige Anhdnger ver-
knickt oder verschmutzt, so dass dann diese Gepéckstiicke vom Lesegerét nicht der richtigen Maschi-
ne zum Zielflughafen zugewiesen werden. Der Anteil der fehlgeleiteten Gepiackstiicke hat sich iiber
lange Zeit im Mittel als stabil gezeigt und betrigt ca. 3,5 %.

Rechnen Sie in dieser Aufgabe mit exakt 3,5 % .

a) Begriinden Sie, warum man die ZufallsgroBe X, die die Anzahl der vom Code-Lesegerit fehlgelei-
teten Gepackstiicke zihlt, als binomialverteilt annehmen kann.

b) Fiir eine Fokker F27 werden 45 Gepéckstiicke aufgegeben.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten fiir folgende Ereignisse:

o Alle 45 Gepackstiicke finden durch das Lesegerit ihre richtige Maschine.
e Genau 2 der 45 Gepickstiicke werden fehlgeleitet.

e Hochstens 4 der 45 Gepackstiicke werden fehlgeleitet.

e Es werden mehr als 4 der 45 Gepéckstiicke fehlgeleitet.

¢) Die Flughafengesellschaft rechnet mit Kosten von 70 € pro fehlgeleitetem Gepéckstiick.
Um ihre Gesamtkosten in diesem Bereich zu vermindern, werden die Anhdnger verbessert. Da-
durch werden nur noch 0,5 % der Gepéckstiicke vom Code-Leser fehlgeleitet. 3 % der Gepackstii-
cke werden als unleserlich ausgesondert. Diese ausgesonderten Stiicke werden dann von einem
Angestellten weiter bearbeitet. Dieser kann 80 % der ausgesonderten Stiicke richtig zuordnen. Die
restlichen Stiicke bleiben am Startflughafen und werden erst auf Suchantrag zugestellt.
Eine Priifung durch den Angestellten kostet 10 €, eine Zustellung nach Suchantrag insgesamt
100 €.
Berechnen Sie die dadurch erreichte Minderung der erwarteten Kosten pro Koffer.

Fortsetzung néchste Seite —
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d) Die Wahrscheinlichkeit, dass ein fehlgeleitetes Gepackstiick innerhalb eines Monats tiberhaupt
nicht wieder auffindbar ist, betrdgt nur ca. 0,02 %. Wir nennen einen solches Gepéackstiick
., Verlustkoffer®.

Monatlich fliegen von dem Flughafen im Schnitt 8.000 Passagiere mit ca. 12.000 aufgegebenen
Gepéckstiicken nach Boston.

Die folgenden Fragen beziehen sich nur auf diese Flugstrecke.
(Verwenden Sie, wo moglich, die anliegende Tabelle.)

e Begriinden Sie, dass man fiir die Anzahl der Verlustkoffer unter den innerhalb eines Jahres auf-
gegebenen Koffern eine Poisson-Verteilung mit dem Erwartungswert = 28,8 annehmen kann.

e Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass unter den in einem Jahr aufgegebenen Gepéackstii-
cken tatsdchlich genau 29 Verlustkoffer auftreten.

e Da fiir jeden Verlustkoffer Entschidigungszahlungen in (mittlerer) Hohe von 400 € geleistet
werden miissen, mochte sich die Flughafengesellschaft gegen hohe Entschiadigungssummen
versichern. Um die Versicherungspramie gering zu halten, wird die Entschiadigungssumme ei-
nes Jahres nur dann versichert, wenn Sie 12.000 € iibersteigt.

Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass dieser Fall eintritt?

e Bei einem Gesamtschaden im Jahr von iiber 12.000 € zahlt die Versicherungsgesellschaft
den Betrag, der 12.000 € iibersteigt.
Mit welchem Betrag an Schadenszahlung pro Jahr muss die Versicherungsgesellschaft im
Durchschnitt rechnen?

Ma2-LKLM-AT Seite 30 von 37



Freie und Hansestadt Hamburg
Behdrde fiir Bildung und Sport

Abitur 2005

Lehrermaterialien zum Leistungskurs Mathematik

Anlage zur Aufgabe ,,Gepackaufgabe“:

Ma2-LKLM-AT

Daten zur Poisson-Verteilung

u=28,8
P o U o W T
o 1/ — 1
23 0,1615 3,3776
24 0,2146 4,6518
25 0,2758 6,1809
26 0,3435 7,9424
27 0,4158 09,8936
28 0,4901 11,9748
29 0,5639 14,1156
30 0,6348 16,2415
31 0,7006 18,2824
32 0,7599 20,1785
33 0,8116 21,8850
34 0,8554 23,3743
35 0,8915 24,6358
36 0,9203 25,6738
37 0,9427 26,5043
38 0,9597 27,1507
39 0,9723 27,6405
40 0,9813 28,0023
41 0,9877 28,2628
42 0,9921 28,4458
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]I |1
a) | Es werden nur zwei Ergebnisse unterschieden: Ein Gepackstiick wird der richti-
gen Maschine zugewiesen oder nicht.
Der Anhdnger kann zum Beispiel gleich beim Anbringen versehentlich ver-
knickt werden. Fillt das Gepackstiick ungilinstig auf das Forderband oder ist
dieses an einer Stelle verschmutzt, kann die Lesbarkeit des Anhdngers ebenfalls
beeintrachtigt werden. Auf eine Abhéngigkeit kann hieraus wohl nicht geschlos-
sen werden, so dass man den Transport von n Gepackstiicken vom Einchecken
bis zum richtigen Flugzeug als Bernoulli-Kette der Lange n ansehen kann. 15
b) | Die Wahrscheinlichkeit fiir genau & Treffer in einer Bernoulli-Kette der Lénge n
n _
mit der Trefferwahrscheinlichkeit p betrigt P(X = k)= [kj D a-pnk,
Sieht man fehlgeleitete Gepéackstiicke als ,,Treffer” an, so berechnet man die
gesuchten Wahrscheinlichkeiten mit p = 0,035.
Kein Gepickstiick fehlt: k=0
n=45k=0: P(X=0)=0,965%=0,201.
Genau zwei Gepickstiicke sind fehlgeleitet: k=2
45 2 43
n=45k=2: P(X=2)= 5 0,035°-0,965" =0,262.
Hochstens vier Gepéckstiicke sind fehlgeleitet: k=0, 1, ... 4
Zwei der fiinf Summanden sind bereits bestimmt.
P(X =1)=45-0,035-0,965" = 0,328,
45 3 )
P(X=3)= 3 -0,0357-0,965™ = 0,136
45 4 41
P(X=4)= 4 -0,0357-0,965" = 0,052 .
Insgesamt erhalt man also P(X <4)=0,979 .
Dieser Wert ergibt sich als Summe der oben genannten gerundeten Werte, wenn
man den exakten Wert auf 3 Nachkommastellen rundet, erhdlt man 0,980.
Mehr als vier Gepackstiicke sind fehlgeleitet:
Dies ist ersichtlich das Gegenereignis zum gerade betrachteten Ereignis.
P(X>4)=1-P(X<4)=1-0,979=0,021
(Analog erhdlt man dieselben Ergebnisse, wenn man ein richtig transportiertes
Gepickstiick als ,, Treffer* interpretiert. ) 20
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I | I | III
c) | Die Fluggesellschaften rechnen zuniachst mit £(¥;) = 70 € - 0,035 = 2,45 € Kos-
ten pro aufgegebenem Gepackstiick.
Nach der Verbesserung ihrer Lesegerite gilt:
Y, 0 10 70 110
Wahrscheinlichkeit | 0,965 | 0,024 | 0,005 | 0,006
und man erhélt: £(Y,) = 1,25 €. Die zu erwartende Kostenminderung betragt
mithin 1,20 € pro Gepickstiick. 5115
d) | Nimmt man die Anzahl Z der Verlustkoffer innerhalb eines Jahres als binomial-
verteilt an, so ist, da n > 100 und p < 0,01, die Poisson-Verteilung eine gute
Néherung. Fiir ein Jahr ergibt sich:
u=E(Z)=12-0,0002-12000 = 28,8.
k=29
k
Mit Hilfe der Ndherungsformel von Poisson P(Z =k) = Lﬂ . % direkt oder
e !
durch Differenzbildung zweier kumulierter Werte aus der Tabelle erhilt man:
P(Z=29)=(0,5639—-0,4901)=0,0738= 0,074 .
Bei 30 Verlustkoffern ist die Entschadigungssumme von 12 000 € zu zahlen. Die
gesuchte Wahrscheinlichkeit ist also P(Z > 30).
Mit Hilfe der Tabelle erhilt man
P(Z>30)=1-P(Z<30)=1-0,6348 = 0,365
Der Erwartungswert ﬁir die Schadenzahlung betréigt'
400 — 2(1 30) £ = 400 (Zz )
¢ 5 = =
~400-[(28,8— 16,2415) -30-(1- 0,6348)] = [12,5585 —10,956]-400 =641. 20 | 25
Insgesamt 100 BWE | 25 | 50 | 25
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Stochastik 2

1.2 Wahlen

Eine Grof3stadt hat 523.740 wahlberechtigte Einwohner.

a)

b)

d)

Nach der letzten Stadtratswahl wurde die Wahlbeteiligung analysiert. Dabei wurde die wahlbe-
rechtigte Bevolkerung in drei Gruppen eingeteilt:

Gruppe I:  157.122 Wahlberechtigte, die jiinger als 35 Jahre sind,
Gruppe II: 235.683 Wahlberechtigte im Alter von 35 Jahren bis 65 Jahren,
Gruppe I1I: 130.935 Wahlberechtigte, die dlter als 65 Jahre sind.

Die Wahlbeteiligung betrug 87 % in der Gruppe I, 82 % in Gruppe II und 65 % in Gruppe IIL
Bestimmen Sie die Wahlbeteiligung insgesamt.

Ermitteln Sie Wahrscheinlichkeit dafiir, dass man bei einer zufilligen Auswahl von 100 Personen
aus dem Personenkreis der liber 65-jdhrigen mehr als 30 und weniger als 40 Personen findet, die
nicht an der Wahl teilgenommen haben.

(Sie konnen eine Binomialverteilung annehmen, weil die Zahl 100 sehr klein gegeniiber der Ge-
samtzahl in dieser Gruppe ist.)

Bei der bevorstehenden Wahl erhofft sich die Partei G die absolute Mehrheit. Um nicht unnétig
einen teuren Wahlkampf zu fiithren, beschlief3t sie, ihre Chancen durch eine repriasentative Umfra-
ge untersuchen zu lassen. Falls man aufgrund des Ergebnisses einen Stimmenanteil von mehr als
55 % aller Wahlberechtigten erwarten kann, will sich die Partei einen aufwéndigen Wahlkampf
sparen.

Ein Amateurstatistiker erldutert den Parteistrategen:

»Wir befragen reprasentativ 200 wahlberechtigte Personen. Die Hypothese, dass Sie einen Stim-
menanteil von hdchstens 55 % erwarten konnen, wird mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von
hochstens 5 % erst dann abgelehnt, wenn sich unter den 200 Befragten mindestens 123 fiir Sie ent-
scheiden, anderenfalls empfehle ich weitere WahlkampfmaBnahmen.*

e Zeigen Sie, dass die Zahl von 123 Personen korrekt bestimmt ist.

e Bestimmen Sie unter der Annahme, dass die Partei G zu diesem Zeitpunkt einen Stimmenan-
teil von 60 % bekdme, die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass dennoch ein aufwindiger Wahl-
kampf gefiihrt wird. Interpretieren Sie dieses Ergebnis.

In Deutschland gilt fiir Bundes- und Landtagswahlen die 5-Prozent-Klausel.

Die Partei Q erhofft den Einzug in den Landtag. Sie geht von hochstens 80 % Wahlbeteiligung
aus, braucht also nur 4 % der Stimmen aller Wahlberechtigten. Um ihre Chancen einschétzen zu
konnen, beauftragt sie deshalb ein Wahlforschungsinstitut.

Eine typische reprisentative Umfrage eines Wahlforschungsinstitutes umfasst 1100 wahlberech-
tigte Personen.

Die Partei Q erhdlt vom Wahlforschungsinstitut das Ergebnis mitgeteilt, dass 5,4 % der befragten
Personen die Partei Q wéhlen und auch zur Wahl gehen wiirden.

Ermitteln Sie: Kann die Partei Q aufgrund dieser Umfrage mit 95-prozentiger Sicherheit damit
rechnen, ins Parlament einzuziehen?
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Erwartungshorizont

Zuordnung,

Losungsskizze Bewertung

I | II| Il

a) | Die prozentualen Anteile unter allen Wahlberechtigten betragen 30 % fiir Grup-
pe L, 45 % fiir Gruppe Il und 25 % fiir Gruppe 111

Daraus ergibt sich mit 0,3-0,87 +0,45-0,82+0,25-0,65=0,7925

eine Wahlbeteiligung von insgesamt 79,25 % . 10

b) [n=100,p=0,35.
X bezeichne die Anzahl der Nichtwéhler in dieser Stichprobe.
Gesuchtist P(31< X <39).

Es ist mithsam, aber durchaus moglich, diese Wahrscheinlichkeit schrittweise

mit Hilfe der Formel P(X =k )= (Zj p* (1= p)"™" auszurechnen.

Da fir o=4n-p-(1-p) hier gilt:c=4100-0,35-0,65=+/22,75 >3, kann
jedoch die Binomial- durch die Normalverteilung approximiert werden. Mit
Hilfe der Integralen Ndherungsformel von Moivre und Laplace folgt mit Inter-
polieren:

P(31SX339).~,<1>[3935—35J_¢[30,5—35]:2¢( 4.5 ]_1

\22,75 22,75 22,75
=2-9(0,943)-1=2-0,8272-1=0,6544 = 65,4%.

In einigen Biichern, wie auch in der genehmigten Tafel wird die Formel von
Moivre-Laplace ohne die Korrektur mit 0,5 angegeben. Entsprechende Rech-
nungen sind natiirlich auch als richtig anzusehen. 20

c) |Es handelt sich um das einseitige Testen einer Hypothese.

Getestet wird Hy: p <0,55.

Die Hypothese H, wird abgelehnt und der Wahlkampf nicht intensiviert, wenn,
die Anzahl Y der Wihler unter den 200 Befragten hinreichend groB ist.
Genauer: Es wird eine mdglichst kleine natiirliche Zahl N bestimmt, so dass
unter der Annahme, dass H, richtig ist, die Wahrscheinlichkeit P(Y > N) kleiner
oder gleich 5 % ist. Da H, eine zusammengesetzte Hypothese ist, miissen wir
abschétzen und nehmen an, dass p =0,55. Aullerdem approximieren wir die

jetzt angenommene Verteilung von Y durch eine Normalverteilung mit

4=110 und 0 =+200-0,55-0,45 =7,036.

Dem Tafelwerk entnimmt man:
P(Y<Su+1,64-0)=95% Also
P(Y<121.5)=95% bzw. P(Y >121.5)=5%.

Also muss N = 122 gewdhlt werden, d.h. H, wird abgelehnt, wenn sich mindes-
tens 123 Personen fiir die Partei G entscheiden.
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II

III

Fehler 2. Art:

Die Partei G fiihrt unnétig einen aufwendigen Wahlkampf, begeht also einen
Fehler 2. Art, wenn unter der Annahme, dass p = 0,6 das Ergebnis der Umfrage
nicht im Ablehnungsbereich von Hy liegt, wenn also ¥ <122 . Zu berechnen ist

deshalb P(Y <122).Mit =120, o= /48 >3 und der Integralen Néherungs-
formel folgt:
122-120+0,5

N

P(YSI22):Q>( J:CI)(O,3608):64,1%.

Interpretation:

Dass dieser Fehler 2. Art so gro83 ist, verwundert nicht, da p nur geringfiigig
groBer als 55 % ist. Der Annahmebereich von H,, also das Intervall [0 ; 122],
endet erst mehr als eine Viertel Streuung rechts vom Erwartungswert 120 fiir
p=0,6.

Waichst p, so ,,wandert* der Erwartungswert nach rechts aus diesem Intervall
heraus, der Fehler 2. Art wird kleiner.

Auf die Situation der Partei G bezogen bedeutet dies sehr nachvollziehbar:

Je mehr Wihler sie unter allen Wahlberechtigten hat, desto unwahrscheinlicher
wird ein Umfrageergebnis, dass sie unnotig in einen aufwéandigen Wahlkampf
zwingt.

10

25

10

d)

Wie dieses Konfidenzintervall bestimmt wird, ob als so genanntes grobes, ech-
tes oder Ndiherungs-Konfidenzintervall , hangt vom vorangegangenen Unterricht
und entscheidend vom verwendeten Lernbuch ab. In der Darstellung muss das
Verstandnis fiir die gewahlte Vorgehensweise deutlich werden. Die Korrektoren
sollten auch tolerant sein gegeniiber Formulierungen, die den Unterschied zwi-
schen den Begriffen ,,Sicherheit* und ,,Wahrscheinlichkeit* verwischen.

Wir geben hier die drei genannten Varianten an.

Zunéchst bestimmen wir ein zur zuféllig gefundenen empirischen relativen Hau-
figkeit R = 0,054 symmetrisches Intervall, das den gesuchte Wert p nur mit un-
gefdhr 90 % Wahrscheinlichkeit einschlieft, dann ist die Wahrscheinlichkeit,
dass dieses Intervall rechts von p liegt ungefahr 5 %. Nur in diesem letzten Fall,
wiirde das Institut die gestellte Frage félschlich bejahen.

Jp-(1-p)
In

Es muss dann gelten: |0,054 - p| =1,64

Grobes Konfidenzintervall:

Man schétzt /p-(1— p) nach oben durch % ab und setzt n =1100.

Dann gilt: P(|R—p|<0,025)=290 % .

Bei dieser Abschétzung kann die Partei also mit mindestens 95 % Wahrschein-
lichkeit nur damit rechnen, mindestens 2,9 % der wahlberechtigten Stimmen zu
bekommen. Die gestellte Frage ist so zu verneinen.
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Niherungs-Konfidenzintervall:
Man schétzt /p-(1— p) durch \/0, 054-(1-0,054) = 0,227 ab und setzt
n=1100.
Dann gilt P(|R—p|<0,011)=90 %
Dann kann bei dieser Abschétzung die Partei also mit mindestens 95 % Wahr-
scheinlichkeit damit rechnen, mindestens 4,3 % der wahlberechtigten Stimmen
zu bekommen. Die gestellte Frage ist zu bejahen.
Echtes Konfidenzintervall:
Man 16st die quadratische Gleichung:
| p—0,054|=1,64-, /% nach p auf und erhilt als Losungen zwei extre-
me Moglichkeiten fiir p also das Intervall [0,044 , 0,066]
Nach dieser Rechnung kann die Partei mit ungefiahr 95 % Wahrscheinlichkeit
damit rechnen, mindestens 4,4 % der wahlberechtigten Stimmen zu bekommen.
Die gestellte Frage ist zu bejahen. 10 | 15

Insgesamt 100 BWE | 20 | 55 | 25
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