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Lehrermaterialien zum Leistungskurs Mathematik

ANALYSIS 1

.1 Kettenlinie
Bei vielen technischen Problemen treten Kombinationen von Exponential funktionen auf. Zwei von
ihnen, die besondere Namen tragen, sollen hier ndher betrachtet werden.

Sinus hyperbolicus: f,(X) =sinh(x) := % (ef—e™)

Cosinus hyperbolicus: f,(x) = cosh(x) := % (e +e)

a) Untersuchen Sie die Funktionen sinh und cosh auf Nullstellen, Symmetrien und Asymptoten.
Zeichnen Sie die Graphen dieser beiden Funktionen in ein gemeinsames K oordinatensystem ein
(-3<x<3). 20P

b) Die Namen dieser Funktionen erinnern nicht zuféllig an die Funktionen Sinus und Cosinus; es gibt
formale Ahnlichkeiten.

Zeigen Sie:

« cosh?(x)—sinh?(x) =1

o« f1)="1,(x) und f,(x)="f(X)

 sinh und cosh erfllllen die Differentialgleichung  f”— f =0.

Geben Sie jeweils die entsprechenden Beziehungen fir die Funktionen Sinus und Cosinus an.
10P

Spannt man ein Seil (oder eine Kette) zwischen zwei gleich
hohen Turmen auf, so folgt seine Linie der so genannten I I
Kettenlinie y=k(x) =a-cosh(b-x) mita, b> 0.

¢) Begrinden Sie, dass a dabei die Hohe des tiefsten Seil- - —
punktes tiber der Grundebene ist. I I
Untersuchen Sie, wie sich die Kettenlinie dndert, wenn
sich bei festgehaltenem a der Parameter b vergrofert.

10P

d) Ein Seil wird zwischen zwei jeweils 117,8 m hohen Tilrmen gespannt. Die Turme sind 150 m
voneinander entfernt. Das Seil hat in der Mitte einen Bodenabstand von 80 m.

+ Weisen Sie nach, dass die Kettenlinie fir dieses Seil der Gleichung k(x) =80- cosh(0,0125- x)
folgt.
» Berechnen Sie den Winkel zwischen Seil und Turm am Befestigungspunkt des Seils.

» Untersuchen Sie, wie sich die Parameter a und b sowie der eben berechnete Winkel andern,
wenn man das Seil straffer spannt. 2P
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€) Bestimmen Sie die Lange des bereits betrachteten Seils zwischen den Tirmen. (Es folgt der Funk-
tion mit der Gleichung k(x) =80-cosh(0,0125- x).)

Hinweis: Fir eineim Intervall [c; d] stetig differenzierbare Funktion f berechnet sich die Bogen-

d
lange | des Graphen von f tiber [c; d] durch | =_[,/1+( f’(x))zdx. 20P

f) Man kann k durch eine einfache quadratische Funktion p annéghern, z. B. durch
p(x) =80+ 0,00672- x2. Um eine hinreichend genaue Naherung fir das gegebene Problem zu er-

reichen, sollte die Differenz der Seilhthen, die durch p(x) und k(x) berechnet werden, zwischen
den Turmen nie einen halben Meter Uberschreiten.

A’
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diff(x) = p(x) - k(x)
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Entscheiden Sie, auch mithilfe der obigen Abbildung, ob p in diesem Sinn hinreichend genau ist,
und ermitteln Sie gegebenenfalls eine Verbesserung der quadratischen Naherungsfunktion.
Beurteilen Sie die erreichte Verbesserung. 2P
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Sinus hyperbolicus:

%(e’q’ —e%)=0=e®=e =™ =1=x,=0, Nullstellebei x, =0.

Da sinh(—x) =0,5- (e * —e*) =—sinh(x) , ist Sinus hyperbolicus eine ungerade
Funktion und sein Graph damit zum Ursprung punktsymmetrisch.

Mit X — o geht e — 0, und damit gilt sinh(x) — 0,5-€*.

Cosinus hyperbolicus:

Keine Nullstelle, dader Term in der Klammer als Summe zweier positiver Zah-
len immer positiv ist.

Da cosh(—x) =0,5- (e + €) = cosh(x) , ist der Cosinus hyperbolicus eine gera-
de Funktion und sein Graph damit zur y-Achse spiegel symmetrisch.

Mit X — e geht € — 0, und damit gilt cosh(x) — 0,5-€*. Aufgrund der Ge-
radheit des cosh ist dies auch die Asymptote flir x — —oo .

Graphen der Funktionen:
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(I
b) | Nachrechnen liefert:
. 2 2
+ cosh?(x)—sinh2(x) = 0,52((eX +e*) —(ef-e7) )
=0,25-(2+2)=1.
* sinh'(x)=0,5-(e*+e*)=cosh(x) und
cosh'(x) =0,5-(e* —e ™) =sinh(x) .
» Die beiden hyperbolischen Funktionen sind damit mit ihrer 2. Ableitung
identisch. Damit sind sie Ldsungen der angegebenen Differential -
gleichung.
Fur die Winkelfunktionen gilt (Tafelwerk!)
* C0S3((X)+sin¥(x)=1.
e sin(x)=—cos(x) und cos(x) =-sin(x).
Die beiden Winkelfunktionen sind damit mit ihrer 4. Ableitung identisch.
» Die entsprechende Differentialgleichung lautet damit f "+ f =0. 51| 5
C) | Mit der Beachtung der Symmetrie der Kettenlinie und der Tatsache, dass das
Seil in der Mitte am tiefsten hangt:
k(0)=a-cosh(b-0)=a-0,5-(2¢°) =a-0,5-2=a.
Diesist das gewtinschte Resultat.
Wenn bei festgehaltenem a der Parameter b vergréfzert wird, so andert sich bei
x = 0 nichts. Der Tiefpunkt der Funktion bleibt also erhalten. Fir grofere x-
Werte vergrofdern sich der Betrag der Argumente in der Exponentialfunktion.
Da €* im Wesentlichen den Funktionswert bestimmt, weil € fiir groRe
x-Werte sehr kleinist, wird auch der Funktionswert gréfer:
Der Graph wird bel gleichem Minimum nach beiden Seiten steiler; er erreicht
bei festgehaltenem x grofere Hohen. 10
d) |+ Mitdem gegebenen Bodenabstand in der Mitte ergibt sich sofort a==80.
Einsetzen liefert: 80-0,5-(e”*#™ + e °%*™) ~117,808.
Da vorausgesetzt war, dass es sich um eine Kettenlinie handelt, ist damit alles
gezeigt.
» Der Winkel ergibt sich aus der Steigung der Kettenlinie an der Stelle x = 75:
k'(75) =80-sinh(0,0125- 75) - 0,0125~1,08099.
Damit ergibt sich das Winkelmal3 zu o = 90° — arctan(k '(75)) = 42,77° .
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(I

» Wenn das Seil straffer gespannt wird, so hangt esin der Mitte hoher. Also

waéchst der Parameter a.

Da zugleich das Hohenwachstum zwischen Mitte und Tirmen abnimmt, muss

(mit dem Ergebnis von c) oder z.B. durch Nachrechnen an einem Beispiel)

der Parameter b abnehmen.

Dadas Seil ,,waagerechter” in den Aufhangungspunkten ankommt, wird der

Winkel groRer, bleibt aber unter 90°. 5115

€) | Dahier k'(x)=(80- cosh(0,0125- x))'=sinh(0,0125- x), ist
J1+ (K'(X))? = cosh(0,0125- x) . Damit ergibt sich
75
| =2 [ cosh(0,0125- x)dx = 2-80- [sinh(0,0125- X) |,
0
~172,96
Das Seil ist also fast 173 m lang (und damit etwa 23 mlanger als die direkte
Verbindung zwischen den Aufhangungspunkten). 15| 5
f) | Sel diff (X):= p(X) —k(X) . Gefragt ist, ob der Betrag von diff im Intervall

[ 0, 75] immer unter 0.5 bleibt.

Ersichtlich ist diff(0) = 0 und diff (75) = 0. Weiter erkennt man an der Skizze,
dass etwaim Intervall [37 , 65] die Genauigkeit nicht ausreicht.
Soist z.B. diff (50) = 0,66 - hier ist die maximale Abweichung also weit Uber-

schritten.

(Die Methode, diff abzuleiten, dann z.B. mit dem Newton-Verfahren die Nullstel-
le der Ableitung zu finden — diese Extremstelle liegt bel x. = 53,15 —und

schliefdlich den Funktionswert an dieser Stelle zu bestimmen — er betrégt etwa
0,669, ist ebenso sinnvoll.)

Zur Verbesserung der Naherung gibt es mehrere Méglichkeiten.

e Zunachst kann man die beiden Parameter von p verandern.
Leicht einzusehen ist, dass die veranderte quadratische Funktion p; mit
p,(X) =79,7+0,00672x? die Differenzfunktion einfach um 30 cm nach un-

ten schiebt; damit bleibt das Maximum der Differenz mit knapp 40 cmim ge-
nugenden Bereich, wahrend in der Mitte (mit =30 cm Differenz) und am Rand
(mit -31 cm Differenz) ebenfalls noch eine gentigende Genauigkeit erreicht
wird. Allerdings stimmt p; mit k gerade an den ,,empfindlichen” Stellen nicht
mehr so gut Uberein.
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+ Madchte man die Ubereinstimmung bei x = 0 erhalten, so muss der Koeffizient
des quadratischen Terms verandert werden — genauer gesagt, er muss kleiner
werden. Aber Vorsicht! Hiermit wird der ,, gendherte’ Aufhdngungspunkt am
Turm nach unten verlegt! Deswegen ist der Raum fir die Anpassung klein.
Die folgende Abbildung zeigt die Differenz fir p,(x) =80+ 0,00664x2:

0.4

0.2

10 20 30 40 50 60 0
-0.2 1

-0.4 r

» Ebenso sinnvoll ist es, statt einer Funktion 2. Grades eine gerade Funktion 4.
Grades zu verwenden und hier z.B. x =0, x =50 und x = 75 als Stiitzstellen zu
verwenden. Bei diesen Stitzstellen ergibt sich fir die Naherungsfunktion
(durch Lésung des zugehdrigen 2 x 2 LGS)

p,(X) =80+0,006244 - x* +8,49-10° - x* .

Diese Funktion weicht Ubrigens um héchstens 6 mm von der Kettenlinie ab.
Generell ist die Kettenlinie durch eine ganzrationale Funktion 4. Grades deut-
lich besser zu néhern!

Hinweis: Die Aufgabenstellung verlangt nicht die Angabe mehrerer Verbesse-
rungsmoglichkeiten fiir die Naherung von k. Auch die,, einfachste” Lésung ist,
wenn sie denn richtig begrindet ist, eine vollstandige Aufgabenl 6sung.

Insgesamt 100 BWE

20|60 | 20
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ANALYSIS 2
[.2 Hecken
s L . c-e
Fir jedes c= 0 ist eine Funktion f, gegebendurch f (X) = ——— , xell .
(eX + 10)

a) Berechnen Siedie Schnittpunkte des Graphen von f_mit den Koordinatenachsen.

Untersuchen Sie den Graphen von f. auf Extrempunkte.

Hinweis. Argumentieren ohne die zweite Ableitung ist mdaglich.

Entscheiden Sie, fur welches ¢ Hochpunkte vorliegen.

Geben Siec so an, dass H (In10|11) Hochpunkt des Graphenvon f_ ist. 2P

b) Im Koordinatensystem in der Anlage sind der Graph der Funktion f4 und der Graph der Funktion
gmit g(x) =40-e " eingezeichnet. Bestimmen Sie den Schnittpunkt der Graphen von f,,, und g.

Zur Kontrolle: Fur die Schnittstelle xs gilt x, = In(1+ \/1_1) ~1,46. 10P

Fur eine grof3e Zierhecke pflanzt eine Landschaftsgértnerin verschiedene Stréucher der Sorten F und
G in einer Reihe abwechselnd ein. Zum Zeitpunkt des Pflanzens sind die Straucher jeweils

4 Dezimeter hoch. Die Funktionen f,,, und g beschreiben vereinfachend die momentanen Wachs-
tumsgeschwindigkeiten der Straucher F und G (in Dezimeter pro Jahr) in Abhangigkeit von der Zeit x,
gemessen in Jahren ab dem Zeitpunkt des Einpflanzens.

c) Ermitteln Sie die Stammfunktionen F und G, die die Strauchhthen der Sorten F bzw. G in Abhan-
gigkeit von der Zeit x darstellen.
Hinweis: Die Substitution u=€* +10 kann hilfreich sein.
Berechnen Sie die Strauchhdhen beider Sorten zum Zeitpunkt gleicher momentaner Wachstums-
geschwindigkeiten. 5P

Arbeiten Siein jedem Fall mit folgenden Funktionen fir die Strauchhdhe weiter:

Sorte F: F(x):L, Sorte G: G(x)=44—40-¢ " .
10-e *+1
d) Begriinden Sie, dass beide Straucher nach 8 Jahren al's ausgewachsen gelten. 15P

€) Vergleichen Sie das Wachstumsverhalten beider Sorten (Wachstumsgeschwindigkeit und Hohen-
entwicklung). Weisen Sie nach, dass die beiden Sorten zu jenem Zeitpunkt den groften Hohenun-
terschied aufweisen, an dem sich die Graphen der Funktionen f,,, und g schneiden. 20P

f) Dierelative Wachstumsgeschwindigkeit w ist definiert als Quotient aus der momentanen Wachs-
tumsgeschwindigkeit eines Strauches und seiner Hohe.
Ermitteln Sie fUr beide Strauchsorten W(x) und stellen Sie die Funktionsterme mdglichst einfach

dar. 10P
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| [ I
a) | Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen:
Mit der x-Achse gibt es keinen Schnittpunkt, da der Zahler nie Null wird.
Schnittpunkt mit der y-Achse: Durch Einsetzen S, (0] ;).
Extrempunkte:
Ableiten liefert
X X 2 X X X
Fi(x) = c-€-(e"+10)°—c-¢€ -42~(e +10)-e
(e +10)
_c-e*-(e"+10-2€")
a (e +10)°
c-e
=———-(10-¢€").
(10+ e*)s ( )
Die einzige Nullstelle dieser Funktion liegt bei x. =1n10~2,30.
Wegen der Monotonie der Exponentialfunktion ist dies eine Durchgangsnullstel-
le, deswegen handelt essich bei E [In10|4£0j um einen Extrempunkt.
SHbstverstandlich ist auch eine Argumentation mit f”(In10)=— 8—100 = 0 moglich.
Fallunterscheidung:
Fur ¢ > 0 gilt: Nenner ist positiv, c-€* >0, 10— e* monoton fallend, Vorzei-
chenwechsel + — —. E ist somit Hochpunkt.
Fur c < 0 gilt: Nenner ist positiv, ¢c-€* <0, 10—¢e* monoton fallend, Vorzei-
chenwechsel — — + . E ist somit Tiefpunkt.
Der Graph besitzt den Hochpunkt E,, (In10]11) fur ¢ = 440. 10 | 10
b) | Schnittpunktbestimmung:
&ezz 40-€ < 440-€* =40- (" +10)° < 11-e™ =™ +20e* +100
(e" +10)
& €4 -2.¢-10=0.
Nach Substitution z=¢€* erhélt man die quadratische Gleichung z> —2z-10=0
mit den Lsungen z, =1++/11 und damit e =1++/11. Da €* nicht negativ
sein kann, lautet die einzige Schnittstelle x, = In(Jﬁ+1) ~1,46.
Damit ist f (In<\/1_1+1):4\/1_1—4% 9,27.
Die Graphen schneiden sich in (In(v11+1) | 411 4) bzw. S(1,46 | 9,27). 10
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| [ | Il
¢) | Berechnung der Stammfunktionen von f:

Substitution: u(x)=€*+10 & €‘=u(x)-10, du=€‘dx < dx:%

Damit folgt fur das unbestimmte Integral
440¢" 440-(u-10) 440 440
fu0(X)dx= dx= du= du=-—""4
.[ w (%) I(ex+1o)2 J.u2~(u—10) juz q G

w0
e +10 '

Bemerkung: Dass die angegebene Sammfunktion von f wirklich eine solche ist,
kann durch Ableiten oder durch Umrechnung entsprechend zu a) gezeigt wer-
den. Diesist aber nicht gefordert!

Die Stammfunktion F von f gibt die Hohe der Straucher F zum Zeitpunkt x
an. Mit der Anfangsbedingung F(0) = 4 erhdlt man:

—-440
F(0)= +¢,=-40+c,=4 = c,=44.
(0) e’ +10 % % %
Die gesuchte Funktion F 1&sst sich somit folgendermalien darstellen:
F(x)= —-440 44:—440+44e +440 _ 44e" _ 447 .
e +10 e +10 e +10 1+10e™”*

Berechnung der Stammfunktionen von g:

f4o. e *dx=—40-6 " +,.
Esfolgt fur die gesuchte Funktion G:
G(x)=—-40e" +44.

M omentane Wachstumsgeschwindigkeiten:

Die momentanen Wachstumsgeschwindigkeiten werden durch die erste Ablei-
tung F’' bzw. G’, aso durch f und g, berechnet. Durch Gleichsetzen von f und g
erhalt man den Zeitpunkt x; die Lésung (X~ 1,46) wurde bereitsim Teil b) be-

rechnet.

Nach etwa eineinhalb Jahren sind also die Wachstumsgeschwindigkeiten beider
Straucharten gleich.

Strauchhdhen zum Zeitpunkt gleicher Wachstumsgeschwindigkeiten:
4 Ma(1+311) 44 (141
F(|n(\/ﬂ+1)): 10 = —
SEtl 10414411 114411

44-(1++11)(11-+11)  44.(10-11)
_ m T = 411~13,27.
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s —40(J1_1—1) 44_—40(J1_1—1)
J_+1 7(#1’1+1)(J171—1)Jr R
=411+ 4+ 44= 48— 411~ 34,73.

g |®

+44

(In(ﬂ+1))

Die Straucher der Sorte F haben also
eine H6he von ca. 1,30 m, die der
Sorte G eine Hohe von ca. 3,50 m.

Zur Information rechts die (nicht
geforderten) Graphen der Funktionen
Fund G.

10

15

d)

Strauchhthen im ausgewachsenen Zustand:

Strauchsorte F: F(8) =43,85 und I|m F(X)=Ilim 10;441 =44
X—00 e

Strauchsorte G: G(8) =43,98 und lim G(x) =

Im Alter von 8 Jahren weichen beide Strauchsorten nur noch geringfiigig von
ihren endgtiltigen H6hen im ausgewachsenen Zustand ab.

15

Das Wachstumsverhalten beider Sorten unterscheidet sich deutlich:
Wahrend Sorte F logistisch wéchst, wachst Sorte G exponentiell beschrankt.

Im Laufe der Zeit andert sich der Hohenunterschied der Stréucher in der Hecke
gravierend. Zum Zeitpunkt des Pflanzens sind beide Straucher gleich hoch. We-
gen der unterschiedlichen Wachstumsgeschwindigkeiten nimmt der Héhenun-
terschied in der Folgezeit deutlich zu. Da beide Sorten aber nach 8 Jahren als
ausgewachsen gelten und dann die gleiche Héhe erreicht haben (vgl. Teil €)),
kann der Hohenunterschied nach acht Jahren nur sehr klein sein.

Hier kdnnten exemplarisch einige Differenzen F(x) — G(x) berechnet werden.

Um den Zeitpunkt des groften Hohenunterschied zu ermitteln, wird zunéchst die
Differenzenfunktion D(X):= F(x) — G(x) bestimmt.

Die notwendige Bedingung D’ (x) =0 fiihrt auf das bereits gelGste Problem
f (%)= g(x,) mit der bekannten Lésung x, = In(\/1_1+1) ~1,46 (vgl. Teil b)).

Nach etwa eineinhalb Jahren haben also die Straucher den gréfiten Hoéhenunter-
schied.

15
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I |
f) e o f g
Laut Definition ist die Wachstumsgeschwindigkeit w -F bzw. wg =G
. N 10
Durch Einsetzen ergibt sich w;. (x) = und W (X) =———.
e +10 11.¢*—-10
Die Funktion w gibt die relative Wachstumsgeschwindigkeit an; ihre Werte tra-
gen die Einheit (Jahre™). 5|5
Insgesamt 100 BWE | 20 | 60 | 20
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LA/AG 1
1.1 Oktaeder

In einem kartesi schen K oordinatensystem sind folgende Punkte gegeben:

A(2]0]4),B(=2|5|1)undC(2]10]|4).

a) ¢ Berechnen Sieeinen vierten Punkt D so, dass die Punkte A, B und C durch diesen Punkt D zu
einem Quadrat ergénzt werden.

-3
» Bestétigen Sie, dassder Vektor i, =| O | senkrecht zur Ebene E; ist, in der die vier Punkte A,
4
B, C und D liegen, und berechnen Sie seine Lange. 20P
S

b) Auf dem Quadrat ABCD l&sst sich ein regulédres (regel maliiges) Oktaeder
O = ABCDRS aufbauen (siehe Abbildung). Regulér bedeutet, dass alle

Kanten gleich lang sind. A

A C
» Berechnen Sie den Abstand der Punkte Rund S,
+ Bestimmen Sie die Koordinaten dieser beiden Punkte und skizzieren
Sie das Oktaeder im Koordinatensystem in der Anlage. 5P

¢) Alsregulérer Korper besitzt O eine so genannte Inkugel K, also eine einbeschriebene Kugel, die
ale Seitenflachen bertihrt.

» Begrinden Sie argumentativ unter Ausnutzung der Regul aritét, in welchem charakteristischen
Punkt die Inkugel K, die jeweilige Seitenfléche bertihrt.

» Bestimmen Sie den Berthrpunkt P von K; mit der Seitenfléche BRC.
(Hinweis: Sollten Siein b) den Punkt R nicht errechnet haben, verwenden SieR(5|5(0).)

» Bestimmen Sie den Radius von K, und geben Sie ihren Mittel punkt an. 15p

d) Gegebenist jetzt noch die Ebenenschar A mit F, :t-x + (7t —1)- %, +(4-30t) =0 (tell ).
e Zeigen Sie, dass jede Ebene dieser Ebenenschar die Gerade gac durch A und C enthélt.

» Bestimmen Siedas Intervall | der Werte vont, fir die die Ebene F; die Kante BR des Okta-
eders schneidet. Bestimmen Sie auch das entsprechende Intervall bezogen auf die Kante .

» Ermitteln Sie die Form der Schnittfigur, die jede Ebene F; mit dem Oktaeder O aufweist, falls
der Parameter t aus dem eben bestimmten Intervall | ist.

Benennen Sie dabei die Schnittpunkte von F, mit BRbzw. SD mit T und U.

» Untersuchen Sie, fir welchen Wert von t aus dem Intervall | die zugehérige Schnittfigur den
kleinsten Flacheninhalt aufweist, und geben Sie diesen an.
Skizzieren Sie die zugehtrige Schnittfigur. 0P
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€) Indieser Teilaufgabe geht es um einen Oktaederstumpf. Dabei wird jede der Ecken A, B, C; D, R
und Sentfernt, wie es beispielhaft fur Sim Schragbild dargestellt ist.

S, / s, Die Schnittebene E,, welche die vier
S Punkte S}, $;, S und S, enthalt, ist paral-
lel zur Ebene E; aus Teilaufgabe a), in
der die Punkte A, B, C, D und M liegen.

Der Abstand der Ebene E, von Sbetrage
1LE.

‘ c Bestimmen Sie die Koordinaten des
A Punktes S .und dessen Abstand zu S.
» Begrinden Sie, von welcher Art das

Viereck S, S, S5, Si ist.

» Alle Eckpunkte werden nun auf die
geschilderte Art entfernt.
Geben Sie begriindet an, welche Form
die urspriinglichen gleichseitigen
Dreiecke dann angenommen haben.

0P
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Erwartungshorizont

Zuordnung
L ésungsskizze Bewertung
[ T
a) | Ergénzung zum Quadrat:
d(AB)=+42+5+32 =+/50;d(B,C)=#2 +5 + 3 =+/50=5:/2
4 4
BA=|-5|;BC=|5|; BA-BC=0 = BALBC
3 3
Beide Bedingungen sichern die Mdglichkeit der Erganzung zum Quadrat.
Der Punkt D errechnet sich dann aus OD =OB +BC + BA zu D (6]5]7).
Vektor senkrecht zur Ebene:
Nachweis der Eigenschaft senkrecht z.B. Uber Ebene E;, die aufgespannt wird
durch die Vektoren BA und BC . Esist dann zu zeigen fi. 1. BAundfi. L BC:
-3| (4 —-3| (4
0||-5/=-12+0+12=0und | O |-|5|=0.
4113 413
Lange des Vektors:
Ine |=v9+16 =/25=5. 10 | 10

b) | Abstand der Punkte Rund S

Die Strecke MSist die Hohe h der oberen quadratischen Pyramide, al'so in dem
rechtwinkligen Dreieck CMS eine Kathete. Die Hypotenuse CS hat dieselbe
Lange wie alle Kanten, namlich 5. V2, und aus d(A,C) = 10folgt d(M,C) = 5.
Damit gilt firr die Héhe h: h? = 2. 25— 25=25, also h=d(M,S) = 5.

R liegt aus Symmetriegriinden auf der Geraden durch Sund M und es gilt analog
d(M,R) = 5. Daraus folgt insgesamt d(R,S) = 10.

Koordinaten der Punkte Rund S;

Der Mittelpunkt des Quadrats liegt bei M( 2|54 ). Mit dem bekannten Norma-
lenvektor (der Lange 5) und dem ebenfalls bekannten Abstand von 5 der beiden
Punkte zur Ebene ergibt sichaus(2|5]4)+(-3|0|4) der Punkt S—1|5|8)
undaus(2]5]4)+-3]|0|4) der Punkt R(5|5|0).

Skizze
folgende Seite
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Zuordnung
L 6sungsskizze Bewertung
| [ | Il
AXq \S
_l’ // ’l \
° / ////
5 // / \ \
4 ,/ // \\L \
\I
L T
ANTT— ? M \%'C I
T— |
K //’ B /
1 \ // ’ //
\ / / / X
2] 3 4//-5/ 6
N
2 \
/ ///
/ ) I
/ °
X3
15| 10

Beriihrpunkte der Kugel mit den Seitenflachen
Regularitét hat hier zur Folge, dass ale Seitenflachen des Oktaeders gleichseiti-
ge Dreiecke sind. Sie hat auch zur Folge, dass der Mittel punkt der Inkugel in M

liegt. Die Pyramide aus je einer Seitenflache und M basiert also auf einem
gleichseitigen Dreieck; da die Inkugel die Seitenfléche genau am FulRpunkt der
Raumhdohe dieser Pyramide bertihrt, ist der Berdhrpunkt der Schwerpunkt S, des

gleichseitigen Dreiecks.
(Hinweis: Es gibt andere Argumentationswege, die die Symmetrie anders aus-
nutzen und zum gleichen Punkt, aber mit anderen Eigenschaften kommen. S5 ist

gleichzeitig Hohenschnittpunkt und Inkreismittel punkt des Dreiecks.)

Bestimmen von P und r
Fur die Berechnung von P kann man das Wissen Uber die besondere Lage des

Schwerpunkts (bei zwei Dritteln der Hohe, von der Spitze aus) ausnutzen. Dies
5,20 5]

. — —— 1= = .
ergibt den Ansatz OP = OR+ =(RC + RB| und damit P|—=|—|—{.
g +3( + ) [3' 3'3

Der Radius r; der Inkugel ist nun einfach der Abstand von M —denn M ist aus
Symmetriegriinden auch Mittel punkt der Inkugel —und P und ergibt sich zu

10| 5

5
r=>43.
'3
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Zuordnung
L 6sungsskizze Bewertung
| I | i
d) |Jede Ebene enthélt Gerade durch A und C

Wenn zwel Punkte in einer Ebene liegen, liegt auch die gesamte Gerade durch
diese Punkte in der Ebene. Also reicht es zu zeigen, dass die Koordinaten von A
und C die Gleichung der Ebenenschar erfillen:

Fir A:t-2+(7t-1)-4+(4-30t)=0; furC:t-2+(7t-1)-4+(4-30t) =0.
Damit ist alles gezeigt.

Intervall des Parameters, sodass Kante BR geschnitten wird

Die Strecke BR l4sst sich darstellen als BR: x=0B+ 4-BR mit 1€[0,]]

~2 7) (—2+7A
bzw. X=| 5 |+A-| 0 |=| 5 |.Damitist
1 -1 1-A
BRNF :t(—2+74)+(7t—1)(1— 1)+ 4—30t =0
3+4

& -25+3+A=0&t=

Mit den bekannten Intervallgrenzen fir A (und der impliziten Voraussetzung der
Setigkeit der Drehung der Ebenen mit stetiger Variation von A) ergibt sich
3 4
€l—,—]|.
25 25}

Schnittfigur mit O

Seien T und U die Schnittpunkte von F, mit BRbzw. SD . Dann ist ATCU nicht

nur ein Viereck, sondern wegen der Regularitét des Oktaeders eine Raute mit
Diagonalen, die jeweils eine positive Lange aufweisen. Also haben die Rauten
jeweils einen nichtleeren Flacheninhalt.

Schnittfigur mit kleinstem Flacheninhalt

Alle diese Rauten haben die Lange der Diagonalen AC, die Anderung des Fl&

cheninhalts kann nur aus der Lange der anderen Diagonalen TU kommen. Die-
seist aus geometrischen Grinden maximal an den Randern und aus Symmetrie-

griinden minimal, wenn T der Mittelpunkt von BR ist. Damitist T (15]5]0,5).

Den Parameter t in F, fir den Punkt T ergibt sich z.B. aus der Beziehung

3+ 41 . 7
t=——:;da A =05,ist t; =— .
25 & T 50
Die gesuchte Fléche ergibt sich z.B. durch A=d(AC)-d(MT) zu

A=5y50 = 35,3533
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Zuordnung
L 6sungsskizze Bewertung

Skizze:

v

20 | 10

e) | Koordinaten von S, und Abstand zu S
Moglicher Losungsweg mit Mitteln der Analytischen Geometrie:

Die Ebenengleichung ergibt sich aus dem Normalenvektor aus a) und einem

Punkt der Ebene. Dazu kann man denjenigen Punkt M, der Raumdiagonalen RS
wéhlen, der 1 LE von Sentfernt liegt.

Esist gys:X=0M +A-MS. Aus friiheren Teilaufgaben ist bekannt, dass der
Abstand von M und S5 LE ist. Man erhélt also M;, wenn man setzt A =£=0,8:
M; = (2-2,4|5|4+3,2) =(-0,4|5|7,2).

Die Ebenengleichung lautet vorlaufig —3x; + 4x3 = c. Die Koordinaten von M,
eingesetzt ergibt 1,2 + 28,8 = 30 = c und damit E, : —3x, + 4x, —30=0.

-2 1
Die Gerade durch B und Shat die Gleichung gy : X=| 5 |+u-|0|.
1 7

Eingesetzt in die Ebenengleichung: 6-3u+4+281—30 = 25—20 = 0. Daraus folgt
M =0,8. Eingesetzt in ggserhdt man S, = (-1,2| 5| 6,6).

~1) (=12 |o,2
Fur den Abstand gilt: \sTs{: 5(-| 5 |=| 0|=40,04+196=12.
8| |66 |14
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Zuordnung
L 6sungsskizze Bewertung
[ |
Mdoglicher elementargeometrischer Lésungsweg:
b Ausdem Dreieck SS, M4
S, kann man ablesen
M, ‘ S, s‘ —2.
o Um die Koordinaten von S,
@ zu erhalten, setzt man wie
oben in die Geradenglei-
chung p = 0,8 ein, denn
D M B |==
5LE 5LE ‘85‘2@25'*/5'
Viereck S, S, S5, S ist Quadrat
Das liegt an der Regelméaliigkeit des Oktaeders, sodass die Quadratform von
ABCD erhalten bleibt.
Anderung der Dreiecksform
Jeder Eckpunkt des gleichseitigen Dreiecks wird bei der Entfernung der Spitzen
des Oktaeders ersetzt durch zwei neue Eckpunkte, deren Verbindungdlinie in der
Schnittebene liegt. Eswird also ein Sechseck (mit symmetrisch angeordneten 5| 5
Ecken)
Insgesamt 100 BWE| 25 | 55 | 20
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LA/AG 2
.2 Einkommensgruppen

Die Familien eines fiktiven Landes werden einer der drei angegebenen Einkommensgruppen zugeord-
net. In statistischen Erhebungen hat man festgestellt, dass Kinder der Eltern einer bestimmten Ein-
kommensgruppe nach ihrer Ausbildung auch einer anderen Einkommensgruppe angehoren kénnen.
Es wird angenommen, dass 10 % der Einkommensgruppe hoch (h), 60 % der Einkommensgruppe
mittel (m) und 30 % der Einkommensgruppe niedrig (n) angehoren. Vereinfachend wird angenommen,
dass jede Familie genau zwei Kinder hat und in der néchsten Generation jedes Kind mit einem Kind
einer anderen Familie wieder eine Familie gegriindet hat.

a) Eswerden 4200 Familien nach reprasentativen Grundsétzen ausgewahit.
Berechnen Sie die Anfangsverteilung B, der ausgewahlten Bevolkerungsgruppe. 5P

Die nachfolgende Abbildung gibt fir jede Einkommensgruppe an, welche Anteile dieser Gruppe von
einer Generation zur néchsten die Gruppe wechseln bzw. in der Gruppe bleiben.

07
11 1
20 10 20 1 2 1
5 10 20 A
01 015 1 1 4
20 5 5
005
h ) '( n
C 005
055 0.8

b) Begriinden Sie anhand des Graphen, dass dieser Prozess durch die Ubergangsmatrix P beschrieben
werden kann und berechnen Sie die Einkommensverteilung p, in der néchsten Generation.

20P

c) Ermitteln Sie die Einkommensverteilung p_, der Elterngeneration der ersten Gruppe.
Setzen Sie dabei voraus, dass obiges Modell auch schon bei dieser Generation galt. 2P
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Nach einigen Jahren stellt man fest, dass Eltern der hohen Einkommensgruppe durchschnittlich nur ein
Kind bekommen, in der mittleren Einkommensgruppe dagegen zwei Kinder und in der niedrigen Ein-
kommensgruppe drei Kinder geboren werden.

d) Ermitteln Sie die modifizierte Ubergangsmatrix und begriinden Sie Ihre Vorgehensweise. 15P

(Hinweise:
Uberlegen Se, welche Matrixelemente jeweils die Entwicklung einer Gruppe reprasentieren.
u 13
40 10 40 1 4 3
Kontrollergebnis: B,,, = 1791 8 28 9))
5 10 40
1 1 6 1 8 48
40 5 5

€) Berechnen Sie die Einkommensverteilung in den néchsten beiden Generationen.
Vergleichen Sie das modifizierte Modell hinsichtlich der Entwicklung der Gesamtzahl der Familien
mit dem urspriinglichen Modell. 2P

Bei einigen Populationsmatrizen A erhdlt man die Einheitsmatrix E durch Mehrfachmultiplikation der
Matrix A mit sich selbst, also A" = E fir bestimmte nc \{C}.

Die Einheitsmatrix E erhdlt man aber auch durch Multiplikation der Matrix A mit ihrer ,,inversen Mat-
rix“ A, sofern diese existiert, dso A-A ' =E.

Gegeben ist nun die allgemeine Populationsmatrix A=

o T O
O O O
o O 2

f) Bestimmen Sie die Matrizen A? und A® und ermitteln Sie die Bedingungen fir a, b und ¢, damit
gilt: A3 =E.
Interpretieren Sie fiir diesen Fall die Bedeutung der Matrix AZ. 15P

0) Interpretieren Sie dieses Phanomen fir die Entwicklung einer zugehdrigen Population. 5P
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Aus der prozentualen Verteilung ergibt sich die Anzahl der Familienin den
420

drei Einkommensgruppen als Bestandsvektor p,: B, =|2520
1260

b)

In der ersten Spalte von P steht die Zuordnung der Kinder der Einkommens-
gruppe h in der nachsten Generation: 55 % von ihnen bleiben in Gruppe h,
40 % wechseln in Gruppe m, 5 % wechseln in Gruppe n.

In der zweiten Spalte von P steht die Zuordnung der Kinder der Einkommens-
gruppe min der nachsten Generation: 10 % von ihnen wechseln in Gruppe h,
70 % bleiben in Gruppe m, 20 % wechseln in Gruppe n.

In der dritten Spalte von P steht die Zuordnung der Kinder der Einkommens-
gruppe n in der nachsten Generation: 5 % von ihnen wechseln in Gruppe h,
15 % wechseln in Gruppe m, 80 % bleiben in Gruppe n.

Die Ubergangsmatrix P enthalt die angegebenen Prozentsitze:

117 1 1

20 10 20| ( 400\ (546

T3 2520|=(2121].

10 20
1260| (1533

14
5

5

N~ ol

10

10

Moglicher Ansatz:

LM 2 L)(x) (40
P.-p,=p, bzw. —|8 14 3|/x,|=|2520
1 4 16)|x] (1260

Multiplikation mit 20 ergibt das folgende Lineare Gleichungssystem:

11 2 18400 11 2 1] 8400
8 14 3|50400|— -3 |25 8 0]|25200 |———

—11+161 471

1 4 16(25200 175 28 0109200

11 2 1| 8400 | x,X, eingesetzt = x, =720
—-25 8 025200 | x, eingesetzt liefert x, =80
0 84 0]285600| Division durch 84 = x, = 3400

Damit gilt fUr die Einkommensverteilung der Elterngeneration der ersten
Gruppe, vorausgesetzt das obige Modéll trifft auch hier noch zu:

P_, = (80]3400|720)
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Zuordnung,
L dsungsskizze Bewertung

Ein zweiter Losungsweg ist Uber die Inverse der Populationsmatrix maglich.

d) | Die Ubergangsfaktoren der Familien aus der Einkommensgruppe h miissen ge-
geniiber der vorherigen Matrix halbiert werden; die Ubergangsfaktoren der
Familien aus der Einkommensgruppe n missen gegeniber der vorherigen Mat-

rix mit g multipliziert werden. Also wird die erste Spalte der urspriinglichen

Ubergangsmatrix durch zwei geteilt und die dritte Spalte mit g multipliziert.

Mod —

eI
gl 5~ B~
vlo 8lo 8|lw

10| 5

€)

420 462 462
-12520|=|2131,5|~| 2132|.
1260 2026,5) |2027

ol

Vodt I:)Mod : p0 =

8|H ol g“:‘
ok 5~ Bk

&l

462 492,275 492
-1 2132 | =|2040,875| ~ | 2041
2027 2870,35 2870

alo 8o Ble wioslo 8

ol
ol
I

Mod2 = PMOd )

S

gl oim BlR
\‘

(3]

Dain der Realitat keine Bruchteile von Familien vorkommen, muss hier im

Kontext der Aufgabenstellung gerundet werden. Dabei ist auch konsequentes
Abrunden sinnvall.

Dabei dem urspriinglichen Modell aus jedem Elternpaar wieder ein Kinder-
paar, aus jedem Kinderpaar wieder ein Elternpaar entsteht usw., bleibt in die-
sem Modell die Gesamtzahl der Familien von Generation zu Generation kon-
stant.

Dagegen steigt die Gesamtzahl der Familien in dem modifizierten Modell von
Generation zu Generation an, weil die Anzahl der Kinder in der grél3eren

Gruppe n der Familien mit niedrigem Einkommen von zwel auf drei gestiegen
ist, wahrend die Anzahl der Kinder in der kleineren Gruppe h der Familien mit
hohem Einkommen von zwel auf eins gesunken ist. 10| 5| 5
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f) | Ermittelnvon A% und A3:

Also: A’ =E,wenngilt: a-b-c=1.

Die Matrix AZ ist in diesem Fall gleich der zu A inversen Matrix. 10| 5

g) | Fur die Entwicklung der Population bedeutet dieses Phdnomen, dass sich in
einem Zyklus von drei Jahren stets wieder die Ausgangspopulation einstellt.

Insgesamt 100 BWE | 25| 50 | 25
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STOCHASTIK 1
.1 ,Handygefahren”

Um die Unfallgefahr zu verringern, ist in Deutschland die Benutzung eines Handys im Auto durch den
Fahrer nur mit einer Freisprecheinrichtung erlaubt. Weil eine gut funktionierende Freisprecheinrich-
tung aber relativ teuer ist, telefonieren viele Fahrer trotzdem unerlaubt wahrend der Fahrt mit dem
Handy.

Im Folgenden soll stets unter , Ein Fahrer telefoniert” verstanden werden: Dieser Fahrer telefoniert
wahrend der Fahrt mit seinem Handy, ohne eine Freisprechanlage zu verwenden (er begeht also eine
Ordnungswidrigkeit).

Auf einer belebten Stral?e soll der Anteil p der Autofahrer untersucht werden, die zum Zeitpunkt einer
Kontrolle telefonieren. Der Anteil p hangt von Ort und Zeitpunkt der Kontrolle ab. Dabei wird ange-
nommen, dass die Fahrer sich in ihrem Telefonierverhalten gegenseitig nicht beeinflussen.

a) Berechnen Siein Abhangigkeit von p die Wahrscheinlichkeit fir folgende Ereignisse:
» A: Bei 10 vorbeifahrenden Autos telefonieren genau die Fahrer des 3. und des 5. Autos.

« B: Bel 10 vorbeifahrenden Autos telefonieren die Fahrer der ersten vier Autos nicht,
aber trotzdem telefonieren genau zwei Fahrer. 10P

b) < Berechnen Sie, wie grol3 der Anteil p der telefonierenden Fahrer an einer bestimmten Kontroll-
stelle mindestens sein muss, wenn unter 100 vorbeifahrenden Autos mit mehr al's 95 % Wahr-
scheinlichkeit mindestens eines von einem telefonierenden Fahrer gelenkt wird.

» Auf der Schlossallee wird an einem Mittwoch zwischen 15 Uhr und 16 Uhr eine Kontrolle
durchgefihrt. Wahrend dieser Zeit gelte fir den Anteil p jener Fahrer, die zu einem beliebigen
Zeitpunkt wahrend dieser Zeitspanne gerade telefonieren, p = 3 %.

Bestimmen Sie die Anzahl der Autos, die mindestens kontrolliert werden muissen, damit man
mit einer Wahrscheinlichkeit von mehr al's 80 % mindestens einen tel efonierenden Fahrer er-
wischt. 20P

¢) Nun kontrolliert man auf einer Zufahrt zu einer beliebten Diskothek zwischen 21 Uhr und 23 Uhr.
Hier ist die Telefonierwahrscheinlichkeit auRergewdhnlich hoch, némlich p = 20 %. Die Polizisten
wetten untereinander, beim wievielten Auto sie erstmals einen Telefonierer erwischen.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten dafiir, dass dieses
* beim sechsten,
* beim zehnten,

* nach dem zehnten Auto passiert.

Einer der Polizisten behauptet, dassim Mittel beim flinften Auto der erste Telefonierer zu erwar-
tenist.
» Beschreiben Sie diese Behauptung mit Begriffen der Stochastik und begriinden Sie diese:

1

(1-a)’
(2) oder indem Sie erkennen, dass nach dem ersten Auto entweder der erste Telefonierer auf-

getreten ist oder die erwartete Anzahl der Autos bis zum ersten Telefonierer sich gegen-
Uber der Situation am Anfang um 1 erhéht hat. 5P

(1) entweder unter Verwendung der Formel 1+ 2q+3q” +4¢° +..= Y kg“ ' =
k=1
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Nach einigen Unféllen, bei denen Autofahrer telefoniert hatten, will die 6rtliche Polizei inihrer
Stadt verstérkte Kontrollen durchfiihren, wenn der Anteil der telefonierenden Autofahrer mehr als
15 % betragt. Dazu Gberprift sie in der Stadt 1000 fahrende Autos.

Bestimmen Sie mithilfe der Normalverteilung die Anzahl der telefonierenden Fahrer, die die Kon-
trolle mindestens passieren miissen, um auf einem Signifikanzniveau von 5 % gute Argumente fur
verstérkte Kontrollen zu haben. 2P

Wenn bei einer Umfrage 20 % der Befragten angeben, beim Fahren zu telefonieren, so ergeben
sich bel einer Kontrolle dennoch viel geringere Anteile. Dieses liegt daran, dass die Telefonierer
nicht sténdig telefonieren. Um zu einem differenzierteren Bild zu gelangen, ist es erforderlich,
Klasseneinteilungen nach der durchschnittlichen (nach wie vor illegalen) Telefonierdauer pro
Stunde vorzunehmen. In sehr starker Vereinfachung ergibt sich bei einer Befragung von Autofah-
rern das folgende Bild, das als représentativ gelten moge:

Ma2-LKLM-AWT

Wenig Normal Vid Dauernd
Durchschnittliche Telefonier-
Zeit pro Stunde 5 10 15 30
[in Minuten]
Anteil der 0 0 0 o
Autofahrer 7% 10% 2% 1%
Ein Autofahrer passiert eine Kontrolle.
* Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass er bel der Kontrolle erwischt wird,
wenn man weil3, dass er ein Wenigtelefonierer ist.
» Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass er gerade telefoniert,
wenn man gar nichts Uber ihn weil3.
» Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass er gerade telefoniert,
wenn man weil3, dass er ein Telefonierer ist
(die Frage aso nach der Wahrscheinlichkeit, ob ein Telefonierer erwischt wird).
» Der Autofahrer telefoniert gerade bel der Kontrolle.
Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit,
dass es sich bel ihm um einen Wenigtel efonierer handelt. 5P
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Erwartungshorizont

Zuordnung
L ésungsskizze Bewertung
Il

a | o P(A)=p* (1- p)°, dadie Einzelereignisse unabhangig sind.

6
o Esgibt [2 Maoglichkeiten fur die telefonierenden Fahrer. Daher gilt:

P(B)=@- p*-(1- p)®=15-p*-(1- p)° bzw.

P(B)=(1-p)" B(6,p,2). 10

b) | e EsistdieGleichung (1- p)'® =0,05 zu lésen, aso

ES
p=1-0,05'% = 0,0295=3%
Der Anteil der telefonierenden Fahrer muss Uber 3% liegen.

Man kann den L dsungsweg auch formaler beschreiben:
Ist X die Zufallsgrofe ,, Anzahl der telefonierenden Fahrer”, so ist X
binomialverteilt. Daher gilt:

P(X21)=1-P(X =0)=1-(1- p)'* > 095 = (1- p)'® <005 =

(1- p)<%90,05 < p>1-1990,05 ~ 0,0295
Im ersten Fall muss der Anteil der telefonierenden Fahrer Uber 3% liegen.

e EsistdieGleichung 0,97"=0,2 (0<p<1) zul6sen, also
_In0,2
~1n0,97

Es miissen also mindestens 53 Autos kontrolliert werden. 5115

~52,8

C) | e P("beim sechsten Auto")=08°-0,2~655%,

e P("beim zehnten Auto" )=08°-0,2~2,68%,

e P("nachdem zehnten Auto" )= 08" ~10,74%,

e Esergibt sich folgende Wahrscheinlichkeitsverteilung:

k P(X =k)
1 0,2
2 0,2-08
3

02-08°

N

02-08°
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Die Anzahl N der Kontrollen, bis die Polizisten zum ersten Mal einen Te-
lefonierer erwischen, ist eine Zufalsvariable. Die Behauptung des Polizis-
ten kann dann préazisiert werden zu E(N) = 5.

Weg (1):
E(N)=

Sk-P(X=k)=3k-02:087=02 Sk 087202 — L -5
k=1 k=1 k=1 (1— 0,8)

Der Erwartungswert fur die Anzahl der zu kontrollierenden Autos, bis
man erstmals einen Telefonierer erwischt, betragt also tatséchlich 5.

Weg (2): Essei e = E(N) der zu berechnende Erwartungswert. Die ge-
machte Beobachtung kann wie folgt in eine lineare Gleichung tibersetzt
werden: e=1-0,2+ (14 ¢€)-0,8 mit der Losunge=5

10 |10 | 5

d)

Essel X die Anzahl der Telefonierer, die die Kontrolle passieren.

Nullhypothese Ho: ,, Der Anteil der Telefonierer betragt hdchstens 15%". Fehler
1. Art: Ho wird verworfen, obwohl richtig. Die Wahrscheinlichkeit fir diesen
Fehler soll héchstens 5% betragen. Ist k die Anzahl der telefonierenden Fahrer,
die man mindestens beobachten muss, so soll also gelten

P(X2>k|H,)<5% und P(X >k-1|H,)>5%. Diesist dquivalent zu:
P(X <k-1]H;)>95% und P(X <k-2|H,)<95%,

bei Approximation durch die Normalverteilung |6st man die Gleichung
k —149,5 k —149,5

\127,5 \127,5

< k=169.

Die Polizisten missen im Rahmen der hier entwickelten Logik also mindestens
169 Telefonierer beobachten, um (bel Signifikanzniveau von 5 %) gute Argu-
mente fir verstarkte Kontrollen zu haben.

=0,95. Esfolgt: =1,645

15| 5
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I I |l
€) | Essai

T das Ereignis: ,, Der Autofahrer telefoniert zum Zeitpunkt der Kontrolle*
W das Ereignis, Der Autofahrer ist Wenigtelefonierer*. P(W) = 7%
N das Ereignis ,,Der Autofahrer ist Normaltelefonierer”. P(N) = 10%
V das Ereignis, Der Autofahrer ist Vieltelefonierer*. P(V)= 2%
D das Ereignis,,Der Autofahrer ist Dauertelefonierer”. P(D) = 1%
H das Ereignis ,Der Autofahrer ist Telefonierer”. PH)= 20%
e Dader Autofahrer a's Wenigtelefonierer durchschnittlich 5 Minuten pro

Stunde telefoniert, betragt die Wahrscheinlichkeit, dass er gerade zum Zeit-

punkt der Kontrolle telefoniert: P(T |W)= > = 1 =~8,33%.

60 12

¢ Mit dem Satz Uber die totale Wahrscheinlichkeit oder mit Hilfe eines

Baumdiagramms erhalt man:

P(T) =PW)- P(T [W) + P(N)-P(T [N)+ P(V)-P(T |V) + P(D)-P(T | D)

7 1 11 11 1 1 13
=t — - — . —=—x33%
10012 106 50 4 100 2 400 °

Die Wahrscheinlichkeit, dass der Autofahrer gerade telefoniert, betragt un-

gefahr 3 %.
e Gesuchtist P(T|H). Esgilt:

B
p(T[H)=PTH) _PO) _ 400 _13 154,
P(H) PH) 1 80
5

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Telefonierer erwischt wird, betragt also ca.

16 %.
o Esist P(WT) zu bestimmen. Dies kann entweder mit dem Satz von Bayes

geschehen oder unter Verwendung des vorvoriger Ergebnisses (, das gerade

der ,,Bayes-Nenner” ist):

1
P(T) 13 39
400
Die Wahrscheinlichkeit, dass es sich bei einer erwischten Person um enen
Wenigtelefonierer handelt, liegt bei 18 % . 15| 10
Insgesamt 100 BWE| 25 | 55 | 20
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STOCHASTIK 2
1.2 Lubecker Verkehrsbetriebe

Offentliche Verkehrsbetriebe sind in der Regel hoch defizitar. Daran haben auch Schwarzfahrer ihren
Anteil. So ist es erfreulich, dass der Anteil der Schwarzfahrer im Busverkehr der L Gibecker Verkehrs-
betriebe auf 8 % gesenkt werden konnte, weil alle Fahrgéste vorn beim Fahrer einsteigen missen. Ein
Kontrolleurteam kann pro Tag etwa 800 Fahrgaste Uberpriifen, die Personalien der entdeckten
Schwarzfahrer aufnehmen und die Strafgebthr in Hohe von 40 € kassieren.

a) ¢ Beschreiben Sie, unter welchen Umstanden es sinnvoll ist, unter 800 kontrollierten Fahrgasten
die Anzahl X der Fahrgaste ohne giltigen Fahrschein als binomialverteilt anzunehmen.

» Geben Sie eine Situation an, in der diese Voraussetzungen fur eine Binomialverteilung
nicht erfallt sind. 10P

In den Aufgabenteilen b) bisd) sei diein a) genannte Zufallsvariable X binomialverteilt mit p=0,08.

b) ¢ Berechnen Siedie Wahrscheinlichkeit dafr, dass mindestens zwei von 50 Fahrgésten keinen
Fahrschein besitzen.

» Bestimmen Sie die Gruppengrof3e, ab der die Wahrscheinlichkeit, dass kein Schwarzfahrer
dabel ist, unter 10% sinkt. 20P

c) Bestimmen Sie ngherungsweise die Wahrscheinlichkeit, dass sich unter 800 kontrollierten Fahr-
gasten hochstens 50 Schwarzfahrer befinden. 15P

d) Eswerden nun die zwei Personengruppen betrachtet: Fahrgéste ohne Fahrschein (S) und Fahrgaste
mit gultigem Fahrschein (F). Dabei gilt nach wie vor die vor Schwarzfahrerquote von p = 8 %.
Von den Schwarzfahrern sind 60 % unter 30 Jahren (Ereignis U) und von den Fahrgésten mit gll-
tigem Fahrschein sind 50% unter 30 Jahren.

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeiten, dass

» einunter 30-Jahriger ein Schwarzfahrer ist,

» ein Uber 30-Jdhriger ein Schwarzfahrer ist,

* ein Uber 30-Jdhriger kein Schwarzfahrer ist. 5P
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€) Durch die Moglichkeit, einen Fahrschein mit dem Handy zu kaufen, soll der Anteil der Schwarz-
fahrer weiter gesenkt werden (fehlendes Kleingeld féllt als Grund zum Schwarzfahren weg).
Dieses mit hohem V erwaltungsaufwand verbundene Angebot wird realisiert und von vielen Kun-
den gern angenommen. Es lohnt sich fir die Stadtwerke L ibeck aber finanziell nur dann, wenn
sich der Anteil der Schwarzfahrer dadurch auf unter 6 % reduziert. Dazu soll eine Untersuchung
von 2000 Fahrgésten durchgefihrt werden.
Verwenden Sie fur alle drei Punkte dieses Aufgabenteils das Ubliche Signifikanzniveau 5%:

Ein Mitarbeiter der Libecker Verkehrsbetriebe mdchte zeigen, dass das Angebot sich [ohnt.
Untersuchen Sie fir einen geplanten Hypothesentest, wie viele Personen ohne Fahrschein bei
der Kontrolle hochstens entdeckt werden dirfen, damit der Mitarbeiter begriindet behaupten
kann, dass sich das Angebot lohnt.

Ein anderer, eher skeptischer Mitarbeiter ist Uberzeugt, dass das Handy-Angebot nicht einmal
zu irgendeiner Senkung der Schwarzfahrerquote gefiihrt hat. Beurteilen Sie, wie er die Daten
auswerten wirde.

Tatsachlich werden 139 Schwarzfahrer bei der Kontrolle entdeckt. Eigentlich mtssten nun bei-
de Mitarbeiter frustriert auf einen neuen Test mit einer groferen Stichprobe drangen.

Aber esist in der Statistik nicht uniiblich —wenn auch logisch nicht ganz korrekt, im Nachhi-
nein das Testdesign zu &ndern, um doch noch zu schwécheren signifikanten Aussagen zu
kommen (dabel wird so getan, als ob man das Ergebnis noch nicht kennen wirde).

Beurteilen Sie, welche Aussagen die beiden Mitarbeiter — entsprechend ihrem Erkenntnisinte-
resse — noch begriindet treffen konnten. 0P
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L dsungsskizze

a) | Eswird nur zwischen zwei moglichen Ergebnissen unterschieden werden. Ent-
weder hat ein Fahrgast einen glltigen Fahrschein oder nicht. Die Frage, ob ein

Fahrgast einen gultigen Fahrschein hat, muss stochastisch unabhéngig von dem
Verhaten der (dem Wissen Uber die) anderen Fahrgéste sein. Unter dieser Vor-
aussetzung ist es sinnvoll X ist al's binomialverteilt anzunehmen.

Eine Situation, in der diese Verteilung nicht gilt, ist z.B. das Auftreten von
Fahrgésten in sozialen Gruppen, bei denen alle keinen Fahrschein haben. 10

b) 50 50 49
P(X >2)=1-P(X <) =1-{0,92" +|""|-0,08-0,92

~1-0,01547—-0,06725=0,9173.

Gesucht wird die kleinste natirrliche Zahl n, fir diegilt: 0,92" <0,1.

1901 76
2

n-190,92<1g0,1 < (wegenlg0,92<0) n>I

Bei einer Gruppe von 28 Personen ist die Wahrscheinlichkeit, dass kein
Schwarzfahrer dabei ist, gerade noch unter 10%, bei kleineren Gruppen ist die
Wahrscheinlichkeit grofier. 10 | 10

c) | Esgilt: 800-0,08-0,92~=59>9. Die Laplace-Bedingung ist also erfullt, und die
betrachtete Binomialverteilung kann mit Hilfe der Normalverteilung approxi-
miert werden: .

6 =./800-0,08-0,92 = /58,88 ~ 7,673 (>3) i =np =64

Mit Hilfe der Formelsammlung kann die Gaul3sche Integralfunktion interpoliert
werden:

50,5—-64
/58,88

Die Wahrscheinlichkeit, dass sich unter 800 kontrollierten Fahrgasten nicht
mehr als 50 Schwarzfahrer befinden, betrégt weniger a's 4%. 15

P(X <50)~ cp[ ]% ®(—1,7593) =1— (1, 7593) ~1— 0,961= 0,039
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[ |l
d) | 1. Weg: Man Ubersetzt die Informationen in eine Vierfeldertafel:
unter 30 Uber 29
Schwarzfahrer 48 % 3,2% 8%
keine Schwarzfahrer 46 % 46 % 92 %
50,8 % 49,2 % 100 %
Dabei sind die fett unterstrichenen Daten direkt aus den gegebenen Informatio-
nen abzuleiten. Daraus ergeben sich dann die anderen Werte in den Feldern.
Essal U dasEreignis, unter 30 zu sein” (der Gesamtanteil der unter 30 Jahri-
gen) und Sdas Ereignis“ Schwarzfahrer zu sein* (der Gesamtanteil der Schwarz-
fahrer). Mit der Vierfeldertafel kann man die drei Fragen sofort beantworten:
P(S|U):%z9,4%; P(S|U):@z6,5%
0,508 0,492
P(S|U):%m93,5%
0,492
2. Weg: Folgende Daten sind bekannt:
P(S)=0,08,P(U|S)=60%, P(U|S)=50%
Mit dem Satz Uber die totale Wahrscheinlichkeit oder einem Baumdiagramm
erhalt man:
PU)=P(S)-PU |S)+ P(S)-PU |S)=0,08-0,6+0,92-0,5=0,508.
Damit ergeben sich die gesuchten Wahrscheinlichkeiten zu
. P(S|U)= P(S)-P(U|S) _0,08-06 0,048 ~9.4%
P(U) 0,508 0,508
. ps|0)=PEPULS) _ P(S)-A-PUS)
PU) 1-PU)
_008-04 0,032 ~6.5%
0,492 0,492
oder auch
PU) 1-PU)
1 0,92-0,5:1_ 0,46 ~6.5%
0,492 0,492
. PE|0)=1-PS|U)~ 2% o350
0,492 25
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| [ | i
€) | Der erste Mitarbeiter will begriinden, dass p unter 0,06 gesunken ist, er wird

deshalb versuchen, H,: p>0,06 zu verwerfen durch einen einseitigen Test:

X sai die Anzahl der Schwarzfahrer unter den 2000 zu kontrollierenden Fahrgés-
ten. Kleine Werte von X sprechen gegen die Nullhypothese, deshalb suchen wir
den groften Wert von k, fur den gilt: P( X <k|H,)<5%. Wir betrachten die

2000-0,06-Binomialverteilung, mit deren Hilfe wir diese bedingte Wahrschein-
lichkeit nach oben abschétzen konnen: Esgilt 4 = np= 2000- 0,06 =120

0 =4112,8~10,62 . Weil o >3 (Laplace-Bedingung) koénnen wir die Bino-
mialverteilung durch eine passende Normalverteilung approximieren:

P(XSk):P(X_’[H—O'SS k—,u+0,5j:q)(k—,u+0,5j
o o o

k—u+0,5
o

ist k= 102. Wenn X <102 konnte der erste Mitarbeiter von Signifikanz (auf

dem 5%-Niveau) sprechen, deshalb die Nullhypothese ablehnen und damit be-

grindet behaupten, dass der Schwarzfahreranteil auf unter 6 % gesunken sai.

Wir suchen also den groften Wert von ke 0, fir den <-1,64, das

Der zweite Mitarbeiter will zeigen, dass das Handy nicht einmal zu irgendeiner
Senkung der Schwarzfahrerquote gefiihrt hat, er miisste versuchen,
H,: p<0,08 ineinen ebenfalls einseitigen Test zu verwerfen:

Grofl3e Werte von X sprechen gegen die Nullhypothese, deshalb suchen wir den
kleinsten Wert von k fir den gilt: P(X >k|H,)<5%.

Wir betrachten die 2000-0,08-Binomialverteilung, mit deren Hilfe wir diese
bedingte Wahrscheinlichkeit nach oben abschétzen kénnen:

Esgilt £ =np=2000-0,08=160 und o =+/147,2 ~1213.

Weil auch hier o >3 (Laplace-Bedingung), kdnnen wir wieder die Binomialver-
teilung durch eine passende Normalverteilung approximieren:

P(X > K)=1— p| X ZH+0S5 k“+0’5]~1—¢[—k“+0’5].

o o o
. . . k—u+05
Wir suchen den kleinsten Wert von kel |, firden 1-®| ————|<5%,
o}
d.h. den kleinsten Wert von k, fir den @[sz%% ,aso
o
K=#+05 1 64 dasist k= 180.
lo}

Falls X >180, kénnte der zweite Mitarbeiter von Signifikanz (auf dem 5%-
Niveau) sprechen, deshalb die Nullhypothese ablehnen und damit begriindet
behaupten, dass der Schwarzfahreranteil nicht einmal unter 8 % gesunken sai.

Falls 102 < X <180 —aso inshesondere bei den tatséchlich ermittelten 139

Schwarzfahrern — hétte keiner der beiden Kontrahenten ein signifikantes Ergeb-
nis, und das Testergebnis lief3e keine aus den Daten begriindeten neuen Schliisse
zu.
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Beide kdnnten aber ihre Behauptungen abschwachen: Der erste, indem er be-
hauptet, dass immerhin die Quote der Schwarzfahrer iberhaupt gesunken sei
und der andere, indem er behauptet, dass die Schwarzfahrerquote zumindest
nicht kleiner als 0,06 sei. Es missen dazu alle Argumentationen und Berechnun-
gen wiederholt werden nur mit vertauschten Rollen von p = 0,06 und p = 0,08.
(Praktisch heif3t das lediglich, dass noch zweimal in der Tabelle nachgesehen
werden muss, und dass zwei Ungleichungen nochmals umgestel It werden mis-
sen).

Man erhalt:

Falls X <140 konnte nun der erste Mitarbeiter von Signifikanz (auf dem 5%-
Niveau) sprechen, deshalb die Nullhypothese ablehnen und damit begriindet
behaupten, dass der Schwarzfahreranteil auf unter 8 % gesunken sei.

Falls X >137, konnte der zweite Mitarbeiter von Signifikanz (auf dem 5%-
Niveau) sprechen, deshalb die Nullhypothese ablehnen und damit begriindet
behaupten, dass der Schwarzfahreranteil aber nicht unter 6 % gesunken sai.

Das tatséchlich eingetretene Untersuchungsergebnis X = 139 bestétigt in diesem
Sinne beide Mitarbeiter, und man kann mit guten Griinden annehmen, dass der
tatséchliche Anteil an Schwarzfahrern tatséchlich irgendwo zwischen 6 % und
8 % liegt. 15 | 15

Insgesamt 100 BWE| 20 | 65 | 15
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