Freie und Hansestadt Hamburg Allgemeinbildende und berufliche gymnasiale Oberstufen
Behdorde fur Schule und Berufsbildung Haupttermin
Abitur 2011

Lehrermaterialien Mathematik — Kurs auf erhéhtem Niveau

Analysis 1
.1 Keramik
Ein Unternehmen produziert u. a. bunte Keramik- Anzahl der Erfahrungswerte fir
becher, die in Kartons zu je 100 Bechern verkauft 100er-Kartons die Gesamtkosten in €
werden. Es werden aber auch kleinere Einheiten 0 750
—sogar Einzelstiicke — verkauft. 1 1190
Pro Tag kénnen Becher fir maximal 8 Kartons 2 1330
produziert werden. 3 1390
Erfahrungswerte Uber die anfallenden Gesamt- 4 1580
kosten fir Mengen bis zu 5 Kartonfillungen 5 1920
kdnnen der nebenstehenden Tabelle entnommen

werden.

Die Becher werden fir 530 € je Karton an den Grofthandel weitergegeben. Im Kleinverkauf sind die
Becher aus Werbegriinden nicht teurer (5,30 €/Stiick).

Zur Kalkulation hat die Planungsabteilung der Firma eine Gesamtkostenfunktion K entwickelt mit
K (x) = 25x° — 200x° + 600x + 750 (x ist die Anzahl der 100er-K artons).

Der Graph dieser Funktion ist in der Anlage dargestellt.

Gehen Sie davon aus, dass es gelingt, alle produzierten Becher zu verkaufen.

a) Bestétigen Sie durch Rechnung, dass die Funktion K die gegebenen Tabellenwerte in guter
Néaherung erfasst. Darunter soll zu verstehen sein, dass die jeweiligen Abweichungen nicht
mehr a's 3 % der Erfahrungswerte betragen. (10P)

b) e Ermitteln Sie grafisch denjenigen Produktionsbereich, fir den mit Gewinn gearbeitet wird.

¢ Bestimmen Sie rechnerisch die Hohe des maximal erreichbaren Gewinns. (25P)

¢) Die Firmenleitung méchte durch eine voriibergehende Preissenkung neue Marktanteile
erobern. Daher soll kalkuliert werden, wie weit der Verkaufspreis vortibergehend gesenkt
werden konnte, so dass die variablen Kosten K, noch gerade eben gedeckt werden. Diesen

Preis bezeichnet man als kurzfristige Preisuntergrenze.

e Zeichnen Sie den Graphen von K, in die Abbildung ein.

e Ermitteln Sie zeichnerisch den Graphen derjenigen Erlésgeraden (genannt E . ) mit dem

min

geringstmoglichen Preis, der die variablen Gesamtkosten fir eine spezielle Produktionsmenge
gerade eben noch deckt.

e Bestimmen Sie einen Schatzwert fir den Verkaufspreis, den Sie aus dieser Grafik as
kurzfristige Preisuntergrenze entnehmen konnen. (20P)
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d) Wir betrachten die variablen Stlickkosten.

e Geben Siedie Gleichung fir die Funktion der variablen Stiickkosten k, begriindet an.

Berechnen Sie dann das Minimum der variablen Stiickkosten.
Hinweis: K, (X) = 25x* — 200x + 600.

e Vergleichen Sie die Ergebnisse der Aufgabenstellungen c) 3. Punkt und d) 1. Punkt
und begriinden Sie ohne Rechnung, warum Sie dieselben Ergebnisse erhalten missen.  (20P)

Das Konzept der Preispolitik ist aufgegangen: Durch eine vortbergehende Preissenkung wurde die
Nachfrage nach den Keramikbechern deutlich erhéht. Die Firmenleitung beschlief3t daher, ab sofort
Becher fiir 6 grof3e 100er-Kartons pro Tag zu produzieren.

Es entstehen dafir Gesamtkosten von 2 910 €. Die Firmenleitung geht davon aus, wieder fir den
urspriinglichen Preis von 530 € verkaufen zu kénnen.

€) Die Planungsabteilung stellt fest, dass die bisher verwendete kubische Kostenfunktion K im
betrachteten Produktionsbereich viel zu kleine Werte liefert. Die Planer vermuten daher, dass
die Gesamtkosten ab einer Produktionsmenge von 5 Kartons nicht nur kubisch, sondern
sogar exponentiell steigen. Sie wahlen nun den Ansatz K (x) = a- e,

Bestimmen Sie mithilfe der Erfahrungswerte (5|1 920) und (6|2 910) die Parametergrofien
aundb. (15P)

Gehen Sieim Folgenden von K (x) = 240-€**“** fir x>5 aus.

f) DiePlaner sollen die Firmenleitung beraten, ob eine Produktionsausweitung auf 6 oder mehr
100er-Kartons sinnvoll ist.

Beurteilen Sie, welchen Rat die Planer der Firmenleitung geben sollten, wenn sieihre
Modellfunktion K, zur Entscheidung heranziehen. (10P)
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Anlage zur Aufgabe ,Keramik*
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Erwartungshorizont

Zuordnung
L 6sungsskizze Bewertung
[ |l
a)
Anzahl der E[fahrungswerte Abweichung von K(x) zu
fr die Gesamt- K(X)
100er-Kartons . den Erfahrungswerten
kostenin€
0 750 750 0%
1 1190 1175 -1,3%
2 1330 1350 1,5%
3 1390 1425 25%
4 1580 1550 -1,9%
5 1920 1875 -2,3%
Die grofte Abweichung betrégt 2,5 % und bleibt damit unter den geforderten
3 %. 10

b) [(1) E(x)=530x.
Grafische Bestimmung der Gewinnzone:

&

o

1 | 3§ o
L

100er-Kartons

—2t3 il 6 Lelg1lglely
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L dsungsskizze

Zuordnung
Bewertung

Die Erlésgerade wird in die Abbildung eingezei chnet; die Schnittpunkte
von K und E werden abgelesen. Daraus ergibt sich, dass bei einer Produk-
tion von etwa 2,6 bis etwa 7 Kartons téglich ein Gewinn erzielt wird.

(2 G(x)=E(x) - K(x) =530x— (25x° — 200x* + 600X+ 750)
G(X) = —25%° + 200%? — 70X — 750
G’(X)==75x* +400x—70.
Fir G'(x) =0 erhd@t man

—75%2 + 400X — 70 =0
, 16 14

X" ——X+—=0
3 15

9 15

320 42

8, [64 14
8

Xo=2t e
8

X, = 3
3 V45 45
8, [z
%2 =375 5

x, =5,152...

x, =0,181...

X liegt nicht in der Gewinnzone. Dass bei x; ein Hochpunkt vorliegt, ist an
der Grafik aus b) (1) deutlich zu erkennen bzw. eine offensichtliche Eigen-
schaft der Funktion G.

H(5,15|779,23)
Der maximal erreichbare Gewinn betragt rund 780 € téglich.

10

15

) o K,=K-K,

K, (X) = 25x°> — 200x* + 600X .

Der Graph von K, entsteht z.B. durch grafisches Subtrahieren der Fixkosten.

Grafische Darstellung siehe nachste Seite.
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o Der Graph von Ey, ist der Graph der Erl6sgeraden geringster Steigung, die
eine Tangente an den Graphen von K, bildet.

o Ausder Grafik kann die Vorschrift dieser Erlosgeraden beispiel sweise durch

ein Steigungsdreieck ermittelt werden (z.B. p= 6—2,0= 8%0= .= 200)

Die korrekte Vorschriftist: E_;(X) =200x .

min

Die kurzfristige Preisuntergrenze betragt also 200 € pro Karton.

15
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Bewertung

d)

K(X)-K; 25x° —200x* + 600x + 750— 750
1D kX®= L= X

Fur die Tiefpunktbestimmung wird die Nullstelle der Ableitung der
Funktion der variablen Stiickkosten berechnet:

50x—-200=0 = x=4

= 25x* — 200x + 600.

Dader Graph von k, eine nach oben gedffnete Parabel it, liegt bei x =4 ein
Tiefpunkt.

Tiefpunkt (4 | 200). Das Minimum der variablen Stiickkosten betrégt also
200 € pro Karton.

(2) Diekurzfristige Preisuntergrenze entspricht dem Minimum der variablen
Stiickkosten (siehe d1). Sie decken die bel der Produktion anfallenden vari-
ablen Kosten, nicht aber die Fixkosten, weshalb dieser Preis nur fir relativ
kurze Zeitréume gehalten werden kann.

Anschaulich heil3t dies, dass die Erldsgerade mit minimaler Steigung den
Graphen der variablen Gesamtkosten in einem Punkt berUhrt (siehe c3).

10| 5| 5

a-e* =1920
a-e** =2910
Division der zweiten Gleichung durch die erste liefert:

o _ 2910
1920

Darausfolgt: b=1In @ =0,4158...
1920

5| 2910

AWMHGGWWQ&e%@ﬂ:mzndmazzmpnm
So entsteht Kexp(x) = 240,072...- @DA158...x

Es kommt nicht auf die Genauigkeit der Werte an, sondern vielmehr auf richti-
ges Vorgehen beim Lésen des Problems.

15

f)

Der Rat sollte lauten, nicht mehr als 5 Kartonfillungen zu produzieren. Bel 6
Kartonswird zwar kein Verlust gemacht, aber der Gewinn ist nicht lohnend.
Schon bei einer kleinen weiteren Produktionssteigerung (die Angabe x = 6,35
wird nicht erwartet) gerét die Firmanach dem K, -Modell in den Verlust-

bereich.

Um zu diesem Schluss zu gelangen, kdnnen passende Wertetabellen zu Kosten
und Erl6s oder zum Gewinn angelegt werden oder die Graphik kannum K,

erganzt werden.
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Analysis 2

[.2 Pelzkrankheit bei Schafen

In einem grof3en Schafzuchtbetrieb
wird eine Herde von 1000 jungen
Schafen zur Produktion von Wolle
gehalten. Eine Geburten- oder Ster-
berate kann bei diesen Tieren wah-
rend des im Folgenden betrachteten
Zeitraums vernachléssigt werden.
An einem bestimmten Tag stellt der
Zuchter fest, dass 50 Schafe unter
der so genannten Pelzkrankheit lei-
den (dieser Tag wird als Tag O be-
zeichnet).

Die Krankheit auf3ert sich durch lastigen Juckreiz. Aufderdem kann sie langfristig die Qualitat der
Wolle beeintréchtigen. Sieist zwar nicht lebensbedrohlich fir die Schafe, doch der Heilungsprozess
dauert einige Monate. Leider ist die Pelzkrankheit fir die Schafe ansteckend.

Der Zichter weil3 aus Erfahrung, dass die Anzahl der erkrankten Tiere sich naherungsweise mithilfe
einer Funktion B mit B(t)=G—g-€*" beschreiben |4sst.

a) e Bestdtigen Sie, dassin diesem Zusammenhang G = 1000 zu wahlen ist.
e Beschreiben Sie die Bedeutung des Terms g-e ' im Sachkontext.
e Begrinden Sie, dass hier g = 950 anzusetzen ist.
o Interpretieren Sie die Bedeutung und den Einfluss des Parameters k im Sachkontext. (20P)

Am néchsten Tag, genannt Tag 1, zahlt der Ziichter 87 kranke Tiere.

b) Auf Grundlage dieser Zahlung soll eine Hochrechnung fir den Parameter k durchgefihrt
werden. Bestimmen Sie k auf vier Nachkommastellen genau. (5P)

Der Ziichter sieht sich auch bei Zahlungen an den néchsten Tagen im Wesentlichen bestétigt,
er arbeitet nun fir Prognosen mit der Bestandsfunktion B(t) =1000—950-e %,

¢) Angenommen, es wirden keine Mal3nahmen gegen die Krankheit unternommen:

e Berechnen Sie die Anzahl kranker Tiere am Tag 10 gemé&3 dem Modell.

e Bestimmen Sie gemal? dem Modell, nach wie vielen Tagen 50 % der Tiere von der
Krankheit befallen sind.

o Skizzieren Sie den Graphen von B in das Koordinatensystem in der Anlage. (15P)
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Natdrlich ergreift der Zichter Mal3nahmen: Er mischt ein Medikament ins Trinkwasser fir ale Tiere.
Er rechnet damit, dass ab dem Tag 6 ein Gesundungsprozess eintritt.

Um den Einfluss des M edikaments abschétzen zu kénnen, geben Fachleute dem Ziichter den Ansatz
fur eine neue Bestandsfunktion M nach M edikamentengabe an die Hand, die wiederum den Bestand
der kranken Tiere beschreiben soll und ab dem Tag 6 Guiltigkeit haben soll:

M()=a- eb‘(t—6)—c«(t—6)2 =a- eb'(t_6) e C=6)” gy a,b,c>0.

Der Parameter b beschreibt im neuen Funktionsansatz M die Ansteckungsrate der Krankheit,
der Parameter ¢ misst die Starke der Heilungswirkung des Medikaments.

d) e Bestdtigen Sie, dass M (6) =a gilt, geben Sie die Bedeutung der Grélze a im Sachkontext an
und bestimmen Sie einen passenden Zahlenwert fir a.

¢ Begriinden Sie, warum sich nach dieser Modellfunktion der Einfluss des M edikamentes
gegenliber dem Ansteckungsvorgang durchsetzen wird. (15P)

Fir dieses Medikament setzen die Fachleute einen Wert von ¢ = 0,012 an. Nehmen Sie aufRerdem an,
dass der Wert der Ansteckungsrate b = 0,08 betrégt.
Arbeiten Sieim Folgenden mit der neuen Bestandsfunktion M mit M (t) = 253 g2%(t-0)-0012(t-67

weliter.

€) Bestdtigen Sie: Die Anderungsrate des Bestands kranker Tiere wird ab t = 6 gemal dem neuen
Modell durch m(t) =(20,24— 6,072 (t — 6)) - e>08(t-6)-0.012(=6)* pecrnyriehen, (10P)

f) e Ermitteln Sie den Anstieg der Krankheitsfélle an der Stellet = 6, der sich jeweilsfir die
Funktion B und fir die Funktion M ergibt.

e Interpretieren Sie Ihr Ergebnisim Sachkontext. (15P)

Legen Sie auch bei der nachfolgenden Teilaufgabe das Modell mit der Funktion M zugrunde.
g) e Bestimmen Sie den groften Bestand kranker Tiere und den zugehdrigen Tag.
e Ermitteln Sie den Tag, an dem der Bestand kranker Tiere unter 1 % sinkt.

e Skizzieren Sie den Graphen von M in das Koordinatensystem in der Anlage, indem Sie
die oben ermittelten Informationen heranziehen und zwei weitere sinnvolle Punkte
berechnen. (20P)
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Anlage zur Aufgabe , Schafe”
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Zuordnung
. Bewertung
L 6sungsskizze I T
d|e B gibt den Bestand an kranken Tieren an. Langfristig werden ohne Eingriff
ale Tiere, also 1000, erkrankt sein. B strebt gegen G fir t gegen unendlich.
Also muss G = 1000 angesetzt werden.
e Die Anzahl der kranken Tiere erhdt man, indem man von der Gesamtzahl
die Anzahl der gesunden Tiere subtrahiert. Also gibt der Term g-e ™' die
Anzahl der gesunden Tiere an. Anfanglich gibt es 50 kranke Tiere, also 950
gesunde. g-e *° = g, daher muss g = 950 gesetzt werden.
e Kkist die Wachstumsrate fiir die Anzahl kranker Tiere. Je grof3er k ist, umso
schneller sinkt der Bestand an gesunden Tieren und umso schneller steigt
der Bestand an kranken Tieren. 10 | 10
b) | Ausdem Ansatz 87 = B(1) ergibt sich:
87 =1000—950-€ **
—913=-950-¢*
ok 913
950
“Kk=In %]
950
k =0,039726..., also k ~0,0397. 5
C) |e B(10)=363,196....

Fir den Tag 10 gibt es eine Prognose von 363 kranken Tieren.

e Zeitpunkt, an dem 50 % der Tiere von der Krankheit befallen sind:

B(t) = 500
1000—950-e **** =500
500 = 950- e %%
E — g 004t
19
i
In|—
f—_\19)
—0,04
t =16,0463...

Nach etwa 16 Tagen werden 50 % kranke Tiere vorausgesagt.

Zur Grafik:

Die Naherungsliniey = 1000 wird in der Schillerlésung nicht erwartet.
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Zuordnung
Bewertung

L dsungsskizze

A y Anzahl der kranken Tiere

rs

o

o
1\\\. -

10-+-20-+-30--40--50--60--70--80 tin TEQQ:

10| 5

d) |e M(6)=a-1-1=a.amussden Bestand an kranken Tieren zum Zeitpunkt

t = 6 angeben. M(6) = B(6) = 252,7035... . Alsoist a= 253 sinnvall. (DaM
eine Modellfunktion ist, deren Ergebnisse jeweils interpretiert werden mis-
sen, ist auch ein gebrochener Wert fur a—etwa a = 252,7 — denkbar.)

e Der Faktor €""® steigt streng monoton (weiterer Anstieg der Krankheits-
falle).

Der Faktor & sinkt streng monoton (Wirkung des Medikaments:
Reduzierung der Krankheitsfélle).

Je weiter t ansteigt, umso mehr beeinflusst der zweite Faktor den Bestand
im Vergleich zum ersten Faktor, da hier die Zeit im Quadrat steht. Langfris-
tig lauft also der Krankenbestand gegen Null. 5] 5|5
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Zuordnung
. Bewertung
L dsungsskizze I T
€ |ldee: Fir die Anderungsrate mgilt: m(t) = M'(t) .
M (t) — 253. e0,08(t—6)—0,012-(t—6)2
Die Ableitung ergibt sich mit der Kettenregel zu
M’(t) = 253-(0,08— 0,012 2- (t — 6)) - g %B(-6)-0012(:-6)"
= (20,24—6,072- (t — 6)) - > %B(--6)-0012(-6)" 10
f) B'(t) =38 e
B’(6) = 29,8918...
M’(6) =20,24,dat—6=0firt=6.
Im Verlauf der Bestandskurve entsteht also bei t = 6 ein Knick, denn
M’(6) < B(6) . Durch die Medikamentengabe nimmt hiernach die Starke
des Anstiegs der Krankheitsfélle ab dem Tag 6 sofort ab. Zu beachten ist
aber, dass die Krankheitsfalle zunéachst trotzdem noch zunehmen, da
M'(6) > Oist. 10| 5
9) Gesucht ist der Hochpunkt der Bestandsfunktion M.

M’(t) = 0 = 20,24—6,072.(t—6) =0, da e *®B(-9-0020-8° _. g
—~t=93. M (9,§) — 289.085...

Der Nachweis, dass ein Hochpunkt vorliegt, sollte argumentativ gefihrt
werden.

Der grofte Bestand kranker Tiere wird nach diesem Modell am Tag 9
erreicht und betrégt 289 (oder rund 290) Tiere.

Ein Krankenstand unter 1 % bedeutet, dass es nur noch weniger als 10
kranke Tiere gibt.
253. eO,OS»(t—G)—O,OlZ-(t—G)Z -10
0,08-(t—6) —0,012-(t — 6)* = In[ﬂ] = —3,2308...
253

0,08t — 0,48 — 0,012t + 0,144t — 0,432 = —3,2308...

—0,012t? + 0,224t — 0,912 = —3,2308...

t? —18,6t 4 76 = 269, 2336...
t? —18,6 t —193,2336...= 0
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Zuordnung
. Bewertung
L dsungsskizze I T
t? —18,6t—193,2336...= 0
t, zéi\/ﬁ+193,2336
’ 3 9
t, ~ 26,09
t,~—-7,41
t, ~ —7,41 ist kein sinnvoller Wert im Rahmen des Sachkontextes.
Nach etwa 26 Tagen liegt der Krankenstand unter 1 %.
e  Skizze des Graphen von M:
Ay Anzahl der kranken Tiere
1| 1 ch
1
1000
| |
[ Lt
900 ]
| P
800 g
| A
'mlo /
[
600 7
I K
500 ,«/
117
400
-1
300
| r/" AN
200 . M
I l/ \\IVI
100+ \,
L' J
10-}-20-30--40--50--60—--70--80 tin qua:
-100
10 | 10
Insgesamt 100 BWE| 25 | 55 | 20
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LA/AG 1

1.1 Konzerthalle

Fur dasMusical , Tarzan wird in einer mu-
sikbegeisterten Stadt eine neue Veranstal-
tungshalle gebaut. In der Planungsphase
mussen sowohl das Buhnenbild as auch die
technischen Abléufe des Musicals Uberdacht
werden. In dieser Aufgabe werden einige
Aspekte dieser Planung betrachtet:

Der Buhnenbereich liegt in der x;-X,-Ebene
und wird begrenzt durch eine vordere Kante
bei x; = 10 (siehe Anlage). Das Dach hat die
Form eines Trapezes mit den Eckpunkten

A(80[-10|15), B(80[70]15), C(0}60]10) und D(0|0[10).

Alle Zahlenangaben beziehen sich auf die Einheit Meter.

a) Zeichnen Siedas Dach (Punkte A, B, C, D) in das Koordinatensystem in der Anlageein.  (10P)

b) e Bestimmen Sie eine Ebenengleichung fir die Ebene, in der das Dach liegt [die Decke des
Theatersaales], indem Sie drei der vier Punkte heranziehen.

e Bestadtigen Sie rechnerisch, dass auch der vierte Punkt in dieser Ebene liegt. (15P)

Bei diesem Musical werden einige Szenen auch oberhalb der Zuschauer gespielt. Dabel bewegen sich
die Schauspieler an Seilen, die an Schienen hangen. Fur diese Schienen wird vereinfacht die Breite
Null angenommen, so dass sie sich als Strecken (Teile von Geraden) beschreiben lassen.

Fir zwei dieser Schienen, die mit g und h bezeichnet werden, sind Parameterdarstellungen bekannt:

40 —32
g:;<: 0 |+t-] 29 | mit te[0;]]
12,5 —2
40 ~16
h:x=[435|+s| 0 | mit se[0;2].
12,5 -1

Diese beiden Schienen sind in die Dachebene eingelassen.

¢) Weisen Siefir die durch g beschriebene Schiene nach, dass g Teil der Ebeneist, in der das Dach
liegt. Skizzieren Sie diese Schiene in das Koordinatensystem (Anlage).
[Fallsin Teilaufgabe b) keine Ebenenglei chung bestimmt wurde, kann die Ebenengleichung

40 40 40
E:x=| 30 |+ p-|—40(+q-[ 30| mitp, qe R genutzt werden.] (25P)
12,5 2,5 2,5
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d) Zeigen Sie, dassdie durch g und h beschriebenen Schienen sich nicht treffen. (15P)

In einer Szene bewegt sich Tarzan vom 1. Rang an einem Seil hdngend auf die Biihne. Das Seil hangt
Zu Beginn der Bewegung lotrecht (senkrecht zur x;-X,-Ebene) an der Schiene g. Das Seilende sowie
die Fule von Tarzan befinden sich am Punkt P(36 | 3,625 | 7). Die Bewegung endet am Schienenende
im Buhnenbereich auf einem Podest, das vom Seilende berthrt wird.

€) e Skizzieren Siein das Koordinatensystem die Lage des Seils zu Beginn und zum Ende der
Fahrt.
e Bestimmen Sie die notwendige Hohe des Podestes. (15P)
Unter der Theaterdecke befindet sich auch eine Art Baumhaus, das von den Darstellern in einzelnen
Szenen genutzt wird. Dieses Baumhaus kann als Kugel mit dem Radius 1,8 m und dem Mittel punkt

M(15]20]8) angesehen werden. Aus Sicherheitsgriinden darf sich die Kugel nicht im ,, Durchfahrts-
bereich® von Tarzan [siehe Aufgabenteil €)] befinden.

f) e Ermitteln Sie den Abstand der Kugel zu der Ebene, die das Seil bei der Bewegung an der
Schiene entlang beschreibt.

e Beurteilen Sie, ob dieser Abstand im Hinblick auf Sicherheitsaspekte ausreicht. (20P)
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Anlage zur Aufgabe , Konzerthalle®

P 1>

Biihne

10

R
D
9
9
\
9
N
N
ISe) H_
= \
)
—

10

X1
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Erwartungshorizont

Hauptte

Allgemeinbildende und berufliche gymnasiale Oberstufen

rmin

L 6sungsskizze

Zuordnung
Bewertung

Diese Zeichnung/Skizze gilt fur a), ¢) und e):

x)

a) Zeichnung des Daches
c) Skizze der Schiene g zwischen G; und G,

€) Skizze des Seiles oberhalb von P und unterhalb von G,

10

b)

Eine mégliche Lésung ist die Beschreibung durch die Punkte D, C und A:
0 0 80

E: X=0D+A-DC+ si-DA=| 0 |+ \-|60|+ | —10|firiundp € R .
10 0 5

Der Punkt B ist Teil der Ebene, wenn die Gleichung

80 0 0 80
70 |(=| O |[+A4-]| 60 |+ x| —10 | fur A und p |6sbar ist. Fir die erste und dritte
15) (10 0 5

Zeilegilt p =1 und damit in Zeile2: 70 = 60 A — 10, so dass A =

Wl

Also ist auch der Punkt B in der Ebene enthalten.

Entsprechende Lsungen ergeben sich mit anderen gewahlten Punkten zur
Beschreibung der Ebene E. Auch ein Losungsweg mit einer Koordinaten-
gleichung ist zul&ssig.
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Hauptte

Allgemeinbildende und berufliche gymnasiale Oberstufen

rmin

L dsungsskizze

Zuordnung
Bewertung

Die Schienen liegen in der Dachebene, wenn es unendlich viele L ésungen fur
40— 32t =80u
das Gleichungssystem | 29t =604 —10u | gibt. Die Umwandlungin
12,5-2t=10+5u
40=80u + 32t
0=604—-10u — 29| zeigt, dass Gleichung 1 das 16-fache von Gleichung 3 ist.
2,5=5u+2t
Umformung von 1 (oder 3) ergibt u = 0,5— 0,4t. Einsetzen in Gleichung 2 ergibt

dort A= % + %t . Das bedeutet, dass es zu jedem te [0;1] der Geraden g Wer-

tepaare (A, w) gibt, die das Gleichungssystem erfillen. Also ist jeder Punkt der
Schiene g auch Punkt der Ebene E.

Alter native Losungswege sind mbglich:

Zwei Punkte der Strecke liegen in der Ebene, also auch die gesamte Strecke.
Oder: Einsetzen der Geradengleichung in die Koordinatengleichung der Ebene
und L6sen der entstehenden linearen Gleichung.

Die Skizze fur die Schiene ist eine Strecke zwischen den Punkten G, und G,, die
sichaust=0undt = 1 ergeben. Sollte der Priifling die Schiene deutlich tber
diese Punkte hinaus zeichnen, dann ist dies mit Punktabzug zu bewerten.

d)

Der Schnittpunkt zweier Geraden (hier Strecken) kann durch Gleichsetzen er-
40-32t =40-16

mittelt werden. Dieser Ansatz fihrt zum Gleichungssystem | 0+ 29t =43,5
12,5-2t=12,5—-

Die Gleichung 2 ergibt t = 1,5. Dadie Gleichungen 1 und 3 zu s = 2t fihren, ist
s=3.Date[0;] und se[0;2], liegt der Schnittpunkt der beiden Geraden

auRerhalb des festgel egten Bereichs fiir die Strecken, also treffen sich die
Schienen nicht.

Eine alternative L 8sung ergibt sich durch Skizzieren von h. Wenn h als Strecke
zwischen den beiden Punkten gezeichnet wird, diesich fir s=0und s= 2 erge-
ben, dann gibt esin der Grafik keinen Schnittpunkt.

Sollte der Priifling fur die Schienen die Geraden zeichnen, die sich treffen, so
kann er noch argumentieren, dass sich der Treffpunkt auRerhalb des Daches
befindet und sich die Schienen daher nicht wirklich treffen (sondern nur die
Geraden).

15
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Allgemeinbildende und berufliche gymnasiale Oberstufen

Haupttermin

L dsungsskizze

Zuordnung
Bewertung

In der Anlage muss der Punkt P skizziert werden. Die lotrechte Verbindung zur
Geraden g ergibt eine Seillange von etwa 5 m.

Rechnerisch gilt:

Mit der Vorgabe des Punktes P(36 [3,625 |7) lasst sich der Parameter t der
Parametergleichung fir g zu t = 0,125 bestimmen. Das Seil ist demnach ober-
halb von P in der Hohe x;= 12,25 m angebracht [Punkt Q(36]3,625|12,25)].

Die Seillange ist demnach 5,25 m.

Auch am Ort des Schienenendes, also bei t = 1, hangt das Seil 5,25 m herab. Der
Bihnenaufbau unterhalb des Punktes G»(8 | 29 | 10,5) fir t = 1 muss demnach
10,5 m—5,25 m = 5,25 m hoch aufgebaut werden.

f)

Die Durchfahrtsebene E, des Seils kann mit der Geradengleichung fir g und

0
dem zweiten Richtungsvektor | 0 | beschrieben werden. Dann gilt:
-1
40 -32 0
E2:;<: O |+t 29 |+r-| O | mit tell, rel] (oderauch te[0;1]und
12,5 -2 -1

re[0;5,25]).

Zur Ermittlung des Abstandes wird der Normalenvektor der Ebene E, benttigt.

0\ (m =32\ (n
Aus| O |-|n, |=0und| 29 |-| n, |[=0folgtn;=0sowie29n, =32 n,.
1) -2 )\
n 29
Somit wéreeineLdsung | n, |=| 32 |.
Ng 0

Die Ermittlung des Normalenvektors mithilfe des Vektorproduktes ist ebenfalls
erlaubt.

Berechnung des Abstandes:
1. Lésung (Uber die Abstandsformel):

15 40 29
1

d=|||20|-| O ||-|32 —— =1,968...
8 12,5 0 29°+32
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Zuordnung
Bewertung

L dsungsskizze

2. L dsung:
29 15 29

Die Gerade K : X = WJrq- 32|=|20|+q-|32| wird mit der Ebene E, zum
0 8 0
Schnitt gebracht. Der Abstand des Schnittpunktes zum Punkt M ist der Abstand
des Kugel mittel punktes M von der Ebene E,.
40-32t =15+29q
Ausdem LGS | 29t=20+32q |ergeben sichdielLdsungen
125-2t-r=8

t:@z0,7399und r :EzaOZOl sowie qzﬂz0,0456.
373 746 373

6088

15 29) | 33| (16,32

: I : — 17 8004
Damit ergibt sich der Schnittpunkt 0S=|20|+ —-|32|=|——|~|2146]|.
373 373

8 0 8 8

Der Abstand zwischen dem Mittel punkt und der Ebene ist dann
‘Ws" = /(16,32 -15) + (21,46 — 20)? =1,968....

Der Abstand von etwa 1,97 mist grof3er als der Radius von 1,8 m, doch die
Kugeloberflache ist somit nur etwa 17 cm von der Ebene entfernt.

Sicherheitsaspekte kénnen hier dhnlich wie bei ,, Flugzeug-Aufgaben® angefhrt
werden. Auf jeden Fall ist der Darsteller von Tarzan nicht so schmal wie das
Seil. Zusétzlich konnte der Darsteller 18ngs seiner Bahn Schwingungen ausfiih-
ren oder das Baumhaus kdnnte in seiner Position schwanken. Der Abstand zwi-
schen dem Baumhaus und der Durchfahrtsebene des Seiles betragt nur etwa 17
cm und ist unter den genannten Aspekten zu klein. Die Position des Baumhauses
muss daher noch verandert werden. 5115

Insgesamt 100 BWE| 25 | 55 | 20
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LA/AG 2

[1.2 Lachse

Der atlantische Lachs hélt sich als erwachsenes Tier in
den kustennahen Gewdassern von Nord- und Ostsee
auf. Hier ernahrt er sich rauberisch von anderen
Fischen. Der Lachsist ein Wanderfisch. Friher wur-
den Lachse in grof3en Mengen auf ihren Laichwande-
rungen gefangen, oft bevor sie sich fortpflanzen konn-
ten. Dieswar auch mit en Grund fir den Zusammen-
bruch der Lachsbesténde.

Zur Fortpflanzung wandern die atlantischen Lachseim
Frihsommer aus dem Meer wieder in ihre Heimat-
gewasser zurlick. Bei dieser Wanderung kdnnen sie bis
zu 2 m hohe Hindernisse Gberspringen.

Anfang November bis Ende Februar erreichen sieihre

Laichgebiete in den Oberlaufen der grof3en Fllsse.

Hier legt das Weibchen an verschiedenen Stellen ca. 5000 bis 20000 Eier ab, die von mehreren Mann-
chen befruchtet werden. Nach dem Laichstress sterben die meisten Elterntiere ab. Weniger als 10 %
wandern wieder zurlick, um im néchsten Jahr eine zweite Laichwanderung zu unternehmen. Eine drit-
te Laichwanderung konnen nur weniger als 0,1 % der Lachse durchfihren. Je nach Wassertemperatur
schltipfen die Larven nach 80 bis 210 Tagen. Die kleinen Junglachse (Parrs) féarben sich nach 1 bis5
Jahren mehr und mehr silbern und wandern, nun Smolts genannt, in das Meer ab. Im Meer werden sie
nach 1 bis 4 Jahren fortpflanzungsfahig.

Die Entwicklung der weiblichen Lachspopulation in eéinem Fluss soll durch folgende Leslie-Matrix
beschrieben werden.
0 0O O 6000 7000

0,001 05 O 0 0

L= 0 015 04 O 0
0 0 02 O 0

0 0 0 005 O

a) Stellen Siedie Leslie-Matrix in einem Ubergangsgraphen dar, verwenden Sie dazu die Klassen
Eier (E), Parr (P), Smolt (S), erwachsene Erstlaicher (1L), erwachsene Zweitlaicher (2L).  (10P)

b) e Interpretieren Sie die Bedeutung der Eintrage 6000, 0,4 und 0,05 in der Matrix.

e Geben Sie an, auf welche Formulierungen des obigen Textes sich diese drei Eintrége jeweils
beziehen und beurteilen Sie, ob sie den Sachverhalt angemessen wiedergeben. (20P)
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Im Rhein und seinen Nebenfllissen waren die Lachse in
den 1950er Jahren ausgestorben, z.B. aufgrund von un-
Uberwindbaren Staudammen. Ein lokaler Politiker
macht folgendes Wahlversprechen: In einem Nebenfluss
des Rheins wird eine Fischleiter um einen Staudamm
herum gebaut und 1000 weibliche Lachse sowie eine
hinreichend grof3e Anzahl von mannlichen Lachsen
werden wieder angesiedelt. Bei dem Aussetzen der
Lachse wurden diese nicht mehr gezahit. Ein lokaler
Umweltverband zweifelt daran, ob wirklich 1000 weib-
weibliche Lachse ausgesetzt wurden, zumal im néachsten Jahr nur 602 weibliche Lachse gezéhit wur-
den. Gehen Sie im Folgenden davon aus, dass keine Zweitlaicher ausgesetzt wurden.

c) e Ermitteln Siemit dem Modell aus Aufgabenteil a) fir den ausgezadhlten Populationsbestand
t, =(e|460|138|0|4) den Bestand des Vorjahres und den Parameter e.

e Entscheiden Sie, ob das Versprechen eingehalten wurde.
o [nterpretieren Sie, warum der erste Eintrag des Vektors nur in Form eines Parameters e
angegeben ist. (25P)

In einem weiteren Nebenfluss des Rheins gibt es schon seit einiger Zeit wieder Lachse. Stichprobenar-
tig werden die Bestande der einzelnen Klassen ausgezahlt und auf folgende Population der weiblichen
Lachse geschlossen: Y, = (10000 |1500 | 300|100 |5)

d) Berechnen Sie mithilfe der Matrix L die Populationsvektoren V, und V, fir die nachsten
zwei Jahre. (10P)

Der mdgliche Erfolg der Lachsansiedelung soll abgeschétzt werden. Eine Simulation mittels L
hat folgende Bestande fiir die Parrs ergeben.

Jahr 1 2 3 4 5 10 15 20

Anzahl Parrs aus d) 903 | 886 | 770 | 527 357 | 242

e) Zeichnen Siein das beiliegende Koordinatensystem die Punkte ein und untersuchen Sie das
Langzeitverhalten der Population. Bestimmen Sie fur die Anzahl der Parrs einen mittleren
Wachstumsfaktor auf drei Nachkommastellen genau fir den Zeitraum 5. bis 20. Jahr und
ermitteln Sie, wann voraussichtlich ein Bestand von 50 Parrs erreicht wird. (20P)

Leider reduziert ein Umweltskandal im Laichgebiet der Lachse am Anfang des dritten Jahresim
Bestand V, = (435000|903|253|50|3) die Anzahlen der Parrs und der laichenden Lachse um jeweils

20 %. Die Matrix H soll ausschliefdlich die Reduzierung durch den Umweltskandal beschreiben und
noch nicht den Ubergang zum néchsten Jahr beinhalten.

f) Geben Siedie Matrix H an. Berechnen Siedann L-H und L-H -V, und interpretieren Sie
die Bedeutung der beiden berechneten Ergebnisse. (15P)
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Anlage zur Aufgabe , Lachse”

v

Zeit in Jahren

20

A Anzahl der Parrs

1000 +
900 +
800 +
700 +
600 +
500 +
400 +
300 +
200 +
100 +
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Erwartungshorizont

Allgemeinbildende und berufliche gymnasiale Oberstufen

Haupttermin

Zuordnung
L §sungsskizze Bewertung
I (|
3) 7000
10
b) Interpretation Im Text / Beurteilung
6000 | Anzahl der Eier, diedie 6000 liegt im Bereich 2500 bis 10000
Erstlaicher ablegen Eier je Weibchen (beachte: etwa die
Héalfte der Eier entwickeln sich zu
Ménnchen).
0,4 |Anteil der Smolts, dieim Smolts wechseln erst nach 1 biszu 4
Stadium verbleiben Jahren ins néchste Stadium, d.h. esver-
bleibt ein grofer Teil im Smoltstadium.
0,05 | Anteil der Erstlaicher, die Weniger als 10 % = 0,1 laichen ein
noch ein zweites Mal laichen | zweites Mal.
Damit ist der Text in der Lesliematrix angemessen beriicksichtigt. 5115
C) | L-X=U, mit x, =0 (2L steht fir Zweitlaicher)
6000x, +7000-0=e e=6000- x,
0,001x. + 0,5x, = 460 X = 460 000 — 500x,
0,15x, +0,4x, =138 | — X, =920— £ X
0,2x;=0 Xs=0
0} 05)(_”_ =4 X, = 80
0
920
X=| 0 und e= 6000-80= 480000
80
0
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Zuordnung
L 6sungsskizze Bewertung
I (| I

Das Versprechen wurde eingehalten, siehe 2. und 4. Eintrag des Vektors.

Der Parameter e wird verwendet, da die grol3e Anzahl der kleinen Eier praktisch

nicht auszdhlbar ist. Die Anzahl der Eier betrégt e = 480 000. 15| 10

d) 635000 395000
760 1015
V,=L-V,=| 345 |, V,=L-Vy=| 252
60 69
5 3 10
e) A Anzahl der Parrs

1000 + ?

900 + 1

800 +

700

600 +

500 !

400 +

300 +

200

100 +

;, ll() 1I5 2I() "

Zeit in Jahren

Der Graph scheint sich exponentiell der Zeitachse zu ndhern, d.h. die Population
scheint nicht Uberlebensfahig zu sein, denn wenn die Parrs aussterben, gilt dies
auch fur die gesamte Population.

A(5) 770 T
A (15) :ﬂzo,ew
A (10) 527

A (20) _ 242 0,677
A (15) 357
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Zuordnung
Bewertung

L dsungsskizze

Der Mittelwert fir den Wachstumsfaktor fir fUnf Jahre betrégt 0,679.

Wenn andere Wertepaare gewahlt werden, kann sich ein leicht abweichender
Mittelwert ergeben.

f(t)=a-b"
f t+5  htts
(t+5) _ab™ _; 579
f(t) ab
b"*** =0,679
b=23/0,679=0,925...

Eine Regression ist nicht gefordert. a kann z.B. bestimmt werden mit
f(15) = 357:

357=a-0,925"

a=1150

Bestand:
f(t)=50
1150-0,925" =50

_In(&) =40,21
In(0,925)

Alternativ kann die Tabelle mit dem mittleren 5-Jahres-Wachstumsfaktor 0,679
fortgesetzt werden:

Jahr 25 30 35 40 45

Anzahl Parr 164 112 76 51 35

Der Bestand von 50 wiirde voraussichtlich nach etwa 40 Jahren erreicht. 5110 5
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L dsungsskizze

Zuordnung
Bewertung

f)

o O O O

0 0 0 4800 5600
0001 04 O 0 0
L.-H=| 0 012 04 O 0
0 0 02 O 0
0 0 0O 004 O

L-H -V, = (256800 796,2| 209,56 50,6 |2)"
sinnvoll gerundet: V, = (256800|796|210|51|2)

L - H beschreibt die Reduzierung durch den Umweltskandal und beinhaltet auch
den anschlieRenden Ubergang zum néchsten Jahr.

Mit L-H -V,wird die Population zu Beginn des vierten Jahres unter Bertick-
sichtigung des Umweltskandal s berechnet.

10| 5

Insgesamt 100 BWE

30|50 20
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STOCHASTIK 1
1.1 Anschnallquote

Seit 1984 gibt esin Deutschland die Anschnallpflicht, das
heif3t die Pflicht fir Fahrzeuginsassen, die vorgeschriebe-
nen Gurte wahrend der Fahrt anzulegen, anderenfalls droht
ein Bul3geld und im Falle eines Unfalls ein zumindest teil-
weiser Verlust des Versicherungsschutzes.

Wie gut dieses Gebot in der Praxis eingehalten wird, driickt
sich in der Anschnallquote aus, die den Anteil der wdhrend

der Fahrt angeschnallten Autofahrer (an allen Autofahrern)

angibt.

Werte fir diese Quote sind schwer zu erhalten; die BASt
(Bundesanstalt fur das Stral3enwesen) veroffentlichte 2004
eine Untersuchung, bei der sie eine Anschnallquote fur Fahrer von 94% angab. Nehmen Sie diese Zahl
a s theoretischen Richtwert in den folgenden Untersuchungen; gehen Sie weiterhin davon aus, dassin
dieser Aufgabe nicht zwischen weiblichen und mannlichen Fahrzeuglenkern unterschieden wird:
»Fahrer bezieht sich auf beide Geschlechter.

a) Berechnen Sie unter dieser Voraussetzung die Wahrscheinlichkeiten fur folgende Ereignisse:
A — Unter zehn beobachteten Fahrern fuhr genau ein Fahrer nicht angeschnallt.
B — Von 20 beobachteten Fahrern hatten alle den Gurt angelegt.
C — Unter zwanzig beobachteten Fahrern waren hichstens achtzehn angeschnallt. (15P)

b) e Bestimmen Siedie Zahl der Fahrzeuge, die beobachtet werden mussen, bis die Wahrschein-
lichkeit, mindestens einen nicht angeschnallten Fahrer zu beobachten, auf tber 99% gestiegen
ist.

e Sie beobachten einen nicht angeschnallten Fahrer.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass die nachsten fiinfzehn Fahrer angeschnallt sind.

e Entscheiden Sie durch Rechnung, ob die Wahrscheinlichkeit fir das Ereignis,, Nach fiinfzehn
angeschnallten Fahrern kommt ein nicht angeschnallter Fahrer* mit der eben bestimmten
Wahrscheinlichkeit gleich ist. (20P)

c) e Ermitteln Sie fur 400 beobachtete PKW den Erwartungswert und die Standardabweichung
fr die Anzahl der angeschnallten Fahrer.

¢ Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass unter den 400 Fahrern nicht mehr als 10
nicht angeschnallt sind. (15P)
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Ein Hinweis zur Verkehrsdichte: Auf einer stark befahrenen Autobahn passieren pro Tag 100 000
Autos einen bestimmten Beobachtungspunkt, auf einer stark befahrenen Bundesstral3e 40 000 Autos
pro Tag, auf einer stark befahrenen vierspurigen Stadtstral3e 25 000 Autos pro Tag.

d) Auf Nachfrage sagt die BASt, dass ihre Aussage zur Anschnallquote genauer ,,(94+1)% aller
Fahrzeuglenker fahren angeschnallt* lautet. (Man sagt dann, die Aussage ist auf 1 % sicher.)
J/n-0,94-(1-0,94)
n

Als Gleichung bedeutet dies: =0,01.

e Leiten Siediese Gleichung im Kontext der Aussage her.

e Ermitteln Sie die MindestgroRRe der Stichprabe, die die BASt gezdhlt haben muss, umihre
Aussage zur Genauigkeit vertreten zu kdnnen.

e Berechnen Sie auch den notwendigen Umfang, den eine Stichprobe haben miisste, damit die
daraus gewonnene Aussage auf 0,1% sicher ist.

o Beurteilen Sie lhre Resultate in Hinblick auf realistische StichprobengréfZen. (20P)

Bei einer Ermittlung der Anschnallquote auf der Autobahn (von einer Hamburger Briicke Uber die A7,
Fahrtrichtung Stiden) durch eine Schiilergruppe wurden bei mafdigem V erkehr tagsiiber insgesamt
1800 PKWs beobachtet und beziiglich des angelegten Gurts bewertet. Dieses Experiment dauerte etwa
80 Minuten; Taxis und unklare Beobachtungen flossen nicht in die Statistik ein.

Es ergab sich, dass 1669 Fahrzeuglenker angeschnallt waren.

€) Begrinden Sie, warum dieses Experiment als Bernoulli-Experiment betrachtet werden kann.
Berechnen Sie die Standardabweichung bel diesem Experiment.
Sie vergleichen jetzt das Resultat des Experiments mit der BASt-Untersuchung. Sie machen einen
Hypothesentest mit der Hypothese ,, Die BA St-Untersuchung entspricht den Tatsachen.” Zugleich
stellen Sie fest, dass das Resultat des Experiments die BASt-Studie nicht gut unterstiitzt.
Untersuchen Sie, wie grof3 der Sicherheitsbereich gewahlt werden musste, damit aufgrund des
Experiments die Hypothese noch abgel ennt werden konnte. (20P)

f)  Inder Beschreibung der Ermittlung durch die Schillergruppe wurde Wert darauf gelegt, dass sie
»bel maltigem Verkehr tagsiiber” durchgefiihrt wurde und ,, etwa 80 Minuten” gedauert hat.
Begriinden Sie, warum dies wesentliche Bedingungen fur die Durchfihrung der Ermittlung
waren, vor alem in Hinblick auf die Frage, ob das Experiment ein Bernoulli-Experiment
ist. (10P)
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Zuordnung
Bewertung

a)

P(A) =10-0,94°-0,06 ~ 34,38%
P(B) = 0,94% ~ 29,01%

Das Ereignis C l&sst sich umformulieren zu: Unter 20 Fahrern tritt es nicht auf,
dass 19 oder 20 Fahrer angeschnallt sind. Deswegen:

P(C)=1-20-0,94".0,06— P(B) ~ 33,95%.

15

b)

1-0,94" >0,9Anell =n=75.

Hier ist zundchst danach gefragt, dass 15 angeschnallte Fahrer hintereinander
kommen. Dafiir ist die Wahrscheinlichkeit p,s = 0,94" = 39,53%.

(Der nicht angeschnallte Fahrer am Anfang ist die V oraussetzung, seine Wahr-
scheinlichkeit spielt wegen der anzunehmenden stochasti schen Unabhangigkeit
keine Rallel)

Dann aber wird nach ,,15 mal angeschnallt, danach einmal nicht angeschnalIt*
gefragt. Hierfr ist die Wahrscheinlichkeit pg,; = p;5-0,06=2,37%.

Dahier der nicht angeschnallte Fahrer in die Berechnung eingeht, sind die
Wahrscheinlichkeiten verschieden.

U =400-0,94=376; o~ 4,7497 > 3, dsoist die Laplace-Bedingung erfllt.

»ES sind nicht mehr als zehn Fahrer nicht angeschnallt* bedeutet: Mindestens
390 Fahrer sind angeschnallt, also 14 mehr als erwartet — oder drei Standardab-
weichungen mehr als erwartet.

Eine Abschatzung mit der Normalverteilung fur eine einseitige Abweichung von
drei Standardabweichungen ergibt eine Wahrscheinlichkeit von P~ 0,9987 ; bei

einer genaueren Berechnung mit Hilfe der Normalverteilungsnaherung ergibt
389,5— u

sich P:d)[
(o2

]z 0,9978.

Anders ausgedriickt: Die gesuchte Wahrscheinlichkeit liegt nur etwa 2 Promille
unter 1.

15
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Zuordnung
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d)

Zur Herleitung der angegebenen Formel: Der Term \/ n-0,94-(1—0,94) be
schreibt die (absolute) Standardabweichung einer binomialverteilten Grélie vom
Umfang n mit der Wahrscheinlichkeit p =0,94 . Mdchte man diesen Wert auf

100% beziehen, also die relative Standardabwei chung erhalten, muss die Stan-
dardabwei chung durch den Umfang n geteilt werden.

Jn-0,94-(1-0,94)
n

Zulosen ist =0,01 = n=564 bzw.

Jn-0,94-(1-0,94)
n

=0,001 = n=56400

Da schwerlich wesentlich mehr als einige tausend Fahrzeuge gezahlt werden
konnen (siehe Hinweis), ist die Genauigkeit einer Aussage Uber die Anschnall-
guote bestenfalls etwa +0,5% — oder es miissten etliche ,Messungen* zusam-
mengef Uhrt werden, was wiederum die Frage nach der Vergleichbarkeit der
»Messhedingungen” aufwirft. Die Genauigkeitsaussage der BASt ist jedenfalls
plausibel.

Esist mit héchster Plausibilitdt davon auszugehen, dass die Entscheidung, sich
anzuschnallen, von jedem Fahrzeugfiihrenden unabhéngig von allen anderen
getroffen wird; da es zudem genau zwei Moglichkeiten gibt (ndmlich ange-
schnallt — nicht angeschnallt), sind die Voraussetzungen fir ein Bernoulli-
Experiment gegeben.

O perimen = \/1800- 1069 131 110012
1800 1800

In diesem Tell ist das Vorgehen mit Hilfe der Normalverteilungsnaherung mit
einem zweiseitigen Test sinnvoll.
Der Erwartungswert der BASt-Studieist E=1800-0,94=1692, die Standard-

abweichung ist dann o =10,08. Somit liegt dieser Erwartungswert um
2,08690 ~ 2,10 Uiber dem Ergebnis der Ermittiung.

Der Bereich der Normalverteilung (E + 2,0869¢ ) hat eine Wahrscheinlichkeit
von P =96,3% . Also: Nur knapp 4 % aller aquivalenten Stichproben wiirden
ahnlich weit bzw. weiter abweichen —ein Widerspruch der eigenen Ermittiung

zum BASt-Ergebnis ist mit hohem Signifikanzniveau anzunehmen, der Fehler 1.

Art liegt zweiseitig bei etwa 4 %, einseitig entsprechend bel etwa 2 %.
Somit liegt der anzunehmende Sicherheitsbereich bei gut 96 %, in Standard-
abweichungen bei etwa 2,10 .

10
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f)

Es konnte einen tageszeitbedingten Gang geben: Mit Sicherheit ist das Verhalt-
nis zwischen Fernreisenden und lokalem Verkehr im Verlauf des Tages wech-
selnd, und bei Kurzstreckenfahrten ist vermutlich die Anschnallquote geringer.

Diese Effekte gehen durch das relativ kurze Zeitfenster von 80 Minuten nicht in
die Beobachtung ein, so dass von einer konstanten Anschnallquote in dem Beob-
achtungszeitraum ausgegangen werden kann. Die konstante Anschnallquote
fahrt zu konstanten Wahrscheinlichkeiten Uber den Beobachtungszeitraum, da-
her ist ein Bernoulli-Experiment angemessen.

Eine héhere Fahrzeugdichte macht die Beobachtung der einzelnen Fahrzeuge
schwerer; hierbei ergibt sich eine Beobachtungsselektion (Bias) zugunsten ge-
wisser Fahrzeugtypen und gegen Fahrzeuge, die dichter auffahren, auch hinter
LKWs. Dunkelheit erschwert ein Erkennen des angel egten Gurts entscheidend,
wobei auch hier ein Bias zugunsten einiger Typen auftritt.

Weitere Argumente sind denkbar.

Insgesamt 100 BWE

30| 50| 20
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STOCHASTIK 2

[ll.2 Marketing

Zur FuRball-Weltmei sterschaft in Stidafrika wurden
von allen teilnehmenden Nationa mannschaften
Klebebilder verkauft, die in eéinem Album gesam-
melt werden konnten. Ein bekannter
Limonadenhersteller hat sich eine Seite dieses
Sammelalbums gesichert, um dort sogenannte , Tor-
jubelbilder* sammeln zu lassen. Diese Bilder wur-
den beim Verkauf einer Kiste einer besonderen
Limonade in einer Tlte an den Kaufer gegeben. In
dieser Aufgabe sollen Aspekte dieser Marketing-
malinahme betrachtet werden.

Es gibt insgesamt vier verschiedene Torjubel bilder.

Alle Bilder werden gleich haufig gedruckt, und in einer Tite sind zwei ver schiedene Torjubelbilder
enthalten. Wie viele Tten man sammeln muss, bis die Seite mit allen Bildern vall ist, hangt vom Zu-
fall ab. Das Sammeln der Bilder kann als zufélliger Prozess mit fiinf mdglichen Zustdnden betrachtet
werden. Zustand i bedeutet, dass man unter den bereits gesammelten Bildern i verschiedene Bilder hat.
Der folgende Ubergangsgraph zeigt die Wahrscheinlichkeiten, von einem Zustand in einen anderen zu
gelangen:

p—
=

l e

N =
Ll

1
0 2
©O—0 O—0—~®
a) Geben Sie die mdglichen Bilderkombinationen in den Titen an und bestétigen Siedie
Wahrscheinlichkeiten im Ubergangsgraphen. (15P)

b) e Bestimmen Siedie Wahrscheinlichkeit, dass nach dem Kauf von vier Kasten (mit vier Tuten)
das Bild 4 noch nicht dabei ist.

¢ Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass in den vier Titen eines von vier Bildern
nicht dabei ist. (10P)

In einer Kleinstadt gibt es drel grofe Getrankemarkte mit einem ahnlichen Angebot: Getrankehof,
Limotheke und Saftladen. Einer dieser Getrankeméarkte, der Saftladen, hat sich die Rechte zur Durch-
fuhrung der Werbemal3nahme mit zwei Sammelbildern pro Tiite gesichert. Eine Woche nach dem
Start der Werbeaktion wird eine Untersuchung zur Kundenwanderung durchgefihrt. Dabei hat sich
Folgendes ergeben:

- 65 % der Kunden vom Getrankehof kauften auch in der Folgewoche dort ein. Dagegen sind
20 % zur Limotheke und 15 % zum Saftladen abgewandert.

- Der Limotheke blieben 55 % der Kunden auch in der Folgewoche treu, doch 25 % sind zum
Saftladen und 20 % zum Getr&nkehof abgewandert.

- Der Saftladen hatte sogar einen Anteil von 70 % der Kunden, die auch in der Folgewoche dort
einkauften. Die anderen Kunden teilten sich gleichméidig auf den Getrénkehof und die
Limotheke auf.
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In der untersuchten Woche kauften 3 000 Personen beim Getrankehof, 3 600 Personen bei der
Limotheke und 2 800 Personen beim Saftladen.

c) e Stellen Siedie Kundenwanderung mit einem Ubergangsgraphen dar und bestimmen Sie
die zu erwartende Kundenverteilung in der Folgewoche.

e Beurteilen Sie, ob schon nach einer Woche von einer erfolgreichen Werbemal3nahme
gesprochen werden kann.

e Beurteilen Sieferner, ob dies auch fur die darauf folgenden Wochen gilt. (20P)

Die Konkurrenz plant nun fir die néchste Europamei sterschaft ahnliche Aktionswochen. Es wird da-
von ausgegangen, dass die Kaufer pro Woche eine Limonadenkiste kaufen. In jeder Tute soll es nur
noch ein besonderes Bild geben, aber insgesamt ebenfalls vier Bilder der Stirmer Miro, Mario, Steffen
und Lukas. Auch diese Bilder werden in gleicher und sehr grof3er Anzahl gedruckt. Um den Erwar-
tungswert fir die Anzahl der Titen zu bestimmen, die notwendig sind, um das Bild von Lukas zu er-
halten, kann ein Ubergangsgraph mit den Zustanden 0 und 1 gezeichnet werden.

O——O

Dann lasst sich die Anzahl a firr den oben genannten Erwartungswert mit der folgenden Formel

bestimmen:
a=p-1+(1-p)-(a+l).

Begriinden Sie die Formel und zeigen Sie, dassa = 1 ist. Geben Sie den Wert a an.

d)
P

¢ Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass nach dem Kauf von vier Tlten das Bild von

Lukas noch nicht dabei ist.

o Vergleichen Sie dieses Resultat mit dem entsprechenden Resultat aus b). (25P)

€) e Zeichnen Sie den Ubergangsgraphen mit den zugehorigen Wahrscheinlichkeiten fiir alle Zu-
sténde 0, 1, 2, 3 und 4, wobei z.B. Zustand 3 bedeutet, dass drei verschiedene Bilder gesam-
melt sind.

e Ermitteln Sie nun die Wahrscheinlichkeit, dass in vier Tten genau drei verschiedene
Bilder sind, und vergleichen Sie dies mit dem entsprechenden Ergebnis aus b). (15P)

f) e Ermitteln Sie die zu erwartende Anzahl der Titen, die man kaufen muss, um alle Bilder zu
erhalten.

o Interpretieren Sie Ihr Ergebnis hinsichtlich der anzusetzenden Dauer der Werbeaktion.  (15P)
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a)

Es gibt sechs verschiedene Kombinationen: 1-2, 1-3, 1-4, 2-3, 2-4, 3-4.

Der Wert 1 bedeutet, dass der folgende Zustand mit Sicherheit erreicht wird.
Dies gilt einerseits fur den Endzustand — wenn alle Bilder gesammelt sind, bleibt
der Prozess stabil im Zustand 4 — und andererseits fir die erste Tite: Der Samm-
ler hat sofort zwei verschiedene Bilder. Demnach kann der Zustand 1 nicht er-
reicht werden, und der dortige Ubergang hat die Wahrscheinlichkeit 0.

Der Wert ¢ ergibt sich von 2 nach 2, weil eine von sechs mdglichen Titen die

gleichen Bilder enthalt. Wiederum eine von sechs Titen enthélt die beiden ande-
ren Bilder, so dass der Ubergang von 2 nach 4 ebenfalls die Wahrscheinlichkeit
1 hat. So bleibt fur den Ubergang von 2 nach 3 die Wahrscheinlichkeit 2, denn

vier von sechs Titen enthalten genau ein neues Bild.

Wenn der Zustand 3 erreicht ist, erhdlt man mit der Wahrscheinlichkeit % aus

der néchsten Tute ein neues Bild, denn drei von sechs Titen enthalten jewells
ein beliebig vorgegebenes Bild.

b)

Eswurde viermal ,,gezogen”.
o WiegroRRist die Wahrscheinlichkeit, dass das Bild 4 noch nicht dabei ist?

l . 1 . 1 . 1 = i =0,0625, denn es gibt sechs verschiedene Arten von Titen

und in drei von diesen gibt esdasBild 4 —alsoist in jeder Tite zu 50 % ein
Bild 4.

o WiegroRist die Wahrscheinlichkeit, dass irgendein Bild noch nicht dabei ist?

Es muss die Wahrscheinlichkeit ermittelt werden, nach viermaligem Ziehen
noch in Zustand 3 zu sein. Dabei sind folgende Zustandswege maglich:
2223, 2233, 2333.

Fir die zugehorigen Wahrscheinlichkeiten gilt:

pl12,121 21 0,24,

663 632 322 54

Sollte ein Priifling diesen zweiten Aufgabenteil mit Hilfe von Matrixrechnun-
gen lésen, so ist dies ebenfalls voll anzuerkennen. (Der Rechenaufwand ist
erheblich grofier.)

10
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Ubergangsgraph: 0,2
gangsgrap / \

(v

O

()

Die erwarteten Anzahlen der Kunden fir den Getrankehof (g), die Limotheke (1)
und den Saftladen (s) ergeben sich durch folgende Rechnungen:

g =0,65-3000+0,2-3600+ 0,15- 2800 =1950 + 720+ 420 = 3090.
| =0,2-3000+ 0,55- 3600+ 0,15- 2800 = 600+ 1980 + 420 = 3000
s=0,15-3000+ 0,25- 3600+ 0,7 - 2800 = 450+ 900+1960 = 3310

Fur den Saftladen hat sich die Anzahl der Kunden stark erhoht. Insofern kénnte
die Malinahme als erfolgreich bezeichnet werden, aber esist nicht sicher, dass
diese Entwicklung sich liber einen langeren Zeitraum so fortsetzen l&sst. Es
konnte auch eine zuféllige Verschiebung von Kunden fir die Untersuchungs-
ergebnisse verantwortlich sein. Esist au3erdem nicht sicher, ob die Gesamtzahl
der Kunden konstant bleibt.

0,15

d)

e Begrindung:
Vom Zustand 0 werden a Schritte bis zum Ziel Zustand 1 bendétigt. Dieser
Wert a wird gesucht (,, Wartezeit*).
Mit der Wahrscheinlichkeit p ben6tigt man einen Zug, um das Ziel zu errei-
chen. Daher muss p mit 1 multipliziert werden.
Mit der Gegenwahrscheinlichkeit (1 — p) macht man einen Schritt und ist
wieder im Zustand 0, so dass man noch a Schritte zum Ziel machen muss.
Daher wird (1 —p) mit (a + 1) multipliziert.
Die Summe der beiden Produkte ergibt dann die gesuchte Grofie a (Warte-
zeit, im Sachkontext Anzahl der notwendigen Tuten).

e Umformung:
a=p-1+Q-p)-(a+d)
a=p+a-p-at+tl-p

p-a=1

1 .
a=— was Zu zergen war.
p

o Wert a: Dadie Wahrscheinlichkeit, das Bild von Lukas zu erhalten, p =%

ist, ist der gesuchte Wert a = 4.
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Berechnung:
Eswurde erneut viermal ,,gezogen”. Die Anzahl unterschiedlicher Titen ist
jedoch nur vier, so dass sich die Lésung wie folgt veréndert:

Die Wahrscheinlichkeit, dass das Bild von Lukas (vergleichbar mit Bild 4)
noch nicht dabei ist, betrégt §§§§—£z 0,3164, denn es gibt in drei

der vier verschiedenen Titen das Bild von Lukas nicht.

e Vergleich:
Die Wahrscheinlichkeit, nach viermaligem Ziehen das Bild von Lukas nicht
dabei zu haben, ist etwafiinfmal so gro3wieinb), dasBild 4 nicht zuhaben. | 10 | 10 | 5

e) | e Ubergangsgraph:

O D D D@

¢ DieWahrscheinlichkeit ergibt sich aus der Bestimmung, nach viermaligem
Ziehen noch in Zustand 3 zu sein. Dabel sind folgende Zustandswege mog-
lich:
1123, 1223, 1233
Fir die zugehorigen Wahrscheinlichkeiten gilt:
1131,,311,,313_18_9_,565.

4 4 2 4 2 2 424 32 16

Die Wahrscheinlichkeit, nach viermaligem Ziehen genau drei verschiedene
Bilder zu haben, ist mehr als doppelt so grof3: 56,3 % gegentiber 24,1 %
Wahrscheinlichkeit aus b), dass irgendein Bild noch nicht dabei ist. 5] 10

Lafto
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f) | Ausgehend vom Zustand 0 soll die erwartete Anzahl der Ubergénge bestimmt
werden, bis man erstmalsim Zustand 4 ist.

Die Ermittlung des Erwartungswertes kann unter Ausnutzung des Ergebnisses
von Teilaufgabe d) geschehen: Der Erwartungswert fur die Anzahl kann dabei
Schritt fiir Schritt als Summe der Kehrwerten der Ubergangswahrscheinlichkei-

ten berechnet werden:

11 1 1

EQ)==+5+5+ —1+ﬂ+ﬂ+
1 3 2

4
3 2 1
4 4 4

-8l

1 3

Interpretation:

Zu erwarten ist der ,, vollsténdige Satz* bei mehr als 8 Titen. Wenn die Kunden
einmal pro Woche einkaufen, kdnnte die Aktion mehr als acht Wochen laufen.

Eine alternative L dsungsidee besteht darin, nicht nur diesen Erwartungswert zu
betrachten, sondern fir jeden Zustand i die erwartete Anzahl E(i) der Ubergéange
unter der Bedingung, dass man sich im Zustand i befindet. Die Beziehungen
zwischen diesen Werten erlauben esletztlich, den gesuchten Wert E(0) zu
bestimmen:

Esqilt trivialerweise: E(4) = 0.

Nun kénnen wir E(3) bestimmen, es gilt ndmlich nach Definition des Erwar-
tungswertes:

E(3) =0,75-(1+ E(3))+0,25- (1+ E(4))

DaE(4) =0igt, gilt

E(3)=0,75+0,75-E(3) + 0,25
0,25-E(3)=1
E(Q=4

Ebenso gilt

1+ E(2) N 1+EQ) 2+EQ+4
2 2 2 B
1+ E(1)+3.1+ E(2) _ 22+ E(1):1_1+ EL) s E(1) = 2
4 4 4 2 3

E(2)=

3+ E(ZZ) ,also E(2) = 6.

EQ) =

E(0):1+E(1):§. s

Insgesamt 100 BWE| 25 | 50 | 25
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