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I. Thema und Aufgabenstellung

Analysis

Dem menschlichen Korper konnen Medikamente durch einen Tropf kontinuierlich zugefiihrt
werden. Zu Beginn weist der Korper keine Medikamentenmenge auf, nach In-Gang-Setzen
des Tropfes erhoht sich die Medikamentenmenge mit jedem Tropfen, aber zugleich beginnen
Nieren und Leber die Substanz wieder auszuscheiden.

Die Funktion m: t — m(t) , t in Minuten, m in Milligramm gemessen, gebe die Medikamen-
tenmenge im Kdorper an.

Aufgaben

a. Erldutern Sie die Bedeutung der Ableitungsfunktion m’ fiir oben beschriebenen
Wachstumsprozess.

b. Fiir ein bestimmtes Medikament gelte m’(t) = ¢ %", Bestimmen Sie m(t) unter der

Voraussetzung, dass der Tropf zur Zeit t = 0 gestartet wird.
Es gilt fortan: m(t) = 50 (1 - e 02Y

c. Zeichnen Sie die Graphen von m und m’ fiir einen sinnvollen Zeitraum und interpre-
tieren Sie deren Verlauf beziiglich der Medikamentenzufuhr.

d. Erldutern Sie, dass ~ 1im m(t) =50
t— o

gilt.

Bestimmen Sie den Zeitpunkt, zu dem die Medikamentenmenge 90% dieses Grenz-
wertes erreicht und den, von dem ab der Zuwachs des Medikaments weniger als 0,5
mg pro Minute betréigt.

10

e. Berechnen Sie je
0

-0,02t 4 . . .
. Erldutern Sie die Bedeutung dieser Zahl.

f. Nach 5 Stunden wird der Tropf abgesetzt. Der Abbau des Medikaments erfolgt danach
mit einer Halbwertszeit von 6 Stunden.
Bestimmen Sie den Zeitpunkt, von dem ab die Nachweisgrenze des Medikaments von
1 pg (107 mg) im Kérper unterschritten wird.



Landesabitur 2007
Beispielaufgaben 2005 M-GK A1

Korrektur- und Bewertungshinweise
- nicht fUr den Prafungsteilnehmer bestimmt -

Il. Erlauterungen
Zielsetzung

Diese Aufgabe orientiert sich an der Leitidee ,,Modellieren®. Die Modelle des begrenzten Wachstums
und der exponentiellen Abnahme (negatives exponentielles Wachstum) werden am Beispiel der Medi-
kamentenaufnahme durch einen Tropf bzw. des Medikamentenabbaus im Kdérper benutzt. Dazu sind
die Kenntnisse einfacher e-Funktionen, ihrer Eigenschaften und die Beherrschung der Differenziati-
ons- und Integrationsregeln notwendig. Wichtig ist neben der Rechnung allerdings die inhaltliche In-
terpretation.

I11. Lésungshinweise / 1V. Bewertung und Beurteilung

Erwartete Losung I | 11 |11l |Bemerkungen |
a. |Die Ableitung einer Funktion beschreibt die momentane Bedeutung der Ableitung als
Anderung, hier also die Anderung der Medikamentenmenge |2 |2 Anderungsrate (LP 11)
in der Zeit
b. —0.02t Begriff der Strammfunktion
- ——e 77 +C i
m(t) = "2 und unbestimmtes Integral,
7 ) . 2 |2 |Bestimmung des Terms
Integrationskonstante ist zu bestimmen: durch Integration
m(0)=-50+C=0, C=50 = m(t)=50(1 - e *0%)
c.
7 o
Die Medikamentenmenge nimmt zunéchst schnell, mit Interpretation der monoton
wachsender Zeit allmdhlich immer langsamer zu; fiir t > wachsenden bzw fallenden )
180 ist die Medikamentenmenge nahezu konstant. Graphen beziiglich der Medi-
Der Ableitungsgraph (rechts) zeigt, dass die Anderung (Zu- kamentenmenge
nahme) mit wachsendem t immer kleiner wird und sich an 405
Null annéhert.
d —0,02t _ 1 Verstindieer U .
Der Term ~ 0,02t wird mit wachsendem t im- erstan 1ger Lmgang mit
e Exponentialfunktionen
mer kleiner, da der Nenner immer grof3er wird, und hat als
Grenzwert 0. zeichnerische Losung (flir
Ansatz: m(t) = 50(1 - o002t )=0,9-50 j;::in Zeitpunkt) ist gleich-
liefert t,: '50'1%((3’[1) = 50-In(10) ~115,13 Ansa‘?z mit Gleichung statt
Ansatz m’(t) =" <0,5 2 |3 |2 |Ungleichung soll keinen
liefert t> In(0,5)/-0,02 = 50:In(2) ~ 34,66 Punktabzug bringen
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10

Eigenschaften und Anwen-

Ie_O’Otht —50(1 - e_o’(m) 10 _9.06 illlllslg eines bestimmten Integ-
0 0 3
das ist die Menge dps Medikaments, die nach 10 Minuten im Interpretation des bestimmten
Korper vorhanden ist Integrals
m(300) =49,88 g verstdndiger Umgang mit
Ansatz fiir Exponentialfunktion f(t) =49,88-¢™ Exponentialfunktion als Be-
49,88-¢3%°=(,5-49 88 schreibung eines Zerfallspro-
= k=1In(0,5)/(-360) = 0,00193 Zesses
= f(t) =49,88-¢ 0% Losung durch systematisches
fit)<10® = t=5605 Probieren mit TR nur dann
also ist nach 93,4 Std., d. h. nach 3 Tagen und gut 21 Stun- gleichwertig, wenn Weg
den, die Nachweisgrenze unterschritten 2 |8 planvoll und beschrieben ist
> 39|13 |20
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I. Thema und Aufgabenstellung

Analysis

Aufgaben

a. Der Graph einer ganz-rationalen Funktion 4. Grades ist achsensymmetrisch zur y-
Achse, geht durch den Ursprung und den Punkt P = (2 | 0) und schlie8t im 1. Quad-
ranten mit der x-Achse eine Flache von 16 Flacheneinheiten ein.

Bestimmen Sie den zugehdrigen Funktionsterm.

b. Die Abbildung 1 zeigt den Graphen der Funktion f mit f(x) = —3,75 x* + 15 x*.
Beschreiben und begrinden Sie den Verlauf dieses Graphen zunédchst ohne Rechnung
allein mithilfe des Funktionsterms.

Bestatigen Sie die charakteristischen Punkte des Graphen durch Rechnung.

C. Berechnen Sie das Volumen des Korpers, der entsteht, wenn das im ersten Quadranten
zwischen Funktionsgraph und x-Achse eingeschlossene Flachenstiick um die x-Achse
rotiert.

d. Beschreiben und erkléren Sie, was in den Schritten 1 bis 5 im Text 1 berechnet wird —

zu rechnen brauchen Sie selbst nicht!
Welche Eigenschaften hat der so berechnete Rotationskorper?

Zwischenschritte einer Rechnung

Man will einen Rotationskérper mit einer
bestimmten Eigenschaft erzeugen.

Zur Vorbereitung rechnet man wie folgt:
k+1

L VK= [[f0P&,0<ks<1
k

V'(k)=0 = k=~0,82

V''(0,82) ~ —2763

V(0,82) ~ 518,25

A =t [f(0,82)]° ~ 223,65

abrwn

Abbildung 1 Text 1
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Korrektur- und Bewertungshinweise
- nicht fUr den Prafungsteilnehmer bestimmt -

Il. Erlauterungen
Zielsetzung

Die Aufgabe testet — im Wesentlichen in traditioneller Fragestellung — Kenntnisse der Zusammenhéan-
ge von Term und Graph einer ganz-rationalen Funktion 4. Grades.

Vor der Funktionsuntersuchung muss der Funktionsterm aufgestellt werden, wobei eine der dazu not-
wendigen Bedingungen sich aus der Bestimmung eines Flacheninhalts ergibt. Berechnung des Volu-
mens eines Rotationskorpers sowie das Beschreiben und Erkennen eines Extremwertproblems bilden
den weiteren Teil der Aufgabe.

I11. Lésungshinweise / 1V. Bewertung und Beurteilung

Erwartete L6sung I | Il |11l | Bemerkungen

a. |Ansatz (wegen Symmetrie): p(x) = ax* + bx“+c LP 12/1, 11/2
Bedingungen p(0) = 0 und p(2) = 0 fiihren zu Gleichungssys- Bestimmung des Terms
tem und einer ganz-rationalen
zu einparametriger Schar f(x) = ax*— 4ax? Funktion 4. Grades —
mit den Nullstellen x =0 und x =2 und x = -2 3 |4 |3 |wegen Achsensymmetrie
Integral liefert a =—3,75 = f(x) = —3,75x* + 15x° nur drei Bedingungen
(auch Ansatz mit 5 Parametern tiber p(x) =ax*+bx*+cx’+dx+e notig
mdglich)

b. |Beschreibung mit Begriindung
nur gerade Potenzen von X = Achsensymmetrie zur y-

Achse Beschreibung und Be-
Grad 4, Koeff. a=-3,75 <0 = Verlauf fiir |x | > too grindung uber Grad des
fiir betragsgroRe x geht f(x) gegen -oo Polynoms, auftretende
fehlendes absolutes Glied = y-Achsenschnittpunkt y = 0 Exponenten und Koeffi-
(Extrempunkt im Ursprung (dopp. Nullst.)) zient vor X
Anzahl von Null- und Extremstellen), (LP11)

Rechnung
Nullstellen: f(x) =0 = x =0 (doppelte), x = -2, x =2

Extrempunkte:
notwendig f'(x) = —15x> + 30x = 0 = x=0, X=v2 , X= -2
hinreichende Bedingung ergibt T = (0 | 0) ist Tiefpunkt

H;~ (1,4] 15), H,~ (-1,4] 15) sind Hochpunkte
Wendepunkte:

notw. f’(x) = —45x* + 30=0:>x=\/§ und X = ‘/g

hinr. Bedingung zeigt W, = (0,8| 8,3), W,~ (-0,8] 8,3) sind
Wendep.

11 |7
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2
V- J'[f(x)]z ~ 574 46 6 Bestimmtes Integral
Volumenintegral
0
d. | 1. Integral in den Grenzen von k bis k+1 zur Berechnung Volumenintegral,
des Volumens als Funktion in Abh&ngigkeit von k fiir k Integralbegriff in An-
zwischen O und 1 wendungszusammenhan-
2. Nach Bestimmung der ersten Ableitung V’ von V wird gen
Gleichung V’ (k) = 0 geldst, man erhélt eine mogliche
Extremstelle von V, die bei 0,82 liegt Erkennen der 5 angege-
3. Berechnung von V’’(0,82), k ist also Extremstelle, es benen Rechenschritte
liegt ein Maximum vor, da VV*’(0,82) <0 bzw. Ergebnisse und ihre
4. Berechnung des Volumens V fir k=0,82 Interpretation
5. Berechnung der Standflache des Korpers
Man hat also den Korper mit Hohe 1 berechnet, der durch Interpretation der kom-
Rotation des Graphen von f um die x-Achse entsteht und der 3 |3 |pletten Rechnung als
unter all diesen Korpern ein maximales VVolumen besitzt. Extremwertproblem
Sein Volumen betrdgt rund 518 Raumeinheiten, seine Grund-
flache rund 224 Flacheneinheiten.
> 40| 14| 20| 6
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I. Thema und Aufgabenstellung

Analysis

Die Sinusfunktion sin(x) soll im Intervall [0, =] durch zwei unterschiedliche quadratische
Funktionen f und g angenahert werden.

Die Funktionen f und g sollen dieselben Nullstellen besitzen wie die Sinusfunktion.
Zusatzlich sollen die Funktionen die folgenden Eigenschaften haben:

o T besitzt dasselbe Maximum wie die Sinusfunktion.
e g besitzt in den Nullstellen dieselbe Steigung wie die Sinusfunktion.

Aufgaben
a. Bestimmen Sie die Funktionsterme von f und g.
b. Beurteilen Sie begrundet fir jede der Funktionen f und g die Gute der Annéherung an

die Sinusfunktion, beziehen Sie Flachenuntersuchungen ein.

C. Betrachten Sie die Funktionsterme
X5 X3 X7 X5 X3
) =5~y X und () = - S-S

(Hinweis: n! =1.2.3-......n)

Zeichnen Sie die Graphen von ts und t; und der Sinusfunktion in ein gemeinsames Koordina-
tensystem und beschreiben Sie deren Verlauf.

Stellen Sie eine Vermutung tber den Zusammenhang dieser Funktionsterme mit der Sinus-
funktion auf.
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2005 M-GK_A 3

Korrektur- und Bewertungshinweise
- nicht fUr den Prafungsteilnehmer bestimmt -

Il. Erlauterungen

Zielsetzung

Im Mittelpunkt der Aufgabe steht die Herleitung und Beurteilung unterschiedlicher quadratischer
Funktionen, die geeignet sind den Verlauf des Sinusgraphen im Intervall O bis = néherungsweise wie-
derzugeben und die dabei bestimmten Bedingungen geniigen (innermathematische Modellierung).
Sowohl fir den jeweiligen Ansatz zur Bestimmung der Funktionen als auch fir die Beurteilung der

“Passungsgute” sind verschiedene Lésungswege moglich.

I11. Lésungshinweise / 1V. Bewertung und Beurteilung

Erwartete LGsung

Bezug zum Lehrplan/
Bemerkungen

a. | Bedingungen:

Es werden einfache Funktionstypen behan-

f(0)=0, f(n)=0, f(n/2)=1, f'(n/2)=0 5|6 delt, deren Verhalten z. T. schon aus dem
mogliche Ansétze: Mittelstufenunterricht vertraut ist.
f(x) = a-x*+b-x +c oder Je nach gewahltem Ansatz sind einige der
f(x)=a-x*+b-x oder Bedingungen zur Bestimmung der Parame-
f(x) =a (x-n/2)> + 1 ter nicht mehr notwendig. .
Losung: f(x)= 472 (x -n/2)2 +1 Al_ternatlv kann auch bei beiden Funktionen

mit dem Ansatz:

f(x)=a-x*—a-z-x

weiter gearbeitet werden.
Bedingungen:
g(0)=0, g(m)=0, 516 Ldsung eines linearen Gleichungssystems.
g’ (0)=cos(0),9" ()=cos(r)
g(x)=a-x*+b-x +c oder
g(x)=a-x*+h-x
Lésung: g(x)=-1/n-x* +x

b. | Auswahl eines geeigneten Beurtei- Visuelle Betrachtung der Graphen allein

lungskriteriums: Vergleich durch 3 | 3 | 4 |reichtnichtaus.

Berechnung der Flacheninhalte zwi-
schen Graph und x-Achse oder des
Integrals

T(s(x) £ (x))2dx

Entscheidung : f(x) passt besser.

Falls Differenzen oder prozentuale Abwei-
chungen der Funktionswerte an verschiede-
nen Stellen betrachtet werden, sollten Teil-
punkte gegeben werden.




Landesabitur 2007
Beispielaufgaben 2005_M-GK_A3

c. | Skizze von sin(x), ts(x) und t;(x).
i Bl A B e e I 3 | 4 | 1 |Interpretation von Graphen,

die Behandlung von Taylorreihen wird
nicht vorausgesetzt.

= .a09488Y |¥Y=B7YYEEE

Die Funktionen nahern die Sinus-
funktion in der Umgebung des Null-

punktes an, t; besser als ts , Vermu-

9 11
X

tung : zusétzliche Terme X—, —_—
9 11!

verbessern die Annaherung.

>40|16 |19 5
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I. Thema und Aufgabenstellung

Analysis

Aufgaben

Ein Naturschutzgebiet hat in idealisierter Weise den
dargestellten Kistenverlauf.

Im Scheitel der Bucht zwischen den zwei Kaps —
diese entsprechen den Punkten C und D - befindet
sich ein Hafen (Punkt B).

Zur ndherungsweisen Beschreibung des Gebietes
wird ein rechtwinkliges Koordinatensystem so ge-
legt, dass der Punkt A im Nullpunkt liegt und die x-
Achse das Naturschutzgebiet begrenzt.

Die Koordinaten der Punkte B und C sind gegeben:
B=(1|2) und C=(2/4).
Eine Einheit soll 10 km in der Realitét entsprechen.

Abb. 1

a. Bestimmen Sie mit Hilfe der Punkte A, B und C eine geeignete Polynomfunktion 4.
Grades, die den Kustenverlauf beschreibt. Begriinden Sie diesen Ansatz sowie die
verwendeten Bedingungen.

b. Zwischen den Spitzen der beiden Kaps C und D soll eine Richtfunkstrecke eingerich-
tet werden. Verwenden Sie fur den Kustenverlauf die Funktion f mit
f(x)=-3x"+14x3-21x*+12x und berechnen Sie die Entfernung zwischen C und D.

C. VVom Hafen B startet ein Ausflugsboot zum néachstgelegenen Punkt der gegentberlie-
genden Kiste. Diese Kustenlinie wird beschrieben durch die Funktion
k(x) =0,5x* —0,25x + 4.
Berechnen Sie die L&nge der Fahrtstrecke.

d. Bestimmen Sie den Kurs (Winkel zur Nordrichtung) den das Boot einschlagen muss,
um von B zum Punkt P=(0,5|4) zu gelangen.

e. Aus historischen Landkarten geht hervor, dass in friiheren Jahrhunderten die Kustenli-
nie einen anderen Verlauf hatte. Diese alte Kiistenlinie ging durch B und C und l&sst
sich durch eine Funktion g mit g(x)=0,5x* +0,5x+1 mit x > 0 beschreiben.
Berechnen Sie den Landgewinn, der durch die Verdnderung des Meeresspiegels ent-
standen ist, fur das Gebiet zwischen A und C und begriinden Sie lhr Vorgehen.
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Korrektur- und Bewertungshinweise
- nicht fUr den Prafungsteilnehmer bestimmt -

Il. Erlauterungen

Zielsetzung

Modellierung von Sachverhalten — Auswertung von Informationen — Darstellung und Erldute-
rung mathematischer Verfahren — VVernetzung von Teilgebieten (Analysis und Geometrie)
Die Aufgabe kann mit einem GTR oder CAS bearbeitet werden. Der Schwierigkeitsgrad ist in
beiden Fallen vergleichbar.

I11. Losungshinweise / IV. Bewertung und Beurteilung

Erwartete Ldsungen I | 11| 1l |Bezug zum Lehrplan,
Bemerkungen
Ansatz: f(x)=ax*+bx>+cx*+dx+e, d.h. es sind 5 Aufstellen eines Funkti-
Bedingungen notwendig: 6 |5 onsterms aus vorgegebe-
f(0)=0, f(1)=2, f(2)=4, f'(1)=0, ' (2)=0 nen Bedingungen.
Das LGS kann mit SOLVE (CAS) oder mit der erwei-
terten Koeffizientenmatrix geldst werden. Losen eines linearen Glei-
Begrindung: 3 Extrema, also Grad 4, Bedingungen chungssystems.
formulieren.
D wird als rel. Maximum von f bestimmt: (0,5|2,3125) Die Berechnung der Stre-
bzw. (0.5]37). 3 |2 ckenlénge erfordert eine
16 Abstandsbestimmung
_ 5 37, (Analyt. Geometrie oder
ICD| = ,/(2-0.5)" +(4—-—)" = 2,2578, Satz des Pythagoras).
16
also 22,578km
Verallgemeinerung des
Es gibt mehrere Losungsmaglichkeiten: 2 |3 |4 |Abstandsbegriffes.
Minimierung der Abstandsfunktion: Die Bearbeitung der Wur-
2 2 . zelfunktion mit Rechner
ab(x) - ‘/(1_ X) N (2—_k(x)) ' Dés Minimum kann stellt keine Schwierigkeit
algebraisch Uber die Ableitungsfunktion oder gra- dar.
fisch/numerisch gefunden werden: Minimierung der Ab-
x=0,5 und k(0,5)=4 als Koordinaten von P. standsfunktion mit alge-
braischer oder numeri-
scher Ldsung.
Der gesuchte Winkel kann als Tangens im rechtwinkli- Die  Winkelberechnung
gen Dreieck oder mit der Kosinus-Formel berechnet 5 kann  elementargeomet-
werden. Ldsung: 14,04°. risch oder Uber die Kosi-
nus-Formel (Analyt. Ge-
ometrie) erfolgen.
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Anwendung der Integral-
[ (F()—g())dx~0,4667, 3 |3 rechnung.
0 Die Begriindung erfordert
also betragt der Landgewinn ca. 46,7km? . Grundlagenwissen zur
Flachenberechnung mit-
’ ‘;i_ Begriindung: Da nach dem hilfe von Integralen.
VA Landgewinn gefragt ist, kann
/o das Integral von 0 bis 2
: o berechnet werden.
s ", Fur die Bereiche des
[0 '. Landverlusts ergeben sich
N '\ Flacheninhalte mit negativem
)ie | Vorzeichen.
i )
bs
Al | =
5 ]l _ ‘o.', 1 18 2 T = Abb.2
2.36/19|13 |4
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I. Thema und Aufgabenstellung

Analysis

Aufgaben

Die Sinusfunktion sin(x) soll im Intervall [0, =] durch drei unterschiedliche quadratische
Funktionen f, g und h angen&hert werden.

Die Funktionen f, g und h sollen dieselben Nullstellen besitzen wie die Sinusfunktion.
Zusatzlich sollen die Funktionen die folgenden Eigenschaften haben:

o T besitzt dasselbe Maximum wie die Sinusfunktion.

e g besitzt in den Nullstellen dieselbe Steigung wie die Sinusfunktion.

e Die Graphen von h und der Sinusfunktion schlieBen beide den selben Flacheninhalt mit
der x-Achse ein.

a. Bestimmen Sie die Funktionsterme von f, g und h.

b. Beurteilen Sie fiir jede der Funktionen f, g und h die Giite der Annaherung an die Si-
nusfunktion und begriinden Sie Ihr VVorgehen.

C. Betrachten Sie die Funktionsterme
X X3 X' x X8
L0 =55yt x und () = - Hr - o

(Hinweis: n! =1.2:3-......n)

Zeichnen Sie die Graphen von ts und t; und der Sinusfunktion in ein gemeinsames Koordina-
tensytem und beschreiben Sie deren Verlauf.
Stellen Sie eine Vermutung uber den Zusammenhang mit der Sinusfunktion auf.
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Korrektur- und Bewertungshinweise
- nicht fUr den Prafungsteilnehmer bestimmt -

Il. Erlauterungen

Zielsetzung

Im Mittelpunkt der Aufgabe steht die Herleitung und Beurteilung unterschiedlicher quadratischer
Funktionen, die geeignet sind den Verlauf des Sinusgraphen im Intervall O bis = néherungsweise wie-
derzugeben und dabei bestimmten Bedingungen genigen.

Sowohl fir den jeweiligen Ansatz zur Bestimmung der Funktionen als auch fir die Beurteilung der
“Passungsgute” sind verschiedene Lésungswege mdglich.

I11. Lésungshinweise / 1V. Bewertung und Beurteilung

Erwartete Ldsung I | 11 |11l |Bezug zum Lehrplan / Bemerkungen

a.
Bedingungen: 4 14 Es geht es um die Ermittlung von Funktions-
£(0)=0, f(r)=0, f(n/2)=1, f (n/2)=0 termen nach vorgegeben Bedingungen.
mogliche Ansétze: Je nach gewahltem Ansatz sind einige der
f(x) = a-x*+b-x +c oder f(x)=a-x*+b-x Bedingungen zur Bestimmung der Parame-
oder ter nicht mehr notwendig.
f(x) =a (x-n/2)* + 1 Alternativer Ansatz fur f, g und h:
Losung: f(X)= -4/n® (x -n/2)? +1 f(x)=a-x*—a-z-x
Bedingungen: Wenn die Reihenfolge der Funktionen geén-
g(0)=0, g(m)=0, 3|3 dert wird, bzw. wenn f(x) nicht berechnet
g’ (0)=cos(0),g" (r)=cos(r) wird, kénnen die Punkte entsprechend ange-
g(x)=a-x*+b-x +c oder g(x)=a-x’+b-x passt werden.
Losung: g(X)=-1/m-x* +x
Bedingungen: 2 6 Das Integral sowie das Gleichungssystem
h(0)=0, h(r)=0, werden mit dem Rechner geldst.
SOLVE(h(0)=0 and
a/3-m*+b/2-1*=2,{a,b})
Losung: h(x)=-12/m°x* + 12/rn*x
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Auswahl eines geeigneten Beurtei- 3 | 3 | 4 |Die rein visuelle Betrachtung der Graphen
lungskriteriums, z. B. Differenz oder allein reicht nicht aus.

prozentuale Abweichung der Funkti-
onswerte. Das Arbeiten mit Tabellen bietet sich an.
rrr'_mT_rz E 4 Tﬂﬁm
wf=([Plot. Setup|Cell|Header|Calc|Util|Stat
DATA —wert|sin shw-f [abw—g |abw-h

cl =] cd [ts]

i L2052 16911 -.B218], 11642
B Coeded] 09457 - 1403 H452
El LraE33[. 0438 [-. 1202 '.EIEISZ|
SOE204. 01313 '.2El4ﬁ —BE2S
99749 oA - 2142 -, D446
. S SF3R5[. aa499) - 21A7] - 04E3)
2.1 LBESZ1]. 0269 -, 1934 - @197
cI=Cuficld—c2d/c2

HMAIW EAD AUTO FUHC

fua] ([ o]

1
2
3
4
=1
=
7

Alternative:
Betrachtung des Integrals

'T(s(x)— f(x))zdx
far f, g und h.

Entscheidung: h(x) passt am besten.

Skizze von s(x) = sin(x), ts(x) und
t7(X). 4 | 3 | 1 |Die Behandlung von Taylorreihen wird nicht
vorausgesetzt.

1 Fev | F¥ F4 FEw | FB™ [F7 B
- E Zoom|Trace |[Regraph|Math|0raw |« f/‘p i

Beschreibung und Interpretation von Gra-
phen.

+5 L7

HMAIW EAD AUTO FUMC

Die Funktionen nahern die Sinusfunk-
tion in der Umgebung des Nullpunk-

tes an, t; besser als ts , Vermutung :
9 11
I X X
zusatzliche Terme rriRET

11
verbessern die Annéherung.

40|16 |19 5
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I. Thema und Aufgabenstellung

Lineare Algebra / Analytische Geometrie

Aufgaben

Gegeben ist das folgende lineare Gleichungssystem:

2X, - 3, - X, = -4
X, — 2X, — X, = -3
-3x, + 9%, + tx;, = 15
a. Zeigen Sie, dass das lineare Gleichungssystem fir t = 6 eindeutig l6sbar ist.
b. Bestimmen Sie fur t = 6 die L6sungsmenge.
C. Berechnen Sie die Schnittpunkte Si,, S13 und Sy3 der Geraden mit der Gleichung
1 -1
g: x=|2|+r-| -1/, r € R mit den drei Koordinatenebenen und zeichnen Sie die Gerade
0 1

in ein geeignetes Koordinatensystem ein. Die Lage beziiglich der drei Koordinatenachsen
muss dabei eindeutig zu erkennen sein.

d. Berechnen Sie den Flacheninhalt des Dreiecks, das durch die drei Punkte Si3, So3 und
den Nullpunkt gebildet wird. Beschreiben Sie Ihren Lésungsweg.

e. Unter welchem Winkel schneidet die Gerade die 1-2-Ebene? Erldutern Sie lhren LO-
sungsweg.
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Korrektur- und Bewertungshinweise

- nicht fUr den Prafungsteilnehmer bestimmt -

Il. Erlauterungen

Zielsetzung

Die Aufgabe verlangt neben der Beherrschung grundlegender Rechenverfahren der Linearen Algebra
raumliches Vorstellungsvermdgen im Zusammenhang mit der Lage einer Geraden im Raum bezlglich
der Ebenen eines Koordinatensystems.

I11. Losungshinweise / 1V. Bewertung und Beurteilung

Erwartete Losungen (IR Bezug zum Lehrplan/
Bemerkungen
a. | GauR-Algorithmus 4| 2 Losungsverfahren fir lineare
Gleichungssysteme (Gaul-
1-2 -1)-3 Eindeutig l6sbar nur Algorithmus)
2.-3 114 (20 fyr t£6. Bei t=6
3 9 t]15 (3)-3(1) entstent eine Nullzei-
1-2 -1}-3 le, also nicht eindeu-
01 12 tig losbar.
0 3t3] 6 (3-3(2
1 -2 -1]-3
01 1|2
0 0t6] O
b. |Flirt==6: 2
1 -2 -1 -3 (1)+2-(2)
0 1 1 2
0 0 0 0
1 0 1 1
0 1 1 2
0 0 0 0
1 -1
Losung: x=| 2 |+r-|-1|,reR.
0 1
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1-2-Ebene:

1-3-Ebene:

2-3-Ebene:

1

Xs=0 fir r=0, also X =|2

Xo=0 flrr=2,also xiz =

X1 =0 flrr=1,also Xz =

oder

nen sein.

0

= P O v o

Der rdumliche Eindruck muss eindeutig zu erken-

Geometrische Interpretation
von Ldsungsmengen, Umgang
mit Parameterdarstellung von
Geraden.

Lagebeziehung von Punkten,
Geraden und Ebenen im Raum.
Die Entscheidung, welche
Linien vorne und welche hin-
ten sind, erfordert eigenstandi-
ge Uberlegungen.
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d. |[(0) (-1 0 -1 8 Skalarprodukt, Lange eines
1]#[-1|=0, also |1|L|-1] d. h. die drei Vektors und Orthogonalitat
1 1 1 1
Punkte bilden ein rechtwinkliges Dreieck.
X1s — Xas| = /3 und [Xas| = +/2

Damit A = %\/E\E ~122

Der Losungsweg muss nachvollziehbar beschrie-

ben werden.
Senkrechte Projektion der Geraden in die 1-2- 5] Winkel zwischen Vektoren
Ebene:

1 -1 Die Berechnung eines Schnitt-

winkels zwischen einer Gera-

X=|2+s:|-1],seR den und einer Ebene im Raum

0 0 ist im Lehrplan nicht verbind-
Gesucht: Winkel o zwischen den Richtungsvekto- lich vorgeschrieben. Hier sind
-1 -1 eigene Uberlegungen notwen-
ren|—1|und|-1]: dig.
1 0
-1) (-1
-1|* -1
cos(a) = L 0 = 2 ~ 0,816
N =1 V342 ’
1 -1
1 0
o~ 353°

30| 10| 15|5
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I. Thema und Aufgabenstellung

Lineare Algebra / Analytische Geometrie

Aufgaben

Das Dach eines Turmes hat die Eckpunkte
A(3[-3]0), B(3]3|0), C(-3|3|0), D(-3|-3|0) und
S(0]0|6).

a. Zeichnen Sie diese Punkte in ein der
Vorgabe entsprechendes Koordinaten-
system ein und benennen Sie die

geometrische Form des Daches. 1 /

b. Die Dachflache BCS liegt in der Ebene E.
Bestimmen Sie eine Koordinaten-
gleichung von E. (Mdgliches
Ergebnis: 2x, + X, =6)

C. Zur Verstarkung des Dachstuhls wird ein
Stab eingezogen, der von C ausgeht und
die Kante AS senkrecht im Punkt F
abstutzt. Berechnen Sie die Koordinaten ==
von F sowie die Lange dieses Stitzstabes. Beschreiben Sie den Losungsweg

d. Durch eine quadratische Offnung A’B’C’D’ mit A’(0,5|-0,5|0) und B’(0,5/0,5/0) soll
der Dachboden mit Hilfe einer Leiter, die mittig an eine der vier Kanten der Offnung
angelehnt wird, betreten werden kdnnen. Beurteilen Sie, ob die beiden Stiitzstabe, die
zwischen den Punkten G(0]-3|0) und H(0|1,8|2,4) bzw. zwischen den Punkten
C(-3/3|0) und F(1|]-1|4) eingezogen wurden, das Betreten des Dachbodens mittels der
Leiter behindern. (1 LE entspricht 1 m.)
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- nicht fUr den Prafungsteilnehmer bestimmt -

Il. Erlauterungen

Zielsetzung

Die Losung der Aufgabe erfordert ein gutes radumliches Vorstellungsvermdgen. Neben dem sachge-
rechten Umgehen mit grundlegenden Begriffen und Verfahren sowie dem angemessenen Verwenden
der Fachsprache muss das Gelernte selbststandig auf den neuen Sachverhalt ,,Dach* ibertragen wer-
den. Die Frage in Teil d. soll zu selbststindigem Argumentieren und Begriinden anregen.

I11. Losungshinweise / IV. Bewertung und Beurteilung

Erwartete L6sung

Bezug zum Lehrplan/
Bemerkungen

A

Erkennen, dass eine quadratische Pyramide vorliegt.

Korper

b. | Aufstellen einer Ebenengleichung in Parameterform.
3 -6 -3

E:x=|3|+r| 0 |+s|-3
0 0 6

Umwandeln in Koordinatenform.
E:2x,+Xx,=6

Ebenen in Parameter- und
Koordinatendarstellung

c. | Erkennen, dass die Berechnung der Stablange | gleichbe-
deutend mit der Berechnung der L&nge des Lotes von C
auf AS ist.

Beschreibung des Lésungsweges.

Berechnung der Koordinaten des FuBpunktes F

dieses Lotes: F(1]-1/4).

Berechnung der Lange des Lotes als Stablange

| =./48 LE.

Abstandsbestimmungen
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d. | Aufstellen von Gleichungen der Geraden, auf denen die Geraden und ihre raum-
Stltzstabe liegen. liche Lage
-3 1
CF:x=| 3 |+r|-1
0 1
0 0
GH:x=|-3|+r|2
0 1

Erkennen, dass der Stitzstab CF in C’(-0,5|0,5|0) die
geringste Hohe von 2,5 m beziiglich der Offnung hat.
Erkennen, dass der Stltzstab GH den Mittelpunkt

der Kante A’D’ in 1,25 m Héhe und den

Mittelpunkt der Kante B’C’ in 1,75 m Hohe lberquert.
Urteilen. 3

I

>30|10 |16

I
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I. Thema und Aufgabenstellung

Lineare Algebra / Analytische Geometrie

Aufgaben
1 -1

a. Gegeben ist eine Gerade g mit der Gleichung x=| 2 |+r-| 1|, r € R.
0 1

Berechnen Sie die Schnittpunkte S;2, S13 und Sy3 der Geraden g mit den drei Koordi-
natenebenen und zeichnen Sie die Gerade in ein geeignetes Koordinatensystem ein.
Die Lage bezuglich der drei Koordinatenachsen muss dabei eindeutig zu erkennen
sein.

b. Berechnen Sie den Flacheninhalt des Dreiecks, das durch die drei Punkte Si3, So3 und
den Nullpunkt gebildet wird. Beschreiben Sie Ihren Lésungsweg.

C. Unter welchem Winkel schneidet die Gerade g die 1-2-Ebene?
d. Die durch das Dreieck in Aufgabenteil b festgelegte Ebene wird von einer zweiten
1 -2 4
Ebene x=| 2 |+s| 1 |+k|-1], s, k € R, geschnitten.
3 3 2

Berechnen Sie die Schnittgerade.
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Korrektur- und Bewertungshinweise
- nicht fUr den Prafungsteilnehmer bestimmt -

Il. Erlauterungen

Zielsetzung

Die Aufgabe verlangt neben der Beherrschung grundlegender Rechenverfahren der Linearen Algebra
raumliches Vorstellungsvermdgen im Zusammenhang mit der Lage einer Geraden im Raum bezlglich

der Ebenen eines Koordinatensystems.

I11. Losungshinweise / 1V. Bewertung und Beurteilung

Erwartete L6sungen

Bezug zum Lehrplan /
Bemerkungen

a. |1-2-Ebene: X3=0 firr=0,
1

also X2 =| 2
0

1-3-Ebene: X,=0 flrr=2,

-1
also Xis =

2-3-Ebene: X1=0 firr=1,

also Xz =| 1

4

5

Geometrische Interpretation
von Ldsungsmengen, Umgang
mit Parameterdarstellung von
Geraden.

Lagebeziehung von Punkten,
Geraden und Ebenen im Raum.
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oder

N

Der raumliche Eindruck muss eindeutig zu erken-

nen sein.
b. [(0) (-1 0) (-1 8 o
1%/ -1 =0, also |1|L|-1]|, d.h., die drei Skalarprodukt, Lange eInes
Vektors und Ortogonalitat
1 1 1 1
Punkte bilden ein rechtwinkliges Dreieck. oder
;(13_;(23‘:\@ und ‘;(23‘:\/5 Extremwertberechnung

Damit A = %-ﬁ-\/? ~1,22

Alternativ kann eine Dreieckshohe als kirzester
Abstand eines Eckpunktes von der gegeniberlie-
genden Seite berechnet werden.

Der Losungsweg muss nachvollziehbar beschrie-

ben werden.
c. |Senkrechte Projektion der Geraden in die 1-2- 5
Ebene: Winkel zwischen Vektoren
1 -1
x=|2|+s:|-1|,seR
0 0
Gesucht: Winkel o zwischen den Richtungsvekto-
-1 -1
ren|-1|und|-1]|:
1 0
-1 -1
-1(*| -1
1 0 2
cos(a) = S NeWp) ~ 0,816
-1 -1
1 0
o~ 35,3°
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-1 0 6| 2
. < Schnitt zweier Ebenen und
Gleichung der 1. Ebene: X=A4| 0 |+ u| 1|, . .
g ) H . Bestimmung der Schnittgerade.
erweiterte Koeffizientenmatrix des Gleichungs-
systems kann mit dem Befehl rref bearbeitet wer-
den:
- A1 gebra|cale|other Pramiolclesn Up
[z 1 -3 -2 3]
1 @ 2 4 1
[EI 1 11 2
2 1 -2 3
1 @ o -7 2
mprefma) [EI 1 @ -9<2 72
oo 1 -11-2 3-2]
EATHA DEG AUTO FUHEC z/B60
-2 -14
Schnittgerade: X=| 3.5|+k| 9
7.5 37
¥ 30| 10| 15
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I. Thema und Aufgabenstellung

Stochastik

Aufgaben

Zur Premiere eines Films bringt eine Schokoladenfirma Uberraschungseier mit Filmfiguren
auf den Markt. Die Firma wirbt damit, dass sich in jedem 5. Uberraschungsei eine Filmfigur
befindet.

a. Fiir einen Kindergeburtstag werden 20 Uberraschungseier gekauft, wobei man davon
ausgehen kann, dass die Verteilung der Figuren zufillig ist.

Erklédren Sie, welche Bedeutung in diesem Zusammenhang die folgende Rechnung
20 2 18

hat: . l . i ~0,13691
2 )\5 5

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten P(A) und P(B) der Ereignisse:

A: In keinem Ei ist eine Figur aus dem Film.
B: Es befinden sich in hochstens 2 Eiern Figuren aus dem Film.
b. Ein Kdufer mdchte unbedingt eine Filmfigur bekommen. Berechnen Sie, wie viele

Uberraschungseier er mindestens kaufen muss, um mit 99,9 %iger Sicherheit mindes-
tens ein Uberraschungsei mit einer Filmfigur zu erhalten?

c. Bei der Produktion der Uberraschungseier treten nur die beiden Fehler

Fy: falsches Gewicht der Schokoladenhiille und
Fy: fehlerhafte Verpackung auf.

F; und F; treten unabhéngig voneinander auf. Ein Ei ist einwandfrei, wenn es keinen
der beiden Fehler aufweist, was erfahrungsgeméaf bei 90 % der Eier der Fall ist. Erfah-
rungsgemal haben 7,5 % der Schokobhiillen ein falsches Gewicht.

Veranschaulichen Sie die Zusammenhénge mit einem Baumdiagramm und bestimmen
Sie die Wahrscheinlichkeit, mit der Fehler F, auftritt.

d. Ein Kunde vermutet, dass die Firma mit der Werbung betriigt, d. h. in Wirklichkeit
wird die Behauptung ,,In jedem fiinften Ei ... “ nicht eingehalten.
Er beauftragt ein Kontrollinstitut, dies zu untersuchen. Das Institut kauft 100 Uberra-
schungseier.
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dl.  Erkldren Sie, warum aus Sicht des Kunden die Behauptung nur abzulehnen ist,
wenn zu wenige Figuren gefunden werden.

Das Institut entschliefSt sich, die Behauptung der Firma abzulehnen, wenn bei
100 gekauften Uberraschungseiern hochstens 11 Figuren gefunden werden.

d2. Erklédren Sie, was hier ein Fehler 1. Art ist und begriinden Sie, dass die Wahr-
scheinlichkeit fiir einen Fehler 1. Art hier kleiner als 2,5 % ist.
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Korrektur- und Bewertungshinweise
- nicht fiir den Priifungsteilnehmer bestimmt -

I1. Erlauterungen / IV. Bewertung und Beurteilung

II1. Losungshinweise

Erwartete Losungen I | IT | IIT | Bemerkungen

a. | Die Zufallsvariable X beschreibe die Anzahl der ZufallsgroBe
Uberraschungseier mit einer Filmfigur, wenn man
zufillig 20 Eier erwirbt. X ist binomialverteilt.

(n=20; p=1 Bernoullikette, Binomial-
verteilung,
20 1 2 4 18
Der Term ‘1=1- = =0,13691 berechnet
2 5 5

die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis: ,,Genau
zwei Eier enthalten Figuren aus dem Film*®.

1 20
P(A) = (l—gj ~0,0115
P(B) = =1 -= ~ 0,2061
(B) kZ:‘[ k J ( 5] ( 5 ’ Binomialsummenfunktion
6| 4
b. | P(X>1) > 0,999 < P(X=0) <0,001 Bernoullikette, Berechnung
der Kettenlénge
4 n
{—j < 0,001 Rechnung mit Gleichheit
5 moglich
S In 0,001
T 1= Losung durch Probieren
In4-In5 moglich, ein Punkt Abzug
n> 30,96
Text: mindestens 31 Eier miissen gekauft werden, ...
213
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c. Unabhéngigkeit von zwei
Ereignissen, Pfadregeln

Aus einem Baumdiagramm ergibt sich:

P("Ei ist einwandfrei") = 0,9 = P(F,)- P(F,) <
0,9 = (1-0,075)-(1- P(F,))
P(F,) =+ =0,027 = 2,70%

d. | dL
Aus Sicht des Kunden liegt nur ein Betrug vor, wenn Einseitiger Hypothesen-
sich zu wenige Figuren in den Uberraschungseiern test,

befinden. Ein hoherer Anteil wiirde (gerne) akzeptiert.
Es liegt hier also ein linksseitiger Signifikanztest vor.

d2.

Ein Fehler 1. Art bedeutet, dass eine richtige Hypo-
these abgelehnt wird. Fehler 1. Art
Hier: Obwohl jedes 5. Ei eine Figur enthilt, wird dem
Hersteller Betrug vorgeworfen.

Fiir p = ¢ (Behauptung) beschreibe die Zufalls-

variable X die Anzahl der Uberraschungseier mit einer
Filmfigur unter den 100 erworbenen Eiern. X ist bi-

nomialverteilt mit N =100 und p =1.

Erwartungswert, Stan-
dardabweichung, o-
Umgebungen,

Damit betréigt:

p=100-1/5=20 und o = [100- L& =4

Getestet wird hier die Hypothese Hy: p>1/5
(linksseitiger Signifikanztest)
Entscheidungsregel des Instituts:

Verwirf Hy < Testergebnis < 11.
Der Ablehnungsbereich liegt aulerhalb der 2c-Um-

gebung um den Erwartungswert, weil
11 <p-20=20-8=12.
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Da die Wahrscheinlichkeit fiir alle Ergebnisse inner-
halb der 2c-Umgebung ca. 95,5 % betrigt, ergibt die
Wabhrscheinlichkeit fiir Ergebnisse auBBerhalb dieser
Umgebung nur ca. 4,5 %. Das Ereignis X<11 (auf der
linken Seite) hat also eine Wahrscheinlichkeit von
maximal 2,25 % (<2,5 %).

Neben der Berechnung der
Wahrscheinlichkeit mit der
Tabelle ist auch (wie hier
beschrieben) eine
Abschitzung des Fehlers

1. Art iiber 6-Umgebungen
moglich

X 30

12

15
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I. Thema und Aufgabenstellung

Stochastik

Eine Bierbrauerei stellt sich beim Verkauf von Flaschenbier vollstandig um. Der bisher iibli-
che Kronkorken wird durch einen Biigelverschluss ersetzt. Leider ergeben sich bei der Pro-
duktion Probleme mit der neuen Verschlusstechnik. Nicht alle Flaschen sind absolut luftdicht
verschlossen.

In einem Getridnkehandel steht ein Kasten mit 20 Flaschen Bier, von denen sechs Fla-
schen nicht korrekt verschlossen sind. Ein Kunde entnimmt dem Kasten drei Flaschen.
Stellen Sie den Vorgang in einem Baumdiagramm dar. Mit welcher Wahrscheinlich-
keit sind mindestens zwei Flaschen undicht?

Ein Kunde entnimmt dem Kasten fiinf Flaschen Bier. Mit welcher Wahrscheinlichkeit
sind alle fiinf Flaschen nicht richtig verschlossen?

Es zeigt sich, dass ungefdhr 5 % aller abgefiillten Flaschen nicht vollstindig luftdicht ver-
schlossen sind. Aus diesem Grund werden verschlossene Flaschen vom Forderband genom-
men und einem Dichtheitstest unterzogen.

C.

Bei einer Kontrolle werden 20 Flaschen entnommen. Berechnen Sie die Wahrschein-
lichkeit, dass

cl. keine der Flaschen undicht ist.

c2. hochstens drei Flaschen fehlerhaft sind.

c3. zweli bis fiinf Flaschen (einschlielich) als Ausschuss betrachtet werden miis-
sen.

Stiindlich werden 100 Flaschen kontrolliert. Steigt der Anteil der undichten Flaschen,
so muss der Produktionsprozess gestoppt werden, um entsprechende Korrekturen an
den Maschinen vornehmen zu kdnnen.

Die Produktion soll angehalten werden, wenn mehr als 7 undichte Flaschen entdeckt
werden. Beurteilen Sie diese Entscheidungsregel anhand eines Hypothesentests und
beschreiben Sie, welche Fehler man bei dieser Entscheidung begehen kann.

Wie groB3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Vermehrung des Ausschusses unent-
deckt bleibt, obwohl sich die Wahrscheinlichkeit fiir eine undichte Flasche tatsdchlich
verdoppelt hat?
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Korrektur- und Bewertungshinweise
- nicht fiir den Priifungsteilnehmer bestimmt -

I1. Erlauterungen

Zielsetzung

Die Aufgabe orientiert sich an den Leitideen Zufall, Messen und Modellieren. Sowohl ein Baumdia-
gramm als auch einfache kombinatorische Uberlegungen werden gefordert. Darstellungsformen und
Methoden aus dem Themenfeld Binomialverteilung und Hypothesentest miissen angewendet und in
einem Sachkontext interpretiert werden. Die Aufgabe erfordert die Erlduterung des mathematischen
Modells beziiglich moglicher Entscheidungsfehler.

I1I. Losungshinweise / IV. Bewertung und Beurteilung

Erwartete Losungen I II | I | Bemerkungen
a. Baumdiagramm.
2 Ziehen ohne Zuriicklegen
13 T 18— & Produktregel.
o —~AD=__ Summenregel.
i 6 (D)
[N 3) 1318 =0
20 T 19— D
" l_‘:' “"\\D}L:____%
. 5D
-, . 18
X 1 (D)
N I e I8
4] ™, l-{}_-' ...{‘I_‘-{JC:_\-_\- T o
20 N S5}
(D 14 18 =
e ey e
E b ‘I")'}H%%"“'--uﬂ__ =
i i B
18
6-5-4 6-5-14
20-19-18 20-19-18 3
6 Kombinatorik.
5 Ungeordnete Stichprobe
P(x=5)= ~0,04% ohne Zuriicklegen.
20
( 5 J 2
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Binomialverteilung mit n = 20 und p = 0,05.
cl. B(x=0)=(1-0,05)20 = 0,3585
3.(20
c2. B(x<3)= Z( . J -0,05% -0,95207% =0,9841
k=0

5.(20
¢3. B3<x<6)= Z( . j -0,05% 0,957
k=0

L (20
> |-0,05% 0,952 =0,2639
oo\ k

Bernoullikette. Binomial-
verteilung.

Binomialsummenfunktion.
Arbeiten mit Tabellen.

Fehler 1. Art:
o =P(,,mehr als 7 Flaschen undicht*)
=1-Px<g)=1-Px<7)=1-0,8720=0,128

Die Wahrscheinlichkeit, sich hierbei zu irren, liegt bei
12,8 %. Diese Wahrscheinlichkeit erscheint zu gro8.
In der Regel wird mit einem Signifikanzniveau von

5 % oder sogar weniger gerechnet. Es empfiehlt sich,
die Grenze zu erhohen. Allerdings vermindert sich der
Fehler 2. Art, wenn die Wahrscheinlichkeit fiir den
Fehler 1. Art steigt.

Der Fehler 1. Art besteht darin, den Prozess zu stop-
pen, obwohl kein Grund dazu besteht. Dieser Fehler
hat keine Auswirkung auf die Qualitit der ausgeliefer-
ten Ware.

Der Fehler 2. Art bedeutet, dass die Produktion wei-
terlduft, obwohl zu viele Flaschen undicht sind..

Berechnet wird die Wahrscheinlichkeit, dass héchs-
tens 9 undichte Flaschen entdeckt werden, wenn p =
0,1 betrdagt (Fehler 2. Art).

B =P(,,max. 9 Flaschen undicht“) = P(x <9) = 0,4513
Mit einer Wahrscheinlichkeit von ca. 45 % wird der
vermehrte Anteil an undichten Flaschen nicht ent-
deckt, obwohl sich die Quote verdoppelt hat.

Einseitiger Hypothesentest.
Berechnung des Fehlers
1. Art.

Beurteilung des Rechener-
gebnisses..

Erlduterung des Fehlers
1. Artund 2. Art.

Berechnung des Fehlers
2. Art.

x30
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I. Thema und Aufgabenstellung

Stochastik

Aufgaben

Zur Premiere eines Films bringt eine Schokoladenfirma Uberraschungseier mit Filmfiguren
auf den Markt. Die Firma wirbt damit, dass sich in jedem 5. Uberraschungsei eine Filmfigur
befindet.

a. Fiir einen Kindergeburtstag werden 20 Uberraschungseier gekauft, wobei man davon
ausgehen kann, dass die Verteilung der Figuren zufillig ist.

Erkldren Sie, welche Bedeutung in diesem Zusammenhang die folgende Rechnung
20 2 18

hat: . l . i ~0,13691
2 )\5 5

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten P(A) und P(B) der Ereignisse:

A: In keinem Ei ist eine Figur aus dem Film.
B: Es befinden sich in hochstens 2 Eiern Figuren aus dem Film.
b. Ein Kdufer mochte unbedingt eine Filmfigur bekommen. Berechnen Sie, wie viele

Uberraschungseier er mindestens kaufen muss, um mit 99,9 %iger Sicherheit mindes-
tens ein Uberraschungsei mit einer Filmfigur zu erhalten?

c. Bei der Produktion der Uberraschungseier treten nur die beiden Fehler
Fy: falsches Gewicht der Schokoladenhiille und
Fa: fehlerhafte Verpackung auf.

F, und F; treten unabhéngig voneinander auf. Ein Ei ist einwandfrei, wenn es keinen
der beiden Fehler aufweist, was erfahrungsgeméaf bei 90 % der Eier der Fall ist. Erfah-
rungsgemal haben 7,5 % der Schokobhiillen ein falsches Gewicht.

Veranschaulichen Sie die Zusammenhéinge mit einem Baumdiagramm und bestimmen
Sie die Wahrscheinlichkeit, mit der Fehler F, auftritt.
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d. Ein Kunde vermutet, dass die Firma mit der Werbung betriigt, d. h. in Wirklichkeit
wird die Behauptung ,,In jedem fiinften Ei ... “ nicht eingehalten.
Er beauftragt ein Kontrollinstitut, dies zu untersuchen. Das Institut kauft 160 Uberra-
schungseier.

dl.  Erklédren Sie, warum aus Sicht des Kunden die Behauptung nur abzulehnen ist,
wenn zu wenige Figuren gefunden werden.

Das Institut entschlieft sich, die Behauptung der Firma abzulehnen, wenn nicht
mehr als 25 Figuren gefunden werden.

d2.  Erklédren Sie, was hier der Fehler 1. Art ist und bestimmen Sie die Wahrschein-
lichkeit fiir diesen.

d3.  Veridndern Sie die Entscheidungsregel so, dass die Wahrscheinlichkeit fiir ei-
nen Fehler 1.Art kleiner als 2,5 % ist.



Landesabitur 2007
Beispielaufgaben

2005 M-GK_A 11

Korrektur- und Bewertungshinweise
- nicht fiir den Priifungsteilnehmer bestimmt -

I1. Erlauterungen

I1I. Losungshinweise / IV. Bewertung und Beurteilung

Erwartete Losungen I | II | III | Bemerkungen
Die Zufallsvariable X beschreibe die Anzahl der U- Zufallsgrofie
berraschungseier mit einer Filmfigur, wenn man zu-
fallig 20 Eier erwirbt. X ist binomialverteilt.
(n=20; p= %) Bernoullikette, Binomial-
verteilung,
20) (1) (4)*
Der Term =1 -—=1 =0,13691 berechnet
2 5 5
die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis: ,,Genau zwei
Eier enthalten Figuren aus dem Film*.
N

P(A) = {1 —gj ~0,0115
P(B) = =1 -= ~ (0,2061

(B) kz_;‘( k ] ( 5) (5 ’ Binomialsummenfunktion

6 | 4
P(Xz1) 2 0,999 < P(X=0) <0,001 Bernoullikette, Berech-
nung der Kettenldnge

(ij < 0,001 Rechnung mit Gleichheit

5 moglich

S In0,001

Tod 1z L&sung durch Probieren
In4-in5 moglich, ein Punkt Abzug
n>30,96
Text: mindestens 31 Eier miissen gekauft werden, ...
213
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c. Unabhéngigkeit von zwei
Ereignissen, Pfadregeln

Aus einem Baumdiagramm ergibt sich:

P("Ei ist einwandfrei") = 0,9 = P(F,)- P(F,) <
0,9 =(1-0,075)-(1-P(F,)) &
P(F,) =+ =0,027 = 2,70%

37 T

d. | dl.
Aus Sicht des Kunden liegt nur ein Betrug vor, wenn Einseitiger Hypothesen-
sich zu wenige Figuren in den Uberraschungseiern test,

befinden. Ein hoherer Anteil wiirde (gerne) akzep-
tiert. Es liegt hier also ein linksseitiger Signifikanz-
test vor.

d2.
Ein Fehler 1. Art bedeutet, dass eine richtige Hypo- Fehler 1. Art
these abgelehnt wird.

Hier: Obwohl jedes 5. Ei eine Figur enthilt, wird
dem Hersteller Betrug vorgeworfen.

Fiir p = ¢ (Behauptung) beschreibe die Zufalls-
variable X die Anzahl der Uberraschungseier mit
einer Filmfigur unter den 160 erworbenen Eiern. X ist
binomialverteilt mit N =160 und p =+.

Damit betréigt:
n=160-1/5=32 und o = ,/160- -4 ~ 5,06 Erwartungswert, Stan-
dardabweichung, o-

Getestet wird hier die Hypothese Hy: p>1/5 Umgebungen,

(linksseitiger Signifikanztest)
Verwirf Hy <& Testergebnis < 25.

Bestimmung der Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler
1. Art:

Abschitzung des Fehlers
1. Art
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160—k
P(X <25)= 2[160] @) Gj ~ 0,0969

P(X <25)~9,69%

Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 1. Art be-
tragt hier 9,69 %.

d3.

160\ (1 4\ Berechnung der Wahr-
< 2 scheinlichkeiten fiir g
P(X<9)= Z( ] [5) ( 5 j <0,025 kleiner als 25 bis das Kri-

terium erfullt ist

P(X <22)~2,64%
P(X <21)~1,56%

Neue Entscheidungsregel:
Verwirf Hy << Testergebnis <21

Der Fehler 1. Art betrdgt dann héchstens 1,56 %. 21513

X30 |12 15| 3
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