Projektionskurve Abiturpriifung LK Bayern 2003

In einem kartesischen Koordinatensystem des R3 ist die Ebene H: z; + x5 + 23 — 8 = 0 sowie die Schar
von Geraden

a® 3a
Ja: T = 0 |+ Al-3a ], AeR, a € R gegeben.

2

a 8

Zeigen Sie, dass keine der Geraden g, parallel und keine senkrecht zur Ebene H verliduft.

Welche dieser Geraden schneidet H unter dem gréfiten Winkel? Berechnen Sie diesen maximalen
Winkel auf eine Dezimale genau.

Berechnen Sie die Koordinaten des Schnittpunkts .S, von g, mit H.
[ zur Kontrolle: S, (a* + 3a | —3a| 8 — a?) |

Zeigen Sie, dass der Punkt S(—2 |6 4) derjenige Punkt aus der Schar der Schnittpunkte S, ist,
der die geringste Entfernung vom Ursprung hat. Geben Sie diese Entfernung an.

Die Punkte S, bilden in H eine Kurve. Diese wird parallel zur x3-Achse in die xixo-Ebene
projiziert; die Projektion heifit P. Fertigen Sie eine Zeichnung von P in der xjx2-Ebene an. Um
welchen Kurventyp handelt es sich bei P vermutlich? Uberpriifen Sie Thre Vermutung, indem Sie
eine Koordinatengleichung von P aufstellen.

2. Ferner sind die Punkte A(1|6|1) und B(—2|9] 1) gegeben.

a)

Weisen Sie nach, dass sich die Punkte A und B zu einem reguléren Sechseck ABC' DEF mit dem
Mittelpunkt S(—2 |6 | 4) ergénzen lassen.
Ermitteln Sie die Koordinaten der Ergdnzungspunkte C' und D.

Das Sechseck ABCDFEF rotiert nun um die Achse AD. Beschreiben Sie das Aussehen des dabei
entstehenden Rotationskorpers. Ermitteln Sie eine Gleichung der kleinsten Kugel, die den Rota-
tionskorper enthélt.

Liegt der Ursprung des Koordinatensystems innerhalb oder auflerhalb dieses Rotationskorpers?
Begriinden Sie Thre Antwort.



Projektionskurve Abiturpriifung LK Bayern 2003 Losungen

In einem kartesischen Koordinatensystem des R3 ist die Ebene H: z; + x5 + 23 — 8 = 0 sowie die Schar
von Geraden

a® 3a
Ja: T = 0 |+ Al-3a ], AeR, a € R gegeben.

1. a)

b)

2

a 8

Zeigen Sie, dass keine der Geraden g, parallel und keine senkrecht zur Ebene H verliduft.
Ug, g # 0, g, # A\

Welche dieser Geraden schneidet H unter dem gréfiten Winkel? Berechnen Sie diesen maximalen

Winkel auf eine Dezimale genau. _
Ug,  TH 8

(g, | - |7g] VISR +64-/3

Berechnen Sie die Koordinaten des Schnittpunkts .S, von g, mit H.
[ zur Kontrolle: S, (a* + 3a | —3a| 8 — a?) |

sina = maximal fiir a =0, mar = 35,3°

Zeigen Sie, dass der Punkt S(—2 |6 4) derjenige Punkt aus der Schar der Schnittpunkte S, ist,
der die geringste Entfernung vom Ursprung hat. Geben Sie diese Entfernung an.

| 08, | = /(@ +3a)2 + (—3a)2 + 8 — a?)2 = \/F(a)
_ia a1:72; dmzn:\/%

fa)=0 = a1=0, ay =

Die Punkte S, bilden in H eine Kurve. Diese wird parallel zur x3-Achse in die zizs-Ebene
projiziert; die Projektion heifit P. Fertigen Sie eine Zeichnung von P in der xixo-Ebene an. Um
welchen Kurventyp handelt es sich bei P vermutlich? Uberpriifen Sie Thre Vermutung, indem Sie
eine Koordinatengleichung von P aufstellen.
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2. Ferner sind die Punkte A(1|6|1) und B(—2|9] 1) gegeben.
a) Weisen Sie nach, dass sich die Punkte A und B zu einem reguléren Sechseck ABC DEF' mit dem
Mittelpunkt S(—2 |6 | 4) ergénzen lassen.
Ermitteln Sie die Koordinaten der Ergdnzungspunkte C' und D.

A
— — —
|AB|=|AS|=|BS|= V18
— — —
OC =08+ AB, C(-5]9]4)
— — —
OD =08+ AS, D(-5|6]|7)

b) Das Sechseck ABCDEF rotiert nun um die Achse AD. Beschreiben Sie das Aussehen des dabei
entstehenden Rotationskorpers. Ermitteln Sie eine Gleichung der kleinsten Kugel, die den Rota-
tionskorper enthalt.

Liegt der Ursprung des Koordinatensystems innerhalb oder auflerhalb dieses Rotationskorpers?
Begriinden Sie Thre Antwort.

105 | = V56 >r= I3

Der Koordinatenursprung liegt aulerhalb des Rotationskérpers.



Ebenenschar-Aufgabe  Abiturpriifung LK Bayern 2003

In einem kartesischen Koordinatensystem sind die Punkte A(5]0|1), B(0|4|2) und C(0|0]¢) mit
0 <t < 6 gegeben.

Berechnen Sie fiir die Gerade AB den Schnittpunkt mit der xzx2-Ebene sowie ihren Abstand d

zur w3-Achse. [ Teilergebnis: % ]
Zeigen Sie, dass der Fliacheninhalt des Dreiecks ABC nicht kleiner als 10 ist.

Untersuchen Sie, fiir welche der zuléssigen Werte von ¢ das Dreieck ABC rechtwinklig ist.

Ferner ist der Punkt S(0|0| 6) gegeben. A’, B’, C’ sind die Spurpunkte der Geraden SA, SB, SC in der
Koordinatenebene x3 = 0.

2.

a)

Bestimmen Sie die Koordinaten der Punkte A’, B’ und C'.
[ Teilergebnis: A’(6|0]0), B'(0]6]0) |

Legen Sie ein Koordinatensystem an (ganze Seite; Querformat; Koordinatenursprung in der Blatt-
mitte). Tragen Sie darin die Pyramide A’B’C’S und das Dreieck ABC fiir t = 3 ein.

Berechnen Sie den Winkel, den die Ebene ABC fiir t = 3 mit der x1x9-Ebene bildet.

Ermitteln Sie den Wert von ¢, fiir den das Dreieck ABC' die Pyramide A’B’C’S in zwei volumen-
gleiche Teile zerlegt.

Der Schnittpunkt von AB mit A’B’ heifit P, der von AC' mit A’C’ bzw. BC mit B'C’ heifit Q; bzw.
R (t # 1 und t # 2).

a)
b)

Bringen Sie fiir ¢ = 3 die genannten Geraden in Threr Zeichnung zum Schnitt.

In Threr Zeichnung sollten P, (J3, Rs auf einer Geraden liegen. Warum liegen die Punkte P, Q,
R, stets auf einer Geraden s;?7 (Begriindung ohne Rechnung geniigt.)

Beschreiben Sie, welcher besonderen Lage sich die Geraden s; fiir t — 1 bzw. fiir ¢ — 2 ndhern
und geben Sie jeweils eine Gleichung der zugehétrigen Grenzgeraden an.



Ebenenschar—Aufgabe Abiturpriifung LK Bayern 2003 Losungen

In einem kartesischen Koordinatensystem sind die Punkte A(5]0|1), B(0|4|2) und C(0|0]¢) mit
0 <t < 6 gegeben.

1. a) Berechnen Sie fiir die Gerade AB den Schnittpunkt mit der x;x9-Ebene sowie ihren Abstand d

- . . 2
zur r3-Achse. D(10|—4]0) [ Teilergebnis: 20 | Abstand windschiefer Geraden

VAl
b) Zeigen Sie, dass der Flicheninhalt des Dreiecks ABC' nicht kleiner als 10 ist.

1,77 1
FABC:§|AB|-h:§\/42-h

20
hmin = a1 = Fuapc > 10

c) Untersuchen Sie, fiir welche der zuldssigen Werte von ¢ das Dreieck ABC rechtwinklig ist.

3 Moglichkeiten sind zu untersuchen.
— —
AB-AC=0 — t; = —24, t1 §é ]076[
— —
AB-BC=0 = t3=18, t2 ¢ 10, 6]
— —
AC-BC=0 = (t—l)(t—Q):O, ts=1,t4 =2, t3,14 € ]076[

Ferner ist der Punkt S(0|0| 6) gegeben. A, B’, C’ sind die Spurpunkte der Geraden SA, SB, SC in der
Koordinatenebene x3 = 0.

2. a) Bestimmen Sie die Koordinaten der Punkte A’, B’ und C".
[ Teilergebnis: A’(6 0] 0), B'(0]6]0)] ¢’(0|0]0)

b) Legen Sie ein Koordinatensystem an (ganze Seite; Querformat; Koordinatenursprung in der Blatt-
mitte). Tragen Sie darin die Pyramide A’B’C’S und das Dreieck ABC ' fiir ¢ = 3 ein.

T3

S




c¢) Berechnen Sie den Winkel, den die Ebene ABC fiir t = 3 mit der z1x9-Ebene bildet.
8
ﬁABC: 5 s a:25,3°
20

d) Ermitteln Sie den Wert von t, fiir den das Dreieck ABC' die Pyramide A’B’C"S in zwei volumen-

gleiche Teile zerlegt. Vygorg =36 VE (clementar)

Vapes = ¢ | det(5-a,5-a,¢-a)|=20— 3t — t=2

3. Der Schnittpunkt von AB mit A’B’ heifit P, der von AC mit A’C’ bzw. BC mit B'C’ heifit Q; bzw.
R (t # 1 und t # 2).

a) Bringen Sie fiir t = 3 die genannten Geraden in Threr Zeichnung zum Schnitt.

b) In Ihrer Zeichnung sollten P, @3, R3 auf einer Geraden liegen. Warum liegen die Punkte P, @,
R, stets auf einer Geraden s;? (Begriindung ohne Rechnung geniigt.)
Beschreiben Sie, welcher besonderen Lage sich die Geraden s; fiir t — 1 bzw. fiir ¢ — 2 ndhern
und geben Sie jeweils eine Gleichung der zugehétrigen Grenzgeraden an.

P, Q¢, R; liegen auf der Schnittgeraden von F4pg und zjze-Ebene.

4t —1)
Eapc: 5t—2) |-Z—20t=0
20
0
t =1, Schnitt von Fgpc: | —1 | -Z —4 = 0 mit der x125-Ebene x5 = 0 ergibt
0 1
= -4+ A0
0 0
1
t =2, Schnitt von Eggc: | 0 | -&— 10 = 0 mit der x1x9-Ebene x5 = 0 ergibt
5
10 0
= 01+ Af1
0 0

Diese beiden Fille ergeben sich, wenn C die Hohe (den z-Wert) von A bzw B erreicht.

In dieser Aufgabe gibt es eine ansprechende enge Beziehung von Anschauung und Rechnung.
Leider steigt bei einem allgemeinen Ansatz in 3b) der Rechenaufwand ins Uferlose.
Statt C' sollte es besser C; heifien.
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