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Beispielaufgabe Abiturprifung 2021
Mathematik, Leistungskurs

Prifungsteil B: Aufgaben mit Hilfsmitteln

Aufgabenstellung
Gegeben ist eine Schar von ganzrationalen Funktionen f, durch die Funktionsgleichung

f(x)=e™ ((x-k)*-3-(x—k)+k?), xe R mit k>-0,5.
Die Graphen von f, fir k=-0,5, k=1 und k=2 sind in der Abbildung 1 dargestellt.
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Abbildung 1
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a) (1) Skizzieren Sie den Graphen von f, im Intervall [-2;2] in Abbildung 1.

(2) Der Graphvon f, schlieRt mit der x-Achse im zweiten Quadranten die Flache A, ein.

Bestimmen Sie rechnerisch die GroRe dieser Flache.
[Zur Kontrolle: A, =2,25 FE]

(3) Gegeben ist die Gerade g mit der Funktionsgleichung g(x)=-2x, xR .
Bestimmen Sie das Verhéltnis, in dem die Gerade g die Flache A, aus (2) teilt.

(2 + 5 + 4 Punkte)

b) Der lokale Hochpunkt des Graphen von f, ist in Abhdngigkeit von k gegeben durch
H (k-1]e™ (2+k%)).

Ermitteln Sie den Wert von k mit —0,5<k <10, fiir den der Abstand des Hochpunktes H,
zum Ursprung minimal ist.

(4 Punkte)

c) (1) Bestimmen Sie rechnerisch die Koordinaten des Wendepunktes des Graphen von f, in
Abhéangigkeit von Kk .
[Zur Kontrolle: Fir die x-Koordinate des Wendpunktes gilt x,, =K .]

Auf dem Graphen der Funktion w mit w(x)=e™-x*, x>—-0,5 liegen die Wendepunkte der
Graphen von f, mit k >-0,5 . Den Graphen von w nennt man Ortskurve der Wendepunkte
der Funktionenschar.

(2) Bestimmen Sie rechnerisch das globale Maximum von w.
Hierbei darf ohne Nachweis w"(x) = (x* —4x+2)-e™ verwendet werden.

(3) Gegeben sei die Funktion j mit der Gleichung j(x)=3-e 2 .(x-2)° , xe R .
Der Graph dieser Funktion ist die Ortskurve der Wendepunkte einer weiteren
Funktionenschar v, mit ke IR.
Geben Sie eine Funktionsgleichung dieser Funktionenschar v, an.
(5 + 7 + 2 Punkte)
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Im Folgenden wird die Abkiihlung eines Bechers Kaffee bei einer Raumtemperatur von 18 °C
in Abhangigkeit von der Zeit untersucht. Dazu wird die Temperatur des Kaffees in Grad
Celsius in Abhangigkeit von der Zeit in Minuten bestimmt. Die Tabelle gibt zwei der
Messergebnisse an.

Zeit in Minuten 1 10

Temperatur in Grad Celsius 71 51

d) Der Abkihlvorgang in den ersten 10 Minuten soll durch eine Funktion u, mit
u(t)=a+b-e*, ab,celR, c>0 mit 0<t<10 modelliert werden.

Dabei gibt u, die Temperatur des Kaffees in Grad Celsius an und t die Zeit seit Beginn
der Untersuchung in Minuten.

Begriinden Sie, dass a = 18 gilt und bestimmen Sie dann die Werte von b und ¢ ausgehend
von den Angaben in der Tabelle.
[Kontrolllésung mit gerundeten Werten: u, (t) =18+55,86-¢

—0,053»t]

(5 Punkte)

Nach 10 Minuten wird dem Kaffee kalte Milch zugeflgt und die Temperatur der Mischung im
Anschluss daran noch weitere 15 Minuten gemessen. Zum Zeitpunkt t = 11 liegt bereits eine
gleichmaRige Kaffee-Milch-Mischung vor.

e) Firden Zeitraum 11 <t <25 also fir den Zeitraum nach der Zugabe der kalten Milch
lasst sich der Abkuhlvorgang der Mischung naherungsweise durch die Funktion u, mit
u,(t) =18+36-e %", 11 <t <25 modellieren.

Dabei gibt u, die Temperatur der Mischung in Grad Celsius und t die Zeit in Minuten seit
Beginn der Untersuchung an. Der Graph von u, ist monoton fallend.

(1) Bestimmen Sie, wie lange es ab dem Zeitpunkt t = 11 dauert, bis die Temperatur im
Kaffeebecher unter 41 °C sinkt.

(2) Bestimmen Sie die mittlere Temperaturanderung des Kaffees im Zeitraum 0<t <10
vor der Milchzugabe und im Zeitraum 11 <t <21 nach der Milchzugabe.
Vergleichen Sie die Ergebnisse im Sachkontext.

(2 + 4 Punkte)
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Zugelassene Hilfsmittel:

e GTR (Grafikfahiger Taschenrechner)
e Mathematische Formelsammlung
e Worterbuch zur deutschen Rechtschreibung
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Unterlagen fur die Lehrkraft

Beispielaufgabe Abiturprifung 2021
Mathematik, Leistungskurs

Prifungsteil B: Aufgaben mit Hilfsmitteln

1. Aufgabenart /Inhaltsbereich

Innermathematische Argumentationsaufgabe / Aufgabe mit realitdtsnahem Kontext / Ana-
lysis

2. Aufgabenstellung:

siehe Prufungsaufgabe

3. Materialgrundlage
entfallt

4. Bezlge zu den Kernlehrplanen und den Vorgaben 2021

Die Aufgaben weisen vielfaltige Beziige zu Kompetenzbereichen und Inhaltsfeldern des
Kernlehrplans bzw. zu den in den VVorgaben ausgewiesenen Fokussierungen auf. Im Fol-
genden wird auf Bezlige von zentraler Bedeutung hingewiesen.

1. [Inhaltsfelder und inhaltliche Schwerpunkte
Funktionen und Analysis
e Funktionen als mathematische Modelle
e Fortfiihrung der Differentialrechnung
- Behandlung von ganzrationalen Funktionen, nattirlicher Exponential- und Loga-
rithmusfunktion und deren Verknlpfungen bzw. Verkettungen mit Untersu-
chung von Eigenschaften in Abhangigkeit von Parametern
- notwendige Ableitungsregeln (Produkt-, Kettenregel)
e Grundverstandnis des Integralbegriffs
e Integralrechnung

2. Medien/Materialien:
o entfallt

5. Zugelassene Hilfsmittel

GTR (Grafikfahiger Taschenrechner)
Mathematische Formelsammlung
Worterbuch zur deutschen Rechtschreibung

[N

Die Aufgabenstellung deckt inhaltlich alle drei Anforderungsbereiche ab.
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6. Modellldsungen

Die jeweilige Modellldsung stellt eine mogliche Losung bzw. Lésungsskizze dar.
Der gewahlte Lésungsansatz und -weg der Pruflinge muss nicht identisch mit dem
der Modellldsung sein. Sachlich richtige Alternativen werden mit entsprechender
Punktzahl bewertet (Bewertungsbogen: Zeile ,,Sachlich richtige Lésungsalternative

zur Modelllésung*).

Teilaufgabe a)
(1) Esgilt f,(x)=x>-3x.

i

I

i
i

i
i
i

......

(2) Nullstellen von f; : fo(x):O@x:—\@vx:va:\/g :

Wegen f,(-1) =2 liegt die im zweiten Quadranten eingeschlossene Fléche oberhalb

der x-Achse.

F, mit Fo(x)zix“—§x2 ist eine Stammfunktion von f; .
4

Die GroRe der eingeschlossenen Flache im zweiten Quadranten ist durch

Ay = T f, 0)dx = [F,(x)]° 5 = K, (0) - F,(—/3) =2,25 [FE] berechenbar.
G
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Die Schnittstellen der Graphen von f; und g sind -1, 0 und 1.

Man erkennt in der Abbildung, dass die Gerade somit von —1 bis 0 unterhalb des Gra-
phen von f, verlduft.

Fir die GroRe der von den Graphen von f, und g im zweiten Quadranten eingeschlos-
0

senen Flache gilt somit J-(fo(x) —g(x))dx=0,25.
-1

0,25

2,25

. Das Verhaltnis der beiden Teilflachen ist 8:1.

|

Teilaufgabe b)

Fur den gesuchten Abstand gilt: d(k) = \/(k—l)z +(e‘k .(2+ kz))2 :

Gesucht ist der Wert k mit —0,5 <k <10, fir den der Abstand d(k) minimal ist.
Der Taschenrechner liefert k ~1,3.

[Auch eine grafische Analyse des Graphen von d mit dem Taschenrechner ist vorstellbar.]

Teilaufgabe c)

1)

()

(3)

Esgilt f'(x)=e™-(3-(x=k)*=3), f"(x)=e"-6-(x—k) und f, "(x)=6-e7".

Die flir eine Wendestelle von f, notwendige Bedingung f, "(x) =0 ist fir X =k erfiillt.
Mit f "(k) >0 und f (k)=e™-k® hat f, den Wendepunkt W, (k|e™-k?).

W (X)=(-1)-x*-e ¥ +2x-e ¥ =e ¥ (-x* +2X) .

Die fiir lokale Extremstellen von w notwendige Bedingung w'(X) =e ™ -(=x* +2x) =0
ist fir x =0 und x =2 erfillt.

Wegen w"(0)=2>0 und w"(2) =—-2e7 <0 und w(2) = 4e™ hat w den lokalen
Hochpunkt H(2|4e7?).
Da es nur die zwei berechneten lokalen Extremstellen gibt und der lokale Hochpunkt

bei der rechten Extremstelle liegt, reicht die Betrachtung des Funktionswertes an der
linken Randstelle.

Mit w(-0,5) =e**-(-0,5)° ~0,41<4-e* ~0,54 ist 4e das globale Maximum.

Eine Funktionsgleichung von v, ist gegeben durch

(0=30x-2) [ = 3" ((x-2-k) =3 (x-2-k)+k?) |
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Teilaufgabe d)

Langfristig néhert sich die Temperatur des Kaffees der Umgebungstemperatur von 18 °C
an. Somit gilt fur ¢ > 0: !im u(t)y=a=18.

u(l) =71 < 71=18+bh-e* <« 53=h.e”°,

u,(10) =51 <« 51=18+b-e*" <« 33=b-e™*,

GTR
g:e‘gc = ¢~0,053.
53

Aus 53=b-e % folgt b~55,86 unddamit u,(t)=18+55,86-e°%" .

=

Teilaufgabe e)

GTR

(1) u,(t)=18+36-e %' =41 = t~13,6.

Ab dem Zeitpunkt t = 11 dauert es etwa 2,6 Minuten, bis die Temperatur des Kaffees
unter 41 °C sinkt.

)
. (10) -1, (0 o
: (13_3( ) z—2,30|: %inJ ’

21)-u,(11 0

Die mittlere Temperaturdnderung des Kaffees pro Minute vor der Milchzugabe ist
deutlich groiier als die mittlere Temperaturanderung der Mischung nach der Milchzu-
gabe.
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7. Teilleistungen — Kriterien / Bewertungsbogen zur Prufungsarbeit

Name des Priflings: Kursbezeichnung:

Schule:

Teilaufgabe a)

Anforderungen Losungsqualitat
Der Priifling maimal | ER2 ZK DK
Punktzahl
1 |(1) skizziert den Graphen von f in Abbildung 1. 2
(2) bestimmt die erforderlichen Nullstellen als Integrati-
2 . ) 3
onsgrenzen und gibt eine Stammfunktion an.
3 | (2) bestimmt rechnerisch die GréRe der Flache. 2
4 (3) bestimmt die GroRe der von den Graphen vonf, und 3
g eingeschlossenen Flache im zweiten Quadranten.
(3) bestimmt das Verhaltnis, in dem die Gerade die FI&-
® Iche A, teilt. .
Sachlich richtige Losungsalternative zur Modelllésung: (11)
Summe Teilaufgabe a) 11
Teilaufgabe b)
Anforderungen Losungsqualitat
Der Priifling amaxtmal | EK ZK DK
Punktzahl
1 ermittelt den Wert von k, flr den der Abstand des Hoch- 4
punktes zum Ursprung minimal ist.
Sachlich richtige Lésungsalternative zur Modelllésung: (4)
Summe Teilaufgabe b) 4

2 EK = Erstkorrektur; ZK = Zweitkorrektur; DK = Drittkorrektur
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Teilaufgabe c)

Anforderungen Losungsqualitat
Der Priifling amaxtmal | EK ZK DK
Punktzahl
1 [(2) gibt die erforderlichen Ableitungen an. 2
5 (1) bestimmt rechnerisch die Koordinaten des Wende- 3
punktes des Graphen von f, in Abh&ngigkeit von k.
(2) gibt einen Funktionsterm von w” an und bestimmt
3 |die moglichen Extremstellen mit einer notwendigen Be- 3
dingung.
4 (2) bestétigt den lokalen Hochpunkt mit einer hinrei- 5
chenden Bedingung und gibt den Funktionswert an.
5 (2) berticksichtigt die Randstelle und bestimmt das glo- 2
bale Maximum von w.
6 (3) gibt eine Funktionsgleichung dieser Funktionenschar 2
an.
Sachlich richtige Losungsalternative zur Modelllésung: (14)
Summe Teilaufgabe ¢) 14
Teilaufgabe d)
Anforderungen Losungsqualitat
Der Prifling amaal | EK ZK DK
Punktzahl
1 |[begriindet, dass a = 18 gilt. 1
2 |bestimmt die Werte von b und c . 4
Sachlich richtige Losungsalternative zur Modelllésung: (5)
Summe Teilaufgabe d) 5
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Teilaufgabe e)

Anforderungen Losungsqualitat
Der Priifling amaxtmal | EK ZK DK
Punktzahl
1 (1) bestimmt, wie lange es ab dem Zeitpunkt t = 11 dau- 2
ert, bis die Temperatur unter 41 °C sinkt.
(2) bestimmt die mittleren Temperaturanderungen des
2 . - 3
Kaffees in den angegebenen Zeitrdumen.
3 |(2) vergleicht die Ergebnisse im Sachkontext. 1
Sachlich richtige Losungsalternative zur Modelllésung: (6)
Summe Teilaufgabe e) 6
Summe insgesamt 40
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Beispielaufgabe Abiturprifung 2021
Mathematik, Leistungskurs

Prifungsteil B: Aufgaben mit Hilfsmitteln

Aufgabenstellung:

In einer Anlage zur Getrankeabftulllung werden zwei Maschinen zur Abfillung von 330 ml-
Flaschen betrieben. Bei einer Kontrolle werden je 20 Flaschen stichprobenartig enthommen
und die tatsachlichen Fulllmengen gemessen. Die Héaufigkeiten der auf 1 ml gerundeten
Messwerte sind in den folgenden Tabellen aufgefiihrt.

Maschine A

Fillmenge in ml | 327 328 329 330 331 332 333

Haufigkeit 1 1 4 9 2 2 1

Maschine B

Fallmenge in ml | 327 328 329 330 331 332 333

Haufigkeit 0 2 3 10 3 2 0

a) Um zu beurteilen, ob eine Maschine gut arbeitet, werden der Mittelwert und die Streuung
berticksichtigt. Eine Maschine arbeitet umso besser, je naher die Abfillung im Mittel am
Wert 330 ml liegt und je kleiner die Streuung ist.

Fur die Maschine A betrégt der Mittelwert 330 ml und die Standardabweichung
etwa 1,34 ml.

Beurteilen Sie rechnerisch, welche Maschine besser arbeitet.

(4 Punkte)
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Eine Flasche, in die gerundet weniger als 330 ml abgefillt werden, wird im Kontext dieser
Aufgabe als Minderbefiillung bezeichnet.

Im Folgenden wird Maschine A naher betrachtet.

Es sollen nun 100 zufallig ausgewahlte Flaschen dieser Maschine untersucht werden. Die

Zufallsgrofie X: ,,Anzahl der Minderbefullungen® in einer Stichprobe wird als binomialverteilt
angenommen mit p=0,3.

b)
(1) Es sei E das Ereignis: ,,Es treten genau 25 Minderbefillungen auf*.
Entscheiden Sie, welcher der folgenden Ansétze zur Berechnung der Wahrscheinlichkeit
flr das Eintreten des Ereignisses E genutzt werden kann und erlautern Sie die einzelnen
Bestandteile dieses ausgewahlten Ansatzes.

()  P(E)=0,3%.0,7"

100
25

) P(E)={

_@. 25 75
() P(E)="5-0.3°07

j.0,325 _0, 77

(IV)  P(E)=25-0,3+75-0,7

(2) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit fur das Ereignis ,,Es treten weniger als 30
Minderbeftllungen auf.*

(3 + 2 Punkte)

c) Der verantwortliche Maschinenmeister hat die Vermutung, dass die Maschine A eigentlich
besser arbeitet als die Stichprobe ergeben hat. Mit der Wahl von H,: p>0,3 als
Nullhypothese soll die Vermutung Uberprft werden.

(1) Ermitteln Sie eine zur Nullhypothese passende Entscheidungsregel auf dem
Signifikanzniveau von « =0,05.

(2) Beschreiben Sie den Fehler 2. Art im Sachzusammenhang.

(4 + 2 Punkte)
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d) Der Getrankehersteller schafft eine weitere Maschine an. Im Folgenden wird die Full-
menge nicht gerundet betrachtet. Es wird davon ausgegangen, dass die Fullmengen aller
Flaschen jeweils unabhé&ngig voneinander sind. Die stetige ZufallsgroRe Y: ,,Fillmenge
einer zuféllig ausgewéhlten in dieser Maschine abgefullten Flasche* wird normalverteilt
mit dem Erwartungswert x = 331 [ml] und der Standardabweichung o= 1,34 [ml]
angenommen. Eine Befiillung mit hdchstens 327 ml wird im Folgenden als gravierende
Minderbeftllung bezeichnet.

1)

(2)

3)

(4)

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass eine zuféallig entnommene Flasche mit
hdchstens 327 ml beflllt wurde, also eine gravierende Minderbefiillung ist.

Geben Sie Ihr Ergebnis auf flinf Nachkommastellen gerundet an.

[Kontrolllésung mit vier Nachkommastellen: 0,0014]

Ermitteln Sie die durchschnittlich zu erwartende Anzahl von gravierenden
Minderbeftllungen in einer Stichprobe von 1500 Flaschen.

Ermitteln Sie die Wahrscheinlichkeit, dass eine Stichprobe von 750 Flaschen mehr
als zwei gravierende Minderbefullungen enthalt.

Der Getrankehersteller éndert die Parameter der Maschine so, dass ,,, =330 [ml]
und o, =1,00 [mlI] qgilt.

Interpretieren Sie die veranderten Parameter im Sachkontext.

Beurteilen Sie, wie sich die Wahrscheinlichkeit, dass eine zufallig ausgewahlte
Flasche eine gravierende Minderbefiillung ist, durch die Anderung der Parameter
verandert.

(2+ 2+ 2+ 4 Punkte)

Zugelassene Hilfsmittel:

e GTR (Grafikfahiger Taschenrechner)
e Mathematische Formelsammlung
e Worterbuch zur deutschen Rechtschreibung
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Unterlagen fur die Lehrkraft

Beispielaufgaben Abiturprifung 2021
Mathematik, Leistungskurs

Prifungsteil B: Aufgaben mit Hilfsmitteln

1. Aufgabenart

Aufgabe mit realititsnahem Kontext / Stochastik

2. Aufgabenstellung:

siche Priifungsaufgabe

3. Materialgrundlage
entfallt

4. Bezilge zu den Kernlehrplanen und den Vorgaben 2021

Die Aufgaben weisen vielfiltige Beziige zu Kompetenzbereichen und Inhaltsfeldern des
Kernlehrplans bzw. zu den in den Vorgaben ausgewiesenen Fokussierungen auf. Im Fol-
genden wird auf Beziige von zentraler Bedeutung hingewiesen.

1. Inhaltsfelder und inhaltliche Schwerpunkte
Stochastik
e Kenngroflen von Wahrscheinlichkeitsverteilungen
¢ Binomialverteilung und Normalverteilung
e Testen von Hypothesen

2. Medien/ Materialien
o Entfillt

5. Zugelassene Hilfsmittel

e GTR (Grafikfahiger Taschenrechner)
e Mathematische Formelsammlung
e Worterbuch zur deutschen Rechtschreibung

' Die Aufgabenstellung deckt inhaltlich alle drei Anforderungsbereiche ab.
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6. Modellldsungen

Die jeweilige Modellldsung stellt eine mogliche Losung bzw. Lésungsskizze dar.
Der gewahlte Lésungsansatz und -weg der Pruflinge muss nicht identisch mit dem
der Modellldsung sein. Sachlich richtige Alternativen werden mit entsprechender
Punktzahl bewertet (Bewertungsbogen: Zeile ,,Sachlich richtige Losungsalternative
zur Modelllésung*).

Teilaufgabe a)

Es ist X, :2'328”'329”02'330”'331+2'332 =330 [ml] =X, , daher wird die Streu-

ung in Form der Standardabweichung untersucht.

2-(330-328) +...+2-(330 - 332)’
20

Esists, 1,34 [ml] und s, =\/ ~ 1,05 [ml].

Daher kommt man aufgrund der Stichprobe zu dem Urteil, dass Maschine B besser arbeitet.

Teilaufgabe b)

(1) Fiir die Berechnung des Ereignisses kann [ausschlieBlich] der Ansatz (II) verwendet
werden. Dabei steht P(E) fiir die Eintrittswahrscheinlichkeit des Ereignisses E.

100
Der Binomialkoeffizient { 55 J gibt die Anzahl der Moglichkeiten an, wie die 25 Min-

derbefiillungen bei den 100 Flaschen verteilt sein konnen. 0,3* gibt die Wahrschein-
lichkeit fiir 25 Minderbefiillungen und 0,7” die Wahrscheinlichkeit fiir 75 nicht min-

derbefiillte Flaschen an.
(2) [ Die Zufallsgrofle X ist binomialverteilt mit N =100 und p=0,3.]
Es ist Py.5(X <30) =P,4.,5(X £29) ~ 0,462 . Mit einer Wahrscheinlichkeit von unge-

fahr 46,2 % treten weniger als 30 Minderbefiillungen auf.

Teilaufgabe c)

(1) Definiere z.B. eine Funktion f mit f(a) = P, ,(X <a) ,0<a <100 und bestimme die
Losung der Gleichung f(a) =0,05. Der TR liefert a ~ 23 [fiir 0<a <100 ].
Es gilt B, 5(X £22)~ 0,048 <0,05 und B, (X <23)~ 0,076 >0,05.

Als Entscheidungsregel ergibt sich in diesem Fall: Verwirf die Nullhypothese, falls
X <22, also 22 oder weniger Flaschen Minderbefiillungen sind.

Beispielaufgabe Abitur 2021



Ministerium fiir Schule und Bildung NRW M LK Stochastik GTR
Seite 3von 5

(2) Ein Fehler 2. Art wird begangen, wenn die Nullhypothese aufgrund des Ausgangs des
Zufallsexperimentes beibehalten wird, obwohl sie in Wirklichkeit aber falsch ist. Der
Maschinenmeister wiirde nun also falschlicherweise davon ausgehen, dass die Maschi-

ne tatsdchlich nicht so gut, wie von ihm vermutet, arbeitet.

Teilaufgabe d)

(1) Y ist normalverteilt mit £ =331 [ml] und o= 1,34 [ml].
Es ist P(Y <327) = 0,00142. Die Wahrscheinlichkeit betrigt etwa 0,142 %.

(2) Die ZufallsgroBer Z gibt die Anzahl gravierender Minderbefiillungen in einer Stichpro-

be von n Flaschen an. Z ist binomialverteilt mit n = 1500 und p = 0,00142.
Fiir den Erwartungswert von Z gilt: E(Z)=n-p=1500-0,00142=2,13.

In der Stichprobe kann man durchschnittlich zwei gravierende Minderbefiillungen er-

warten.

(3) Z ist nun binomialverteilt mit n =750 und p = 0,00142.
Pso:0.00142(Z = 3) = 0,0925 = 9,25 % . Die Wahrscheinlichkeit betragt etwa 9,25 %.

7

(4) Da p,, =330 [ml], kann der Getrankehersteller bei der Befiillung der Flaschen Res-

sourcen sparen. Die Flaschen werden aber auch genauer befiillt, da o,,, =1,00 [ml].

Y ist nun normalverteilt mit z,, =330 [ml] und o,,, =1,00 [ml].
Die Wahrscheinlichkeit fiir eine Befiillung unter 327 ml sinkt auf
P (Y <327)~0,00135 [=0,135%].
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7. Teilleistungen — Kriterien / Bewertungsbogen zur Prufungsarbeit

Name des Priiflings: Kursbezeichnung:

Schule:

Teilaufgabe a)

Anforderungen Losungsqualitat
Der Priifling maimal | ER2 ZK DK
Punktzahl
1 |bestimmt den Mittelwert. 1
2 |bestimmt die Standardabweichung. 2
3 | beurteilt, welche Maschine besser arbeitet. 1

Sachlich richtige Losungsalternative zur Modelllosung: (4)

Summe Teilaufgabe a) 4

Teilaufgabe b)

Anforderungen Losungsqualitat
Der Priifling amaximal | EK ZK DK
Punktzahl
1 |(1) entscheidet sich fiir den richtigen Ansatz. 1
2 |(1) erlautert die einzelnen Bestandteile des Ansatzes. 2
3 |(2) bestimmt die gesuchte Wahrscheinlichkeit. 2

Sachlich richtige Losungsalternative zur Modelllosung: (5)

Summe Teilaufgabe b) 5

2 EK = Erstkorrektur; ZK = Zweitkorrektur; DK = Drittkorrektur
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Teilaufgabe c)
Anforderungen Losungsqualitat
Der Priifling amaxtmal | EK ZK DK
Punktzahl
1 (1) ermittelt eine zur Nullhypothese passende Entschei- 4
dungsregel.
2 |(2) beschreibt den Fehler 2. Art im Sachzusammenhang. 2
Sachlich richtige Losungsalternative zur Modelllosung: (6)
Summe Teilaufgabe ¢) 6
Teilaufgabe d)
Anforderungen Ldsungsqualitat
Der Prifling o | EK ZK DK
Punktzahl
1 (1) bestimmt die gesuchte Wahrscheinlichkeit und gibt )
diese auf fiinf Nachkommastellen gerundet an.
) (2) ermittelt die durchschnittlich zu erwartende Anzahl )
von gravierenden Minderbefiillungen in der Stichprobe.
3 (3) ermittelt die Wahrscheinlichkeit, dass die Stichprobe )
mehr als zwei gravierende Minderbefiillungen enthilt.
4 (4) interpretiert die verdnderten Parameter im Sachkon- 5
text.
(4) beurteilt, wie sich die Wahrscheinlichkeit, dass eine
5 zufillig ausgewihlte Flasche eine gravierende Minder- 5
befiillung ist, durch die Anderung der Parameter verin-
dert.
Sachlich richtige Losungsalternative zur Modelllosung: (10)
Summe Teilaufgabe d) 10
Summe insgesamt 25
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Beispielaufgabe Abiturprifung 2021
Mathematik, Leistungskurs

Prufungsteil B: Aufgaben mit Hilfsmitteln

Aufgabenstellung

Abbildung 1

In Bottrop im Ruhrgebiet steht auf einer Kohle-Abraumhalde das Kunstwerk ,,Haldenereignis
Emscherblick” — im Folgenden kurz als Kunstwerk bezeichnet (siehe Abbildung 1).

Das Kunstwerk hat die Form einer Pyramide, die von vier gleichseitigen zueinander kongruen-
ten Dreiecken begrenzt wird (regelmaliiges Tetraeder). Eines der Dreiecke bildet die Grund-
flache der Pyramide. Die Kantenlédnge betrégt jeweils 60 m. Das Kunstwerk steht auf vier 9 m
hohen Betonpfeilern. Um das Kunstwerk begehen zu kénnen, sind in die Konstruktion Trep-
pen und Aussichtsplattformen eingearbeitet.
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Vereinfachend wird das Kunstwerk im Folgenden durch eine ndherungsweise regelméfige Py-
ramide ABCD mit Eckpunkten mit ganzzahligen Koordinaten modelliert. Der Ursprung des
Koordinatensystems befindet sich im Schwerpunkt des Dreiecks ABC (siehe Abbildung 2),
welches die Grundfl&che der Pyramide bildet. Die Eckpunkte der Pyramide haben in diesem
Modell die Koordinaten

A (35/0]0); B (-17]30]0); C (~17|-30]0); D (0]0]49).

Dabei entspricht eine Langeneinheit im Modell einem Meter [m].

X3

A

X4

Abbildung 2

a) (1) Begrinden Sie, dass die Grundflache ABC der Pyramide in der x, x, -Ebene liegt.

(2) Zeigen Sie, dass die Punkte A, B, und C naherungsweise die Eckpunkte eines gleich-
seitigen Dreiecks mit der Kantenléange 60 [m] sind.
(2 + 4 Punkte)

b) Die Eckpunkte B, C und D liegen in der Ebene E,, .
Bestimmen Sie rechnerisch eine Gleichung der Ebene E,., in Koordinatenform.

[Zur Kontrolle: E;p @ —49-X, +17-X, =833 ]
(4 Punkte)

c) Beurteilen Sie die Aussage, dass die Ebene Eg., parallel zur x,-Achse liegt.

(2 Punkte)

Beispielaufgabe Abitur 2021



Ministerium fiir
Schule und Bildung
des Landes Nordrhein-Westfalen )

M LK Vektorielle Geometrie GTR

[y’
5 Seite 3von 4
5 4

Name:

d) Die erste kreisformige Aussichtsplattform soll durch einen Kreis mit dem Mittelpunkt

Q (-8,5[15]9) modelliert werden, der parallel zur x, x, -Ebene liegt.

Bestimmen Sie den Abstand des Punktes Q von der Ebene Egcp.

(3 Punkte)

Die Besuchertreppe vom Boden zur ersten Plattform wird im ersten Treppenstiick durch
einen Abschnitt der Geraden g modelliert, der in P (16 |-20| —9) beginnt und ins Innere

der Pyramide verlauft. Die Gerade g ist gegeben durch

16 -3
g:X=|-20|+s:| 4], selR.
-9 2

Die Gerade g durchstoRt die Grundflache ABC der Pyramide im Punkt T.

Berechnen Sie die Koordinaten des Punktes T und bestimmen Sie die Lange des Treppen-
stiickes, welches sich bei dieser Modellierung auBBerhalb der Pyramide befindet.

[Hinweis: Ein Nachweis, dass der Punkt T innerhalb der Dreiecksflache ABC liegt, wird
nicht erwartet.]
(5 Punkte)

Es wird angenommen, die Besuchertreppe soll durch eine neue Treppe ersetzt werden.

Die Planungen sehen vor, dass der Steigungswinkel der neuen Treppe gegenlber der
x,x, ~Ebene dabei 30° betragen soll.

In einem ersten Vorschlag wird die neue Treppe ausgehend vom Punkt Q (-8,5|159) auf
der ersten Plattform (vgl. Abbildung 1) als Teil einer Geraden der Schar g, modelliert:

-8,5 -3
g,:X=| 15 |+r 4|, relR,aclR.
9

Bestimmen Sie die Werte von a, so dass eine durch g, modellierte Treppe die Planungen

erfillt.
(5 Punkte)
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Zugelassene Hilfsmittel:

e GTR (Grafikféhiger Taschenrechner)
e Mathematische Formelsammlung
e Worterbuch zur deutschen Rechtschreibung
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Unterlagen fur die Lehrkraft
Beispielaufgabe Abiturprifung 2021
Mathematik, Leistungskurs

Prifungsteil B: Aufgaben mit Hilfsmitteln

1. Aufgabenart /Inhaltsbereich

Aufgabe mit realitdtsnahem Kontext / Vektorielle Geometrie

2. Aufgabenstellung*

siehe Prufungsaufgabe

3. Materialgrundlage
entfallt

4. Bezlge zu den Kernlehrplanen und den Vorgaben 2021

Die Aufgaben weisen vielfaltige Beziige zu Kompetenzbereichen und Inhaltsfeldern des
Kernlehrplans bzw. zu den in den VVorgaben ausgewiesenen Fokussierungen auf. Im Fol-
genden wird auf Beziige von zentraler Bedeutung hingewiesen.

1. [Inhaltsfelder und inhaltliche Schwerpunkte
Analytische Geometrie und Lineare Algebra
e Lineare Gleichungssysteme
e Darstellung und Untersuchung geometrischer Objekte
e Lagebeziehungen und Absténde
e Skalarprodukt

2. Medien/Materialien
o entféllt

5. Zugelassene Hilfsmittel

GTR (Grafikfahiger Taschenrechner)
Mathematische Formelsammlung
Worterbuch zur deutschen Rechtschreibung

5N

Die Aufgabenstellung deckt inhaltlich alle drei Anforderungsbereiche ab.
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6. Modelllbsungen

Die jeweilige Modelllésung stellt eine mdgliche Losung bzw. Lésungsskizze dar.
Der gewdhlte Losungsansatz und -weg der Priflinge muss nicht identisch mit dem
der Modelllésung sein. Sachlich richtige Alternativen werden mit entsprechender
Punktzahl bewertet (Bewertungsbogen: Zeile ,,Sachlich richtige L6sungsalternative
zur Modelllésung*).

Teilaufgabe a)
(1) Die drei Eckpunkte A, B und C besitzen alle die X,-Koordinate Null und liegen somit
in der x, x,—Ebene.

(2)
52 52
AB=| 30| AC=|-30 :‘K@‘:‘Ké‘:\/szusozzeo,o.
0
0
CB =| 60 :‘cﬁ‘:so.
0

Damit ist das Dreieck ABC naherungsweise gleichseitig mit der Kantenldnge 60 [m].

Teilaufgabe b)

-17 0 17
Eeep: X=[30 |+k-|1|+]-] =30 | mit k,I € IR ist eine Parametergleichung der Ebene.
0 0 49
n (0 n\ (17
Die Orthogonalitatsbedingungen (n, |-{1 |=0 und |n, |-| =30 |=0 liefern n,=0
n, ) \0 n, ) (49
49
und 17n, +49n, =0 bzw. n, =—En3.
—49 =17
Esfolgt n=| 0 | alsein Normalenvektor von Egep - Mit n-x=n-| 30 |=833 ergibt
17 0

sich die Koordinatengleichung: E,.,: —49-x +17-X, =833.
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Teilaufgabe c)

—49 0
Der Normalenvektor 7 = 0 | der Ebene Eg., steht senkrecht zum Vektor | 1 |,
17 0

der in Richtung der x,-Achse zeigt.

Somit ist die Aussage richtig, die Ebene Egcp liegt parallel zur X, -Achse.

Teilaufgabe d)

—49
Eoop: —49-X +17-%,=833 mit | 0 [=~2690 .
17

Fir den Abstand d der Ebene zum Punkt Q (-8,5|15|9) gilt:

~49-(-8,5)+17-9-833|
d =| ~5,08
| /2690 | [m]

Teilaufgabe e)

Die Ebene E,q. liegt in der x x, —Ebene.
Daher muss die X,-Koordinate des Punktes T auf der Geraden g Null betragen.

—9+s-2:0<:>s:§:4,5.

Einsetzen von s = 4,5 in die Geradengleichung liefert die Koordinaten des gesuchten
Schnittpunktes:

16 -3
OT=|-20|+45-| 4| = T(25]-2]0).
-9 2

Fur die Lange des gesuchten Treppensticks gilt somit:

13,5
PT|=| 18 |=45-v29~24,23 [m].
9
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Teilaufgabe f)

Der Steigungswinkel der Treppe entspricht dem Winkel zwischen einer Geraden der
Schar ga und der x, x,-Ebene. Es gilt in Abhangigkeit vom Parameter a:

-3)(0

o

0

in(30°) -

SIN %) = =

-3) |[(0) 25+a%-1
0
1

[ 05-y25+a° =|a] =0,25-(25+a’)=a"]
= a=%/2~ £2,89.

d
e
[Da der Winkel einer Geraden zur x,x, -Ebene bestimmt wird und der Parameter a nur in
die X,-Koordinate eingeht, sind offensichtlich beide Lésungen giiltig.]

[Auch ein elementargeometrischer Ansatz ist denkbar, z.B. tan(30°) =
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7. Teilleistungen — Kriterien / Bewertungsbogen zur Prifungsarbeit

Name des Priflings: Kursbezeichnung:

Schule:

Teilaufgabe a)

Anforderungen Losungsqualitat

Der Priifling Jradmal 2 ZK DK

Punktzahl

(1) begriindet, dass die Grundflache ABC in der

X1X2-Ebene liegt. 2

(2) zeigt, dass die Punkte A, B und C ndherungsweise
2 |die Eckpunkte eines gleichseitigen Dreiecks mit der 4
Kantenlange 60 [m] sind.

Sachlich richtige Ldsungsalternative zur Modelllésung: (6)

Summe Teilaufgabe a) 6

Teilaufgabe b)

Anforderungen Ldsungsqualitat
Der Priifling amaxtmal | EK ZK DK
Punktzahl
1 bestimmt rechnerisch eine Gleichung der Ebene E,_, in 4
Koordinatenform.
Sachlich richtige Losungsalternative zur Modelllésung: (4)
Summe Teilaufgabe b) 4
Teilaufgabe c)
Anforderungen Losungsqualitat
Der Priifling amaximal 1 EK ZK DK
Punktzahl
1 beurteilt die Aussage, dass die Ebene E,_, parallel zur 5
Xo-Achse liegt.
Sachlich richtige Lésungsalternative zur Modelllésung: (2)
Summe Teilaufgabe c) 2

2 EK = Erstkorrektur; ZK = Zweitkorrektur; DK = Drittkorrektur
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Teilaufgabe d)

Anforderungen Losungsqualitat
Der Prifling el | EK ZK DK
Punktzahl

bestimmt den Abstand des Punktes Q von der Ebene

Summe Teilaufgabe d) 3

Teilaufgabe e)

Anforderungen Ldsungsqualitat
Der Priifling amaxtmal | EK ZK DK
Punktzahl
1 |[berechnet die Koordinaten des Punktes T. 3
5 bestimmt die L&nge des Treppenstiickes, welches sich 2
auflerhalb der Pyramide befindet.
Sachlich richtige Losungsalternative zur Modelllésung: (5)
Summe Teilaufgabe €) 5
Teilaufgabe f)
Anforderungen Losungsqualitat
Der Prifling amaal | EK ZK DK
Punktzahl
1 |[bestimmt die zugehdrigen Werte von a. 5
Sachlich richtige Losungsalternative zur Modelllésung: (5)
Summe Teilaufgabe f) 5
Summe insgesamt 25
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