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1 Einleitung

Ausgangssituation dieser Facharbeit ist das Fiillen eines Rotationskorpers durch einen zeit-
lich konstanten Zufluss mit Wasser. Bei niherer Betrachtung dieses Vorgangs lisst sich
ein Zusammenhang zwischen Wasserspiegelhohe und verstrichener Zeit erkennen.

Um den Fiillvorgang mathematisch beschreiben, verstehen und modellieren zu kénnen, ist
es das Ziel dieser Facharbeit, Funktionen zu entwickeln, die jeder Wasserspiegelhthe des
Fiillvorgangs eine bestimmte Fiillzeit zuordnen und umgekehrt.

Hinter all den Untersuchungen dieser Arbeit steht eine Kernfrage, die es am Ende fiir
Rotationskorper unterschiedlicher Art zu beantworten gilt:

Wie lange braucht der Wasserspiegel zum Erreichen einer bestimmten Hohe?

Zum Aufbau der Facharbeit:

Die Facharbeit wird im Wesentlichen aus drei Teilen bestehen. Zunéchst werde ich mich
mit den Fiillvorgédngen von Zylinder und Kegel beschéftigen, da sie die Grundlagen fiir
alle weiteren Uberlegungen zu Fiillvorgéngen fiir kompliziertere Rotationskérper bilden.

Im zweiten Teil wird dann auf Grundlage der bis dahin erlangten Erkenntnis ein allgemei-
ner Ansatz zur Herleitung der den Fiillvorgang beschreibenden Funktionen entwickelt, um
Untersuchungen am Fiillvorgang komplizierterer Rotationskorper, die im dritten Teil der
Facharbeit zu finden sind, anstellen zu kénnen.

Im Schlussteil wird eine abschlieBende Reflektion des gesamten Themas zu finden sein.

1.1 Vorwort

Die Mathematik an sich ist oft sehr trocken. Sie ist eine Wissenschaft, die Erkenntnis auf
Basis der Logik, also der absoluten Rationalitdt erlangt. Selten wird zur Erlangung der
Erkenntnis empirisch vorgegangen, was den, der sich mit der Mathematik beschéftigt, oft
nach dem Sinn mathematischer Zusammenhénge fragen lasst.

Auch ich gehore zu den Menschen, die gerne einen Sinn in mathematischer Erkenntnis se-
hen. Der Bezug mathematischer Zusammenhénge auf die Natur, um bestimmte Vorgéinge
zu beschreiben bzw. vorhersagen zu konnen, ist fiir mich die Hauptmotivation in der
Beschiéftigung mit der Mathematik. Aus diesem Grund habe ich mich fiir das Thema die-
ser Facharbeit entschieden, da es in gewisser Weise einen sehr praktischen, naturbezogenen
und physikalischen Hintergrund hat.

Das mathematische Wissen, was ich in der Schule erlangt habe, war fiir manche Untersu-
chungen von Fiillvorgéngen nicht ausreichend genug. Ich wurde bei meinen Forschungen
teilweise vor uniiberwindbare, logische Hindernisse gestellt. Trotzdem denke ich, dass ich
eine schone Bandbreite an Fiillvorgéngen in dieser Facharbeit mathematisch beschrieben
habe.

Ich mo6chte an dieser Stelle noch betonen, dass ich auf die Darstellung umsténdlicher,
aber doch sehr primitiver Rechenschritte in dieser Arbeit verzichtet habe, weil es auf die
logischen Uberlegungen zu den Fiillvorgéingen ankommt und nicht auf einfache Rechen-
schritte.



1.2 Theoretische Grundlagen

Rotationskorper entstehen durch Rotieren eines Funktionsgraphen in einem festgelegten
Intervall um eine Koordinatenachse.

Die Untersuchungen in dieser Arbeit werden sich auf Kérper beschrianken, die durch Ro-
tation dieses Graphen auf dem Intervall [0, H]| um die horizontale Achse (Abszisse) des
entsprechenden Koordinatensystems entstehen. Weil die Rotationskorper zum Fiillen wie-
der senkrecht gestellt werden, ist die Abszisse die Hohenachse des entsprechenden Koérpers.
Die zum rotierenden Graphen zugehorige Funktion wird im weiteren Verlauf dieser Ar-
beit als Profilfunktion r(h) bezeichnet. Sie gibt den Querschnittsflichenradius r an einer
Stelle h des Korpers an, da sich durch Rotation des Graphen um die Abszisse kreisrunde
Querschnittsflichen ergeben. Fiir die Querschnittsfliche Q(h) des Rotationskorpers an ei-
ner Stelle h gilt daher:

Q) =+ (r(n))”

Ein Fiillvorgang benoétigt fiillfihige Korper, weshalb fiir die Profilfunktionen der unter-
suchten Rotationskdrper noch die Einschrinkung zu machen ist, dass sie auf dem besagten
Intervall [0, H] positiv sein miissen.

Die Analysen der Fiillfunktionen werden sich im wesentlichen auf die Geschwindigkeit
des Wasserspiegelanstiegs beschrinken, da sie die interessantere physikalische Grofle ist.
Ich mochte hier nochmal betonen, dass mir der physikalische Hintergrund dieses Themas
wichtig ist und er die Hauptmotivation war, mich mit diesem Thema auseinanderzusetzen.



2 Fiillen von Rotationskorpern

2.1 Theoretische Grundlagen zum Fiillvorgang

Alle betrachteten Fiillvorginge in diesem Kapitel haben die Eigenschaft, dass die Ro-
tationskorper gleichméfig gefiillt werden, d.h. dass der Quotient aus dem Volumen des
eingefiillten Wassers und der verstrichenen Zeit ¢ konstant ist. Das Einfiillvolumen ist
folglich proportional zur Zeit, wobei der Proportionalitdtsfaktor der Fiillgeschwindigkeit
entspricht (diese wird im weiteren Verlauf dieser Arbeit als Zufluss Z bezeichnet).

Fiir das Einfiillvolumen nach einer Zeit ¢ gilt also fiir jeden unserer Rotationskérper die
lineare Funktion: V(t) =2 -t.

Die Fiillvorgénge fiir alle betrachteten Rotationskdrper werden durch sogenannte Fiillhhe-
und Fiillzeitfunktionen beschrieben.

Die Fiillh6hefunktion h(t) stellt die Fiill- bzw. Wasserspiegelhthe h im betrachteten
Korper in Abhéngigkeit zur verstrichenen Zeit ¢ des Fiillvorgangs dar. Die Fiillzeitfunk-
tion t(h) stellt diese beiden Gréflen umgekehrt zueinander in Abhéngigkeit, weshalb sie
der Umkehrfunktion von h(t) entspricht. Es gilt: t(h) = h=1(¢).

Alle Fiillvorgdnge haben unabhingig vom Zufluss Z und der Beschaffenheit des Rotati-
onskorpers bestimmte allgemeine Eigenschaften, welche durch die Fiillfunktionen erfasst
werden miissen:

e Zum Zeitpunkt ¢ = 0 eines Fiillvorgangs kann das Wasser noch keine Hohe erreicht
haben. Die Wasserspiegelhthe ist zu diesem Zeitpunkt Null.

e Ein Rotationskorper kann maximal bis zu seiner eigenen Hohe H mit Wasser gefiillt
werden. Diese Hohe wird nach einer Zeit T erreicht, die der Fiillzeit des gesamten
Korpers entspricht.

Fiir h(t) gelten daher folgende Randbedingungen:
)

h(0) =
WT) = H

Fiir ¢(h) ergeben sich die Randbedingungen wie folgt:

Die Graphen der Fiillfunktionen miissen im Koordinatenursprung beginnen und in einem
bestimmten Punkt im ersten Quadranten des Koordinatensystems enden, da 7' und H
bei einem Fiillvorgang immer positiv sind. Die Fiillfunktionen beschrinken sich also auf
ein bestimmtes Intervall und einen Wertebereich, welche sich aus den Randbedingungen
ableiten.

Im Folgenden werden diese Funktionen fiir Rotationskorper mit unterschiedlichen Eigen-
schaften entwickelt. Zunéchst aber fiir einfache Rotationskérper wie z.B. dem Zylinder,
um logische Grundlagen zu erldutern und spéter iiber einen allgemeinen Ansatz solche fiir
kompliziertere Rotationskérper zu finden.



2.2 Fiillfunktionen fiir den Zylinder

Betrachten wir zunéchst den Fiillvorgang bei einem geraden Zylinder mit der Hohe H und
dem Grundflichenradius R, der auf seiner Grundfléiche steht.

Der Korper entsteht durch Rotieren des Funktionsgraphen von r(h) = R auf dem abge-
schlossenen Intervall [0, H] um die Abzisse des Koordinatensystems.

Das Volumen des Zylinders ergibt sich aus der bekannten ’
Formel: V(h) =7R%-h. R r(h) = R
Weil der Korper auf seiner Grundfliche steht und von
oben durch den konstanten Zufluss Z in der Zeit t bis

zu einer Hohe h mit Wasser gefiillt wird, kann man A in N
dieser Formel in Abhéngigkeit zur Fiillzeit ¢ sehen (Abb. ’ w
2). Fiir das Volumen des in dieser Zeit gefiillten Teils Abb. 1

gelten dann folgende Funktionen:

Vi) = 2 o —

V (h(t)) = 7wR?-h(t) [0, T

Sie beschranken sich auf das Intervall [0, 7], da der "

Zylinder nur ein bestimmtes Volumen an Wasser fassen \_/
kann, welches zum Zeitpunkt T erreicht wird. h(t)
Durch Gleichsetzen dieser Funktionen und Umstellen :
nach h(t) erhilt man sofort die Fiillh6hefunktion des
Zylinders: Abb. 2

thlinder(t) = WLRZ -t [07 T]

Der Graph von h(t) ist eine Ursprungsgerade, die im

Punkt (T; H) endet (Abb. 3). Somit erfiillt die Fill- "
funktion alle notwendigen Randbedingungen aus Kapitel

2.1.

Die Ableitung h/(t) = % gibt die Steigung dieser Ge-
raden an und entspricht der Geschwindigkeit des Was-
serspiegelanstiegs (Hohe pro Zeit). Diese ist bei der Tt
Fiillhohefunktion des Zylinders auf dem gesamten Inter- Abb. 3

vall [0, T'] konstant.

h(t) = ot
() e

Aus R/ (t) geht hervor, dass die Steigung von h(t) neben dem Zufluss Z auch von der Grofe
der Grundfliiche 7R? und deshalb vom Grundflichenradius R des Zylinders abhingig ist.

Untersuchen wir das Verhalten fiir //(¢) fiir R — 0" (Fiir Z gilt allgemein: Z > 0):

lim A'(t) = lim ( Z

—) = >
RO+ RO+ 7rR2)

e Bei unendlich kleiner Grundfliche des Zylinders (was sich aus R — 01 ergibt) ist die
Steigung der Fiillhghefunktion unendlich grof. Der Graph von h(t) wire die y-Achse.

e Je kleiner die Grundfliche des Zylinders, desto schneller steigt das Wasser in ihm.
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Bei konstantem Zufluss Z und einer unendlich groflen Grundfliche des Zylinders, die aus
R — oot resultiert, ergibt sich genau das Gegenteil:

lim A(t) = lim (Z)zo

R—oot R—oot mwR2

e Bei unendlich grofler Grundflache des Zylinders steigt das Wasser in diesem unendlich
langsam an. Der Graph von h(t) wére die x-Achse.

e Je grofler die Grundfliache des Zylinders, desto langsamer steigt das Wasser in ihm.

Ergebnis: Das Wasser steigt in Zylindern mit kleiner Grundfliche schneller an, als in
solchen mit gréflerer Grundfléiche.

Die Fiillzeitfunktion des Zylinders ergibt sich aus der Fiillhchefunktion, da sie ihrer
Umkehrfunktion entspricht:

tZylinder(h) = L§2 -h [Oa H]

Der Intervall auf dem sie definiert ist, ist der Wertebereich von h(t). Mit der Fiillzeitfunk-
tion ¢(h) kann man jeder Wasserspiegelhohe h einen bestimmten Zeitpunkt im Fiillvorgang
zuordnen.

2.3 Fiillfunktionen fiir den Kegel

In vorangegangenen Kapitel 2.2 wurde beim Zylinder der Ansatz verfolgt, das Einfiillvolu-
men des Wassers mit dem Volumen des dreidimensionalen Kérpers, den das Wasser selbst
im befiillten Rotationskorper bildet, gleich zu setzen, um so auf die Fiillfunktionen des
Zylinders zu kommen.

Dieser Gedankengang lasst sich auch beim Kegel anwen-
den, da er ein weiterer Rotationskorper ist, fiir den die
Formel zur Volumenberechnung bekannt ist. Das Volu-
men lésst sich mit Viege = %TFRQ - H berechnen.

r(h)y=&.hn

Weil der Kegel auf seiner Spitze steht, bildet das ein-
gefiillte Wasser im Kegel selbst einen kegelférmigen Was- Abb. 4
serkorper mit der Hohe h, dessen Volumen mit

1
VWasserkegel(h) = g : QKegel(h) -h

berechnet wird. Die Querschnittsfliche Qege; an einer
Hohe h des befiillten Kegels entspricht der Grundfldche
des Wasserkegels bzw. der Wasserspiegeloberfliche. Sie
ist durch die Funktion Qgeger(h) = 7(r(h))? definiert.

Der Zusammenhang r(h) zwischen betrachteter Hohe h

des Kegels und dem Radius r der zugehorigen Quer-

schnittsfliche geht aus der Profilfunktion des Kegels in
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Abb. 4 hervor. Die Steigung der Profilfunktion entspricht dem Quotienten aus dem
Grundflichenradius R und der Hohe H des Kegels. Folglich ist die Profilfunktion des
Kegels durch die Funktion r(h) = £ - h definiert.

Fiir das Volumen des Wasserkegels gilt dann:

VWasserkegel (h) % QKegel (h) - h
= L . axtew)? - h
=} nn
VWasserkegel(h) = % W%Qz - h3 [0, H]

Der Definitionsbereich der Funktion beschrinkt sich auf das Intervall [0, H], weil das
Volumen des Wasserkegels nicht gréfler werden kann als das des Rotationskegels.

Fiir H eingesetzt ergibt sich somit: W asserkegel (H) = %ﬂ'R2 “H = Viegel

Die Fiillfunktionen des Kegels erhilt man nun, indem man den Ansatz aus Kapitel 2.2
weiterverfolgt. Man kann die Hohe A (in der Formel zur Volumenberechnung des Wasserke-
gels) in Abhéngigkeit zur Zeit ¢ des Fiillvorgangs sehen. Fiir das Volumen des eingefiillten
Wassers, abhéingig von der Fiillzeit, gelten dann folgende Funktionen:

VWasser(t) = Z-t [O’ T]
VWasser(h(t)) = % : (h(t))g [07 T]
Der Definitionsbereich der Funktionen ergibt sich aus den Randbedingungen des Fiillvor-

gangs, die in Kapitel 2.1 beschrieben wurden (Zum Zeitpunkt 7" des Fiillvorgangs ist der
befiillte Kérper komplett gefiillt).

Durch Gleichsetzen dieser Funktionen und anschlieBendes Auflésen nach h(t) erhalten wir
die Fiillh6hefunktion des Kegels. Die Fiillzeitfunktion ergibt sich dann aus dem Zu-
sammenhang t(h) = h=1(t).

hit) = {325t [0, T7
th) = 2 .53 [0, H]

’ Die Fiillfunktionen erfiillen alle notwendigen Randbedingungen aus Kapitel 2.1.

Beim Betrachten des Graphen der Fiillhohefunktion

(Abb. 6) fillt auf, dass das Wasser zu Beginn des
Fiillvorgangs sehr schnell und dann mit fortschreitender H
Zeit immer langsamer ansteigt (der Graph ist rechtsge-
kriimmt). Untersuchen wir die Steigung des Graphen in

der Umgebung vom Nullpunkt mit ¢ — 0 in A/(¢) :

2
h(t) = *?/73552 -t

W) = DGR
lim A(t) = oo 0 e

t—0t
Abb. 6



Das Wasser steigt demnach zu Beginn des Fiillvorgangs unendlich schnell an. Betrach-
tet man die Grofle der Querschnittsfliche in diesem Bereich, welche man mit Q(r(n)) =
7 - r(h(t))? berechnet, so ist diese unendlich klein.

Mit zunehmender Zeit wird Q(r(r(»)) grofer und h'(t) kleiner. Es scheint also einen Zu-
sammenhang zwischen der Querschnittsfliche an einer Stelle ¢y und der Steigung h/(tg) zu
geben.

Dieser Gedankengang fithrt uns zum allgemeinen Ansatz zum Herleiten der Fiillfunktionen
fiir Rotationskorper.

2.4 Allgemeiner Ansatz zur Herleitung der Fiillfunktionen von Ro-
tationskorpern iiber Differentialgleichungen

Bisher war die Grundlage zur Herleitung der Fiillfunktionen fiir Zylinder und Kegel die
Kenntnis der Formeln zur Volumenberechnung dieser Korper. Fiir kompliziertere Rota-
tionskorper, deren Volumen wir nicht ohne weiteres berechnen kénnen, wird ein alterna-
tiver Ansatz zur Herleitung der Fiillfunktionen bendtigt.

Beim Kegel wurde ein Zusammenhang zwischen der Steigung der Fiillhohefunktion an
einer Stelle ¢ und der Querschnittsfliche Q(r(n1)) des Rotationskérpers an dieser Stelle
festgestellt.

In Kapitel 2.1 wurde dieser Zusammenhang beim Zylinder erklirt und hergeleitet. Die
Geschwindigkeit mit der das Wasser in ihm steigt, berechnet sich aus der ersten Ableitung
h'(t) der Fiillhohefunktion des Zylinders:

_  Z
W) = @
Bei bekanntem Radius eines Zylinders kann man die entsprechende Steigung der Fiillhohe-
funktion berechnen bzw. angeben, mit welcher Geschwindigkeit das Wasser im Zylinder
steigt. Bei einem Zylinder ist diese ndmlich nur abhéngig vom Zufluss Z und dem Grund-
fldchenradius R des Zylinders.

Fiir das Problem der Herleitung der Fiillfunktionen fiir Rotationskorper ist dieser Zusam-
menhang von fundamentaler Bedeutung.

Man kann bei bekanntem Zufluss Z eines Fiillvorgangs die Geschwindigkeit berechnen, mit
welcher der Wasserspiegel in einem Rotationskoérper an einer Hohe h steigt. Dazu stellt
man sich an dieser Stelle einen Zylinder vor, dessen Grundflichenradius genauso grof ist,
wie der Querschnittsflichenradius an dieser Stelle. Wenn das Wasser mit der selben Ge-
schwindigkeit Z in den Zylinder gefiillt wird, wie in den Rotationskérper an dieser Hohe
h, muss das Wasser im fiktiven Zylinder mit der selben Geschwindigkeit steigen, wie im
Rotationskorper an der betrachteten Hohe.

Mit der Funktion

W) = Z-(rew)

kann fiir jeden Zeitpunkt ¢ bzw. fiir jede Hohe h(t) die Steigung der Fiillhohefunktion
des entsprechenden Rotationsktrpers berechnet werden. Eine Stammfunktion dieser
Differentialgleichung (DGL) ist die gesuchte Fiillhohefunktion.



Ausfiihrlicher Beweis:

Die vorweg formulierte Theorie zur Berechnung der Geschwindigkeit, mit der das Wasser
an einer Stelle h(t) in einem Rotationskorper steigt, wird im folgenden Abschnitt ausfiihr-
lich bewiesen.

Betrachten wir den Fiillvorgang eines Rotationskorpers, dessen Profilfunktion zur Verein-
fachung im Intervall [0, H] stetig und an jeder Stelle h differenzierbar ist.

Wenn der Korper durch den Zufluss Z mit Wasser gefiillt wird, betrigt das Einfiillvolumen
im Zeitintervall [t, t + At] :

AV = Z-At.

Der Volumenzuwachs AV des Wassers lidsst den Wasserspiegel im Rotationskorper in der
Zeit At von der Hohe h auf die Hohe h + Ah steigen. Deshalb entspricht das Einfiillvolu-
men dem Volumen des Rotationskorpers im Intervall [h, h + Ah] .

Dieses Volumen kann, wie in der Frontansicht des Fiillvorgangs zu sehen ist (Abb. 7),
durch das Volumen eines Zylinders mit dem Grundflichenradius r(h) und der Héhe Ah
approximiert werden.

Ah

h+ Ah

Abb. 7

Der kontinuierliche Hohenzuwachs des Wasserspiegels wird durch einen sprunghaften ap-
proximiert, weil die Querschnittsfliche des Rotationskorpers Q(r(h)) auf dem Intervall
[h, h+ Ah] als konstant angesehen wird (dieses Vorgehen bezeichnet man als Diskretisie-
rung). Tatséchlich veréndert sich aber die Querschnittsfliche, wenn die Profilfunktion des
Korpers auf diesem Intervall nicht konstant ist.

Die Approximation des Fiillvorgangs durch den sprunghaft ablaufenden beinhaltet deshalb
in den meisten Fillen einen Naherungsfehler, der jedoch beliebig klein gemacht werden
kann, wenn das betrachtete Zeitintervall des Fiillvorgangs immer kleiner wird.

Léasst man At gegen Null streben, so strebt auch der Hohenzuwachs Ah des Wasserspiegels
gegen Null, so dass sich die Querschnittsfliiche auf dem Intervall [k, h+ Ah| nur unwesent-
lich &ndert und das Volumen des Zylinders dem des Rotationskorpers in diesem Intervall
entspricht.



Fiir den Volumenzuwachs AV in einer Zeit At gelten daher folgende Funktionen:

AV = Z-At
2
AV =~ w-(r(h) - AR

Durch Gleichsetzen der beiden Ausdriicke fiir AV und umstellen nach Ah erhalten wir
folgende Differenzengleichung;:

Ah =

AN

(rw)

Der Niaherungsfehler wird nun unendlich klein, wenn beide Seiten der Funktion durch At
dividiert und der Differenzenquotienten % durch % bzw. der Ableitung h'(t) approxi-
miert wird.

Dies entspricht der Vorstellung, At gegen Null streben zu lassen;! Die anfiingliche Diskre-
tisierung des kontinuierlich ablaufenden Hohenzuwachses des Wasserspiegels wird durch

diesen Schritt wieder aufgehoben.

&~ Z(rw)
o= 2 ()"

Man erhélt die bekannte DGL aus der im Vorfeld formulierten Theorie, die jetzt ausfiihr-
lich bewiesen ist:

-2

N

Wty = Z-(r(w))

Die linke Seite der DGL ist die Ableitung der Fiillhohefunktion des entsprechenden Rota-
tionskorpers (mit der Profilfunktion r(r)).

Sie gibt fiir jede Hohe h des befiillten Rotationskorpers die Geschwindigkeit an, mit der
das Wasser an dieser Stelle steigt (Hohe pro Zeit %).

Bei einem Fiillvorgang ist die betrachtete Hohe des Wasserspiegels abhéingig von der Fiill-
zeit t. Deshalb ist h in der DGL bzw. in der Profilfunktion des Koérpers in Abhéingigkeit

von t zu sehen.

Eine Stammfunktion dieser DGL, die durch Integrieren ermittelt wird, ist die gesuchte
Fiillhhefunktion des Korpers. Die auftretende Integrationskonstante C' geht aus dem An-
fangswert des Fiillvorgangs h(0) = 0 hervor (Kapitel 2.1).

Als Ergebnis sei hiermit die folgende Formel zur Berechnung der Fiillhohefunktion eines
Rotationskorpers festzuhalten:

http:/ /www.wiwi.uni-frankfurt.de/Professoren /ohse/Fernuni/0054/12Integralrechnung. pdf
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Die Fiillzeitfunktion:
Die Fiillzeitfunktion eines Rotationskorpers kann ebenfalls {iber eine DGL hergeleitet wer-
den:

Zunachst werden wieder die beiden Ausdriicke fiir den Volumenzuwachs AV des Fiillvor-
gangs in der Zeit At gleichgesetzt und dann nach At umgestellt:

AV = Z-At
2
AV~ 7 (r(h) - Ak

%

At

Q

N2

(rw)”-an

Die Gleichung wird durch Ah dividiert und der Differenzenquotient ﬁ—}fb wieder durch %
bzw. der Ableitung ¢'(h) approximiert. Man erhélt:

()’

Durch Integration der DGL erhélt man eine Stammfunktion, welche die Fiillzeitfunktion
des entsprechenden Korpers ist. Die Integrationskonstante C' ergibt sich aus der Anfangs-
bedingung ¢(0) = 0 (Kapitel 2.1).

#(h) =

NE

2.5 Fiullfunktionen des Paraboloids

Ein Paraboloid entsteht, wie der Name vermuten lisst,
durch Rotation einer Parabel um die y-Achse.

Fiir den Fiillvorgang entsteht der selbe Korper, durch
Rotation einer Wurzelfunktion auf dem Intervall [0, H]
um die x-Achse (Abb. 8). Es spielt keine Rolle, ob der
Korper durch Rotation einer Parabel oder einer Wur-
zelfunktion (um die entsprechende Koordinatenachse)
entsteht, weil er nach der Rotation zum Fiillen wieder
senkrecht gestellt wird (Abb. 9).

Das Profil des Paraboloids wird durch die Funktion
r(h) = k-vh beschrieben. Der Kérper hat an der Stelle
H einen Querschnittsflichenradius R (an dieser Stelle
befindet sich die Offnung des Korpers).

Die Profilfunktion muss diesen Zusammenhang wieder-
geben, weshalb sich die Konstante k£ aus dem Quotienten =
\/—Rﬁ zusammensetzt.

Abb. 9
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Um auf die Fiillhohefunktion des Paraboloids zu kommen, setzt man zunéchst die Profil-
funktion des Korpers in die DGL aus Kapitel 2.4 ein:

W) = £ (Lo viw)

= 2 ()

Wie zu erkennen ist, ist die DGL fiir h(t) = 0 nicht definiert. Um nun auf die gesuchte
Fiillhohefunktion A(t) zu kommen, muss die Stammfunktion von h'(¢) gebildet werden.
Dies ist in diesem Fall aber nicht ohne weiteres moglich, da durch einfaches Integrieren die
Stammfunktion h(t) selbst auf der rechten Seite der Gleichung integriert werden muss. Um
dieses Problem zu umgehen, wendet man das Prinzip der Variablentrennung an, um die
DGL zu integrieren. Man fasst h'(¢) und h(t) als zusammengehorig auf und bringt beide
Ausdriicke auf eine Seite der Gleichung, wobei weiterhin die Bedingung h(t) # 0 gilt:

ZH

WO)-ht) = o

Jetzt konnen fiir beide Seiten der Gleichung die Stammfunktionen gebildet werden.

B'(t)-h(t)dt = ﬁdt
/ /7TR2
1

Fiir die linke Seite ergibt sich als Stammfunktion Q(h(t))2, weil dieser Term nach der Ket-
tenregel abgeleitet wieder h'(t) - h(t) ist.

Die Menge aller Stammfunktionen fiir die rechte Seite der Gleichung werden durch die
Integrationskonstante C' ausgedriickt, die jeden beliebigen reellen Wert annehmen kann.?
Nach Bilden der Stammfunktionen erhélt man folgende Gleichung:

2 ZH
2ZH

Fiir C ergibt sich ein Wert von 0, weil die Anfangsbedingung des betrachteten Fiillvor-
gangs h(0) = 0 ist. Die endgiiltige Fiillh6hefunktion fiir das Paraboloid ist daher:

2/H

Die Fiillzeitfunktion des Paraboloids ergibt sich wieder aus dem Zusammenhang

t(h) = h=1(t):

TR?
t(h) = 2ZH-h2 [0, HJ

Die Definitionsbereiche der Fiillfunktionen ergeben sich aus den Randbedingungen des
Fiillvorgangs (Kapitel 2.1).

http://wanda.fh-aargau.ch/i/ia01lehm /analysis/Integralrechnung.pdf
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2.6 Der Fiillvorgang bei einem Silo

Der Fiillvorgang eines Silos ist interessant, weil der Funktionsgraph der Profilfunktion an
der Stelle h = %H einen Knick hat (Abb. 10). Sie ist an dieser Stelle nicht differenzierbar.
Was fiir Auswirkungen hat dieser Knick auf die Fiillh6hefunktion?

Das Silo hat eine Héhe H und einen Querschnittsflichenradius R an dieser Stelle. Es hat
einen geraden zylinderférmigen Korper, der im unteren Teil spitz zulduft. Der Rotati-
onskorper hat deshalb im unteren Drittel der Gesamthohe einen kegelférmigen Teil.

Fiir die Profilfunktion miissen daher fiir die Variable h Fallunterscheidungen® getroffen
werden.

, T
N
R
| L— |
) N A
0 v HQ A ) h(t) — 2 H
h(t)
3R p 0. Ly iy
R (L1H, H] :
R r(h)
Abb. 10 Abb. 11

Auf dem abgeschlossenen Intervall [0, %H | ist die Profilfunktion linear (die Steigung ergibt
sich aus Abb. 10). Im halboffenen Intervall (3H, H] ist sie konstant.

Die Fallunterscheidungen fiir die Variable h bei der Profilfunktion erzwingen auch eine
Fallunterscheidung fiir die entsprechenden Variablen bei den Fiillfunktionen, weil sich fiir
das Kegel- und das Zylinderstiick des Silos unterschiedliche Terme zur Berechnung der
Fiillzeit bzw. der Fiillhéhe ergeben.

Es ist sinnvoll, zunéchst die Fiillzeitfunktion des Silos zu ermitteln, da zur Zeit nur die
Fallunterscheidungen fiir die betrachtete Hohe h des Korpers vorliegen (diese ergeben sich
aus der Profilfunktion). Fiir die Fiillhohefunktion ergeben sich auch bestimmte Intervalle
fiir ¢, in denen unterschiedliche Terme zur Berechnung der Fiillhohe gelten.

Um die Herleitung zu vereinfachen, teilen wir die zwei Abschnitte des Silos in ein Kegel-
und ein Zylinderstiick auf (siche Abb. 10 und 11) und berechnen zunéchst die Fiillzeit-
funktion fiir das Kegelstiick des Silos: t}(h). Dazu wird der im Intervall [0, H] giiltige
Term der Profilfunktion in die DGL zur Berechnung der Fiillzeitfunktion eines Rotations-
korpers (Kapitel 2.4) eingesetzt:

2
wn = 5 (80
o 97TR2 -h2
ZH?

Durch Integrieren dieser DGL erhélt man die Fiillzeitfunktion fiir das Kegelstiick des Silos,
welche die Anfangsbedingung ¢(0) = 0 erfiillt:

3mR?
Shttp://www.mathe-online.at /mathint/funl /i.html
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Sie gibt uns die Zeit an, die verstreichen muss, damit der Wasserspiegel eine Hohe h er-
reicht. Sie ist nur fiir WasserspiegelhGhen im Bereich des Kegelstiicks definiert, was sich
aus dem Definitionsbereich des eingesetzten Terms fiir die Profilfunktion ergibt.

Fiir Wasserspiegelhohen oberhalb der Hohe %H , also dem Zylinderstiick des Silos, gilt ei-
ne anderer Funktion ¢,(h) zur Berechnung der Fiillzeit. Sie ldsst sich aus der allgemeinen
Fillzeitfunktion eines Zylinders aus Kapitel 2.2 herleiten, da oberhalb der besagten Hohe
das Silo zylinderférmig ist.

7 R?
tZylinder(h) = 7 : hzyl [Ov H]

Die Variable h,,; ist der Abstand der Wasserspiegelhdhe zum Zylinderboden. Allgemein
steht die Variable h in Fiillzeitfunktionen fiir den Abstand zwischen Wasserspiegelhche und
Korperboden. Weil das Zylinderstiick des Silos erst in einer Hohe von h = %H beginnt,
muss von der eingesetzten Wasserspiegelhthe h der Wert %H subtrahiert werden, um auf
den Abstand h,; zwischen der Wasserspiegelhthe und dem Boden des Zylinderstiicks zu
kommen (Abb. 11). Daher gilt die Beziehung h,,; = h — %H , was in die obige Funktion
einzusetzen ist.

Dem Fiillvorgang des Zylinderstiicks geht der Fiillvorgang des Kegelstiicks voraus. Demzu-
folge muss tzyiinder (h) noch der Term tk(%H ) addiert werden, um auf die Fiillzeitfunktion
des Zylinderstiicks des Silos zu kommen. Fiir Wasserspiegelhohen im Silo grofler als %H
gilt daher:

T 2
L) = T8 (- SH) 4 (G H) (LH, H)

Fiir die Fiillzeitfunktion des Silos ergibt sich letztendlich nach Einsetzen von ty(5H)
und Zusammenfiihren von ¢,(h) und t;(h) Folgendes:

37TR2 3
tSilo(h) = R2 9
T 1
— = §H> (LH, H]

Fiir die Fiillhohefunktion des Silos gilt die Bezichung ¢} (h) = hgio(t). Sie entspricht
der Umkehrfunktion der Fiillzeitfunktion:

5| ZH? N
-t [0, t(zH) ]
2 ’ 3
hsiio(t) = Z?WTR )
. t+-H im), T
ity (t(3H), T

Der Definitionsbereich der Fiillhhefunktion ergibt sich aus dem Wertebereich der Fiill-
zeitfunktion.
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Durch Einsetzen von %H in die Fiillzeitfunktion ergibt sich der genaue Zgitpunkt t, an
dem das Wasser an der Knickstelle der Profilfunktion, bzw. dem abrupten Ubergang vom
Kegelstiick zum Zylinderstiick, angelangt ist. Dies ist die Nahtstelle ¢ zwischen den bei-
den Teilbereichen, auf denen h(t) definiert ist.

TR2H

tn = t(3H) = 07

Interessant ist das Verhalten der Fiillhohefunktion an dieser Stelle.

Betrachtet man den Graphen von h(t) (Abb. 12) im Punkt P( ¢(3H), 3$H), scheint der
Graph des Funktionsterms der Fiillhohefunktion fiir das halboffene Intervall ( t(%H ), T
den Graphen des Funktionsterms fiir den geschlossenen Intervall [0, ¢(5H) ] tangential zu
verldngern.

Die Fiillhohefunktion muss daher an jeder Stelle ¢ differenzierbar sein.

h
H
%H— ...................
0 tsuol(%H) T ¢
ZH?
\ t [0, t(3H)]
hsiio(t) = 3mR?
z 2 )
771—R2 t+§H (t(EH)7 T]
Abb. 12

Weil die Fiillhohefunktion abschnittsweise definiert ist, muss die Differenzierbarkeit an
der Nahtstelle ¢ gepriift werden. Wenn der Grenzwert von h'(t) links der Nahtstelle ¢
dem Grenzwert von h'(t) rechts der Nahtstelle entspricht, ist die Fiillhghefunktion an der
besagten Stelle differenzierbar.

Unterscheiden sich die Grenzwerte, ist die Funktion an dieser Stelle nicht differenzierbar,
weil keine eindeutige Steigung vorliegt. Die Steigung der Tangente wiirde sich in diesem
Punkt sprunghaft éndern. 4

Zunéchst muss die Ableitung der Fiillhéhefunktion gebildet werden, um mit ihr die Stei-
gung zu berechnen:

ZH?* ZH? ~-2 1
: o (G 1) (0. 1GH)
Sito(t) = P

) (t(5H), T]

“http:/ /www.strobl-f.de/grund117.pdf
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Wie zu erkennen ist, ist die Steigung der Fiillhohefunktion im Intervall ( t(%H ), T kon-
stant.

Betrachten wir nun die Grenzwerte der Steigung von h(t) links der Nahtstelle (mit ¢y —0)
und rechts der Nahtstelle (mit ¢y + 0):

ZH* (ZH?* -3
. / _ . . . 3
tlif?_o W) = t—!}tgl—o 97 R2 (37rR2 t>
_ Z
- 7R2?
A
. ! _
tJ%§n+0 ) = TR?

Der Grenzwert der Steigung links der Nahtstelle ¢y entspricht der Steigung rechts der
Nahtstelle. Die Fiillhohefunktion ist daher an dieser und jeder anderen Stelle ¢ mit Aus-
nahme fiir ¢ = 0 differenzierbar (Dies ist die Begriindung fiir die im Vorfeld definierten
Intervalle fiir 1/(t)).

Die Vermutung der tangentialen Verlangerung ist ebenfalls bestétigt, da die Steigung von
h(t) rechts der Nahtstelle der Steigung von h(t) in der Nahtstelle entspricht.

Beim Betrachten der Profilfunktion ldsst sich diese Beobachtung wieder durch den An-
satz aus Kapitel 2.4 erkldren. Die Geschwindigkeit mit der das Wasser an einer Stelle
h(t) im Korper steigt, hingt vom Querschnittsflichenradius r(h(t)) ab, weil der Ansatz zur
Berechnung von A/(t) auf einem Zylinder mit unendlich kleiner Héhe beruht, in dem das
Wasser mit der selben Geschwindigkeit steigt, wie im Rotationskérper an der betrachteten
Stelle. Der Querschnittsflichenradius bei r(%H ) entspricht dem Querschnittsflichenradius
fiir den Intervall ($H, H].

2.7 Der Fiillvorgang bei einem Koérper mit unstetiger Profilfunktion

Wie in den Kapiteln zuvor schon festgehalten wurde, ist die Steigung der Fiillhchefunktion
abhingig von der Querschnittsfliche bzw. dem Querschnittsflichenradius der Profilfunk-
tion an der betrachteten Stelle ¢ des Fiillvorgangs.

Bei einem Koérper mit unstetiger Profilfunktion, also einer sprunghaften Anderung des
Querschnittsflichenradius an einer bestimmten Stelle h, muss sich die Steigung der Fiill-
hohefunktion nach der aufgestellten Theorie, die in Kapitel 2.4 bewiesen wurde, auch
sprunghaft d&ndern.

Betrachten wir dazu den Korper in Abb. 14 und seine Profilfunktion (k) in Abb. 13.

T

2R

[N

2R . R
Abb. 13 Abb. 14
15



Die Profilfunktion des Korpers ist an der Stelle h = %H unstetig. Die Funktion ist in
diesem Punkt daher nicht differenzierbar.

Die Fiillfunktionen fiir den Korper ergeben sich auf gleiche Weise wie schon beim Silo im
Kapitel zuvor. Die Herleitung wird hier nicht nochmal aufgefiihrt.

Fiir die Fiillzeitfunktion dieses Korpers ergibt sich daher:

167 R? 3

[0, $H]
37 H? 2
) = R? 1
m 1
— (n+ 6H) (1H, H]

Die Fiillh6hefunktion dieses Korpers lautet wie folgt:

2
=1 | Tomrp 0, «3H)

i-t+gH (t(3H), T

Die Fiillhohefunktion ist abschnittsweise definiert und hat als Nahtstelle ¢t zwischen den
zwei Intervallen, fiir die sie durch unterschiedliche Terme definiert ist, die Stelle:

2mR2H
37

Zum Zeitpunkt ¢y befindet sich der Wasserspiegel genau bei der Hohe %H , an der die Pro-
filfunktion unstetig ist.

Um die Vermutung der sprunghaften Anderung der Steigung des Fiillhchegraphen an
der Stelle ¢y zu bestitigen, miissen wieder die Grenzwerte der Steigung links von ¢y (mit
tny—0) und rechts von ¢ (mit ¢y +0) berechnet werden. Dazu muss zunéchst die Ableitung
der Fiillhohefunktion gebildet werden, welche die Steigung des Fiillhchegraphen an einer
Stelle ¢ angibt:

ZH? ,3ZH? -2 :
Z
TR2 (t(3H), T']

Uberpriifen wir nun die Differenzierbarkeit mit dem bekannten Verfahren aus Kapitel 2.6:

Z H? 3ZH? -2
/ _ . X . 3
tlif?_o W) = t—!}tgl—o 167 R? (167TR2 )
_ Z
47 R2
A
/ _
tﬁlgﬂro ht) = 7 R2

Die Grenzwerte bei ¢y sind unterschiedlich, was bedeutet, dass die Fiillh6hefunktion
an der Nahtstelle ¢ nicht differenzierbar ist. Es kann keine eindeutige Steigung an
dieser Stelle zugeordnet werden, da sich die Steigung der Tangente sprunghaft dndert.

16



3 Hr
0 t(%lH) T t
3| 3ZH> t [0, t(:H))
h(t) = 16mR? T2
i-t-&-gH (t(1H), T
TR2 9 2 ’
Abb. 15

Der Graph der Fiillhshefunktion zeigt ebenfalls, dass die Funktion an der Stelle ¢(1H)
nicht differenzierbar ist. Der Graph hat an dieser Stelle einen Knick.
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3 Schlusswort

Es wurden fiir verschiedene Rotationskorper die Fiillfunktionen entwickelt und auf ihre
Eigenschaften hin untersucht. Mit der Methode aus Kapitel 2.4 kann man fiir jeden Ro-
tationskorper, wenn man den Querschnittsflichenradius r an der Stelle h kennt, die Ge-
schwindigkeit angeben, mit der das Wasser an dieser Stelle steigt.

Allgemein muss fiir alle Fiillhohefunktionen gelten, dass sie auf dem Intervall (0, 7") mo-
noton steigend sind, weil mit fortschreitender Zeit das Wasser im betrachteten Kérper im-
mer hoher steigt. Es hort auf dem Intervall niemals auf zu steigen. Allgemein gilt deshalb,
unabhéngig von der Beschaffenheit des befiillten Korpers, fiir die Steigung der Fiillhohe-
funktion:

R(t) > 0
Diese Feststellung ergibt sich ebenfalls aus der Definition fiir die Steigung des Fiillhohe-
graphen an einer Stelle ¢, weil der Quotient aus Zufluss Z und Querschnittsfliche Q(r(n()))
immer positiv ist.
Das Thema der Facharbeit umfasst eine grofle Bandbreite an moglichen Kérpern, deren

Fiillvorgénge untersucht werden konnten. Ich denke, ich habe sinnvolle Beispiele gewéhlt,
um dem Leser dieser Facharbeit einen Einblick in das Thema zu verschaffen.

3.1 Quellenangaben

Kopien vom Fachlehrer

Internetseiten, siehe Fufinoten
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A Rechenbeispiele

Um den praktischen Hintergrund des Facharbeitthemas zu verdeutlichen, werden in diesem
Kapitel Beispielrechnungen zum Fiillvorgang von Zylinder und Paraboloid angestellt.

A.1 Zylinder

FEin Zylinder mit dem Grundflichenradius R = 8 cm und der Héhe H = 30 ¢m wird mit
Wasser gefiillt. Nach 45 s ist der Zylinder bis zum Rand mit Wasser gefiillt.
Wie gro8 ist der Zufluss Z des Fiillvorgangs?

gegeben : R = 8cm
H = 30cm
T = 45s
gesucht : Z
thlinder (t) = WLRQ -t
Z = % - R?
_ 30782  cme-cm?
- 45 s
Z ~ 1,34m3s!

Der Zylinder wurde mit einem Zufluss Z = 1,34 m3s~! gefiillt.

A.2 Paraboloid

Ein iiberdimensionales Sektglas mit der Form eines Paraboloids und dem Offnungsradius
R = 3 m, sowie der Kérperhthe H = 10 m, wird fiir einen Werbespot mit Sekt gefiillt.
Eine Pumpe fiillt das Glas mit einem Zufluss Z von %m?’s*l. Der Regisseur méchte das
Glas bis zur Héhe h = 8 m mit Sekt gefiillt haben. Wieviel Zeit vergeht, bis das Glas bis

zu dieser Hohe gefiillt ist?

gegeben : R 3m
H = 10m
Z = % m3s~!
h = 8m
gesucht : t
T R?
tPaTaboloid(h) - 27 H : h2
o 32‘2 2. c.m2
¢(8) = 558 mEn
t(8) ~ 180,96 s

Nach einer Fiillzeit ¢ = 180,96 s ist das Sektglas bis zur gewiinschten Hohe h gefiillt.
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B Versicherung iiber die selbststindige Anfertigung
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