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1 Einleitung

1.1 Aufgabenstellung

Diese Facharbeit beschéftigt sich mit dem Thema Parallelkurven. Die Aufgabenstellung
beinhaltet, dass ein schon geformter Korper (wie zum Beispiel eine Glocke) modelliert
werden soll. Anhand dieses Korpers soll die innere Querschnittskurve als Parallelkurve
bestimmt werden. Weitere Berechnungen sind méglich, jedoch nicht direkt vorgegeben.

Ganz zu Beginn der Arbeit interessierte ich mich natiirlich dafiir, ob es fiir mein Fachar-
beitsthema auch praktische Anwendungsmoglichkeiten gibt. Dabei fand ich einige Inter-
netseiten, die erlduterten, dass Parallelkurven beispielsweise in der Industrie Anwendung
finden. Dort werden sie zur Frasbahnberechnung und somit fiir die Steuerung von Friasma-
schinen benutzt.

Daraufthin habe ich mich mit den Begriffen ,Parallelkurve“ und - im Rahmen der Auf-
gabenstellung - ,,Glocke“ auseinandergesetzt. Dabei bin ich auf eine nahezu unendliche
Vielfalt von verschiedenen Glockenformen gestofien, so dass das erste Problem darin be-
stand, eine formschone und gleichzeitig mathematisch darstellbare Glocke auszuwéhlen.

Der néchste Schritt bestand darin, die von mir ausgewéhlte Glocke mittels einer mathema-
tischen Funktion darzustellen. Aufgrund der verschiedenen Kriterien, die mir die Glocke
als Form vorgab (z.B. dass die Funktion an der y-Achse gespiegelt sein und bei x = 0
ein lokales Maximum haben muss), entwickelte ich mit Hilfe von Maple und Excel einige
Funktionen und entschied mich dann fiir diejenige, die der von mir gewahlten Glocke am
dhnlichsten sah.

Anhand dieser Glocke bestimmte ich dann sowohl eine spezielle (fiir die Glocke) als auch
eine allgemeine (fiir beliebige Funktionen f(z)) Formel zur Berechnung der Parallelkurven.
In einem weiteren Schritt bestimmte ich zusétzlich den Fliacheninhalt der Glocke. Bei den
Herleitungen und Berechnungen halfen mir die Materialien von meinem Fachlehrer, die
Formelsammlung und das Internet (vor allem die Mathematikseite meines Fachlehrers).
Zur Berechnung benutzte ich das Computerprogramm ,,Maple®“.



1.2 Historisches - eine kleine Biographie zu Leibniz

Als Entdecker der Parallelkurven gilt Gottfried Wilhelm Leibniz. Er beschéftigte sich erst-
mals in den Jahren 1692-1694 mit parallelen Kurven!. Dabei stiitzte er sich auf Huygens
Studien der Evolvente? (1693).

Auf Grund der Tatsache, dass Leibniz der erste Mathematiker war, der sich mit Parallel-
kurven beschiiftigte, fasse ich hier kurz die wichtigsten Stellen seiner Biographie zusammen.

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)% war ein Universalgenie der Neuzeit. Er war zu-
gleich Wissenschaftler, Mathematiker und Physiker, aber auch Philosoph, Diplomat, Hi-
storiker, Bibliothekar und Jurist.

Am 1. Juli 1646 wird Leibniz in Leipzig als Sohn eines Rechtsanwaltes und Philosophie-
professors geboren. Bereits als Kind ist Leibniz auflerordentlich begabt, so bringt er sich
beispielsweise bereits im Alter von acht Jahren selbststdndig die lateinische Sprache bei
und entwickelt mit zwolf Jahren die Anféinge einer mathematischen Zeichensprache.

1661 beginnt Leibniz sein Studium, wobei er sich zuerst auf die philosophischen Wissen-
schaften konzentriert. Im Verlauf des Studiums wird sein Interesse an der Mathematik
weiter gestidrkt. Nachdem er zweimal die Universitéit gewechselt hat, schlieft Leibniz sein
Studium der Rechtswissenschaften schliellich erfolgreich mit dem Doktortitel ab.

Eines seiner bedeutsamsten Werke, eine Rechenmaschine, die sowohl die vier Grundrechen-
arten beherrscht als auch die Quadratwurzel ziehen kann, vollendet Leibniz im Jahr 1673.
Zwei Jahre spéter entdeckt er die Grundlagen der Differentialrechnung. Von ihm stammen
die gebréuchlichen Zeichen der Differentialrechnung, wie das Integralzeichen [. Diese No-
tationsweise wird , Leibnizsches Zeichensystem*“ genannt und findet in dieser Facharbeit
in (4) Verwendung.

Weiterhin entwickelte Leibniz auch das Bin#rsystem, welches nur die Ziffern 0 und 1 ver-
wendet. Dieses System ist fiir die moderne Computertechnik von elementarer Bedeutung,
da somit nur zwei Schaltzustdnde benotigt werden - ein (1) und aus (0).

"http://www.xahlee.org/SpecialPlaneCurves_dir/Parallel_dir/parallel.html
?siehe Anhang
3Vgl. http://de.wikipedia.org/wiki/Leibniz
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2 Definitionen

2.1 Glocke

Eine Glocke ist ein nach unten hin gedffneter gefiBartiger Metallgegenstand,
der durch Schlagen mit einem Kloppel, der meist von innen befestigt ist, zum
Klingen gebracht wird®.

Als Ursprungsland der Glocke gilt das Land China?. Nachweisbar existieren Glocken dort
bereits seit mindestens 4000 Jahren. Im frithen Asien wurde die Glocke fiir unterschied-
lichste Zwecke benutzt: Als MaBeinheit, als Musikinstrument, als Signalgeber, ...

Irische Moénche verbreiteten die Glocken im 5. und 6. Jahrhundert n. Chr. schlielich
auch in Europa3. Die Glocke prigte im Mittelalter das Leben der einfacheren Bevolke-
rung, Glocken lauteten zur Essenszeit, zur Zeit der Viehfiitterung und zu vielen anderen
Anlissen.

2.2  Parallelkurve

Um den Begriff der Parallelkurven zu definieren, mochte ich zuerst die beiden Bestandteile
des Wortes erldautern: Parallel und Kurve.

Parallelitéit (v. griech.: pard = entlang, neben + allélon = einander) bedeutet,
dass etwas rdumlich oder zeitlich neben etwas anderem verlduft [...] 4

Als Kurve wird in diesem Fall eine beliebige mathematische Funktion f(x) bezeichnet.

Two curves are parallel if every normal to one curve is a normal to the other
curve and the distance between where the normals cut the two curves is a
constant.®

Im mathematischen Sinn kann Parallelitit bedeuten (im Fall des rdumlichen Verlaufs
im kartesischen Koordinatensystem), dass zwei Kurven nebeneinander verlaufen. Das ist
dadurch definiert, dass die Normalen der Ausgangsfunktion gleichzeitig auch die Normalen
der Parallelkurve sind und dass zusétzlich der Abstand zwischen den beiden Punkten, an
denen diese Normalen die Parallelkurve schneiden, stets konstant ist.

Erwihnenswert ist weiterhin, dass zu einer Ausgangsfunktion immer unendlich viele Par-
allelkurven existieren, da der Abstand zwischen diesen Kurven beliebig variiert werden
kann. Um den Begriff der Parallelkurven zu verdeutlichen, fiihre ich an dieser Stelle ein
Beispiel an: Wenn man den Léngsschnitt einer Glocke betrachtet, ist zu erkennen, dass
die Wand der Glocke (idealerweise) an jeder Stelle gleich dick ist. Die Innenwand ist eine
Parallelkurve zu der Auflenwand.

'Quelle: http://de.wiktionary.org/wiki/Glocke

®Quellen: http://www.glocken-online.de/glocken/herkunft.htm, http://www.dra.de/dok_1203.htm
3Quelle: http://de.wikipedia.org/wiki/Glocke

YQuelle: http://de.wikipedia.org/wiki/Parallel

Quelle: http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Curves/Definitions2.html
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3 Parallelkurven am Beispiel einer ,,Glocke*

3.1 Modellieren einer Glocke

Zu Beginn der Facharbeit war das Modellieren einer (zweidimensional dargestellten) Glocke
erforderlich, um von dieser im weiteren Verlauf den inneren Querschnitt als Parallelkurve
zu bestimmen. Am Anfang stand die Uberlegung, welche Funktion ich zur Darstellung
der Glocke verwenden sollte. Mit Hilfe des Taschenrechners sowie Maple probierte ich ver-
schiedenen Varianten aus, bevor ich mich fiir eine davon entschied. Zur Veranschaulichung
zeige ich hier einige dieser Varianten:

fx)=15-(2% —a* —224+1)  f(z) =1,525 — 2,72 — 0,322 + 1,5 f(z) = 1,532
Y Y AY
21 21 2
11 14 11
r 17$ f 17$ T 1713
-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1

Ich entschied mich fiir die Glocke mit der Funktion f(z) = 1,5+ (2% — 2% —22+1) (hier links
abgebildet), da mir die Form dieser Glocke am schonsten erschien. Durch die Parallelkurve
soll die Innenwand der Glocke nachgebildet werden. Der Abstand zwischen Innenwand und
Auflenwand soll an jeder Stelle 10cm betragen.

Zusétzlich zur Herleitung der Parallelkurven am Beispiel der Glocke werde ich die wich-
tigen Umformungsschritte und Formeln auch jeweils allgemein bestimmen, so dass sie fiir
beliebige Funktionen f(x) anwendbar sind.

3.2 Die Parameterdarstellung - warum?

Zuerst iiberlegte ich, ob vielleicht eine einfache Funktion f(z) eine Parallelkurve beschrei-
ben konnte. Leider musste ich bald feststellen, dass eine Funktion f(x) nur geeignet ist,
eine Parallelkurve zu einer Ursprungsfunktion in Form einer Geraden zu beschreiben.

Ein sehr einfaches Beispiel: Die Gerade f(z) = 2,5 ist parallel zu der Geraden g(z) = 4,5.
Das heifit, der Abstand d zwischen den beiden Geraden hat an jeder Stelle im Verlauf der
Geraden den gleichen Wert. Die Geraden sind parallel. g(z) kann also als Parallelkurve zu
f(x) bezeichnet werden.




Der folgende Graph zeigt eine Parabel f(z) = 222 sowie eine der méglichen dazugehdrigen
Parallelkurven in einem Abstand von 0,7. Es ist deutlich zu sehen, dass bei dieser Paral-
lelkurve einigen x-Werten jeweils mehrere y-Werte zugeordnet sind. Bei der allgemeinen
Form f(x) ist jedoch jedem z-Wert eindeutig ein bestimmter y-Wert zugeordnet. Daher
ist diese Darstellungsweise nicht anwendbar. Die meisten Parallelkurven sind demnach nur
in parametrisierter Form darstellbar.

I =

-1 0 ¥

Unter einer Parameterdarstellung eines geometrischen Objektes versteht man
eine Art Auflistung der Punkte im Gegensatz zur impliziten Beschreibung
durch eine Gleichung!.

In der parametrisierten Form (Parameterdarstellung) wird die Lage der Punkte durch
zwei Funktionen angegeben, welche beide von einem Parameter abhiingig sind: x(t) und
y(t). Aus diesen beiden Funktionen ergibt sich eine Menge an Punkten, die in einem
(kartesischen) Koordinatensystem dargestellt werden kann.

,Normale“ Funktionen f(z) lassen sich einfach in die parametrisierte Form iibertragen.
Der Funktion z(¢) wird der Wert ¢ zugewiesen. y(t) wird die Funktion f(x) zugewiesen,
wobei das = jeweils durch ¢ ersetzt wird. Dazu ein Beispiel:

Funktion: f(z) = a2
Parametrisierte Funktion: z(t) = ¢
y(t) = *

Die beiden Bestandteile der parametrisierten Funktion lassen sich in eine Funktion zusam-
menfassen und folgendermaflen schreiben:

For=( )

F(t) beschreibt den Ortsvektor eines jeden Punktes P(t]t?).

'Quelle: http://de.wikipedia.org/wiki/Parameterform
)



3.3 Herleitung der Parallelkurven

Im folgenden Abschnitt werde ich an dem bereits erwdhnten Beispiel einer Glocke eine
Moglichkeit zeigen, wie Parallelkurven herzuleiten sind. Eine wichtige Rolle spielt dabei
der Richtungsvektor der Normalen eines jeden Punktes der Kurve, da durch diesen die
Richtung des Abstands zwischen innerer und duflerer Wand der Glocke bestimmt wird.

Der Verlauf der Aulenwand der Glocke wird durch eine vorgegebene Funktion beschrieben:
f(x) =15 (2% — 2* — 22 + 1). Nach dem Umformen (nach den in (3.2) beschriebenen
Regeln) lautet die Funktion:

f) = (1,5(t6 - t‘715 — 24 1)) Allgsmeies i) = <f€t)>

Jeder Punkt P der Funktion hat die Koordinaten P(¢]1,5(t® —¢* —¢*+1)). Um den
Richtungsvektor der Normalen zu einem beliebigen Punkt zu bestimmen, muss zuerst der
Richtungsvektor der Tangente (die ,,Steigung®) bestimmt werden. Dazu muss die Funktion
differenziert werden.

}/(t) = (9755 _ 61t3 B 3t> Allgemein: ?/(t) = <f’1(t)>

Gesucht wird nun der Richtungsvektor der Normalen zu diesem Vektor, da dieser die
Richtung des Abstandes der Parallelkurve bestimmt.

Tangente

90°

Normale ﬂ\




Bekannt ist, dass mit dem Skalarprodukt @- b=|a |- |b |- cosa der Winkel berechnet
werden kann, den zwei Vektoren miteinander einschlieBen. Umgeformt ergibt sich daraus:

—

a -
_)7_.2008()[
[al-[o]

Wenn zwei Vektoren senkrecht zueinander stehen, betrigt der Winkel a zwischen diesen
Vektoren 90°. Dadurch hat cosa den Wert 0 (cos 90° = 0). Es gilt also:

a7 .
[a|-|b]
Allgemein gilt: @ - b= a1b1 + asbs
Eingesetzt in die obige Gleichung:
arby = —agby

Wenn diese Regel nun auf den Fall der Parallelkurven angewandt wird, erh&lt man durch

/
den vorgegebenen Vektor f'(t) = (? > einen Normalenvektor o = (21 >
A 2

fiv1 = —fava

1-v; = —(9t5 — 6t3 — 3t) - vy Allgemein: 1- vy = —f/(t) - vy

Es ist ersichtlich, dass es zwei mogliche Losungen fiir die Gleichung gibt, bei der beide
Seiten dquivalent sind.

Eine der Moglichkeiten ist, fiir v; den Wert von —f(¢) und fiir v, den Wert 1 zu wéhlen:

L (=f'() =—=f'(t)- 1

Alternativ kann fiir v; der Wert von f(¢) und fiir v, der Wert —1 gewéhlt werden:

L f1(t) = =f'(t) - (-1)

Durch diese Entscheidung wird die Ausrichtung des Vektors bestimmt und somit auch,
ob die Parallelkurve bei positiven Abstandswerten innerhalb oder auflerhalb der Glocke
verlduft. Dies ist dadurch bedingt, dass (im zweidimensionalen Raum des kartesischen
Koordinatensystems) immer zwei Vektoren existieren, welche senkrecht zu einem vorgege-
benen Vektor sind. Diese beiden Vektoren sind einander entgegengerichtet.

Wenn man sich fiir den Vektor entscheidet, der die Parallelkurve bei positiven Abstands-
werten in die Glocke , hinein riickt®, erhélt man:

vy = 9t5 — 63 — 3t Allgemein: v1 = f/(¢)

1)2:—1 U2:—1




Der Richtungsvektor der Normalen lautet also:

5 __ a3 _ !
D= <v1> = <9t 62 Bt) Allgemein: 7 = <f (t)>
V2 —1 -1

Die Lénge (der Betrag) eines Vektors ist allgemein durch den Satz des Pythagoras zu
ermitteln:

= () 3] = VT T @)

Z2

Die Lange des Richtungsvektors der Normalen betrégt also:

| 5] = /(95 — 6t3 — 3t)2 + (—1)2 Allgemein: |B] =/ f'(t)? + (—1)?

| 5] = /(95 — 613 — 3t)2 + 1 |7 =/ f(H)2+1

Diese Lénge beschreibt die Dicke der Glockenwand. Da nun die Lange des Vektors bekannt
ist, kann man durch diese Lénge dividieren, um den Einheitsvektor (mit der Lénge 1) der
Normalen zu erhalten. Dieser kann daraufhin mit der gewiinschten Lénge 1 multipliziert
werden, um die Liange des Vektors und somit auch den Abstand von Innen- und Aulenwand
auf [ festzulegen (In meinem gewihlten Beispiel entspricht [ der Wanddicke 0,1m). Den
daraus resultierenden Vektor nenne ich im Folgenden w:

0,1 .<9t5—6t3—3t>
-1

‘ =

| VO =63 =32 + 1

W =

cl

Indem man fiir den Vektor ¥ die entsprechenden allgemeinen Bezeichnungen - welche ich
bereits weiter oben ermittelt habe - einsetzt, erhalt man:

i f’(tl)2+1 | <fi(?>

Die bisher durchgefiihrten Berechnungen lassen sich zusammenfassend in einer Funktion
darstellen, welche eine Parallelkurve beschreibt. Dazu muss der Vektor w(t), welcher die
Verschiebung der Parallelkurve beschreibt, zu der urspriinglichen Funktion }(t) hinzu-
gefiigt werden. Somit erhilt man die Vektorgleichung g(t) = f(t) + o(t):

G(t) = ( >+ 0,1 _ (9t5—6t3—3t)
L5t — ¢t =2 +1) ) /(915 — 613 — 3t)2 + 1 ~1

Allgemein:




Aufgeteilt in die beiden Teilfunktionen z(¢) und y(t) lautet die endgiiltige Formel:

l / — li. —
:r(t)—t+m-f(t) y(t) = f(t) + T 1 (1)

Mit dieser Formel lassen sich nun Parallelkurven zu beliebigen Funktionen f(x) berechnen.
Auf die anfangs erwdhnten Glocken angewandt, sehen die Ergebnisse bei einem Abstand
der Parallelkurve von jeweils 10cm so aus:

flx)=15- (2% —a* — 22 +1) flx)=1,52% —272* — 0,322 + 1,5 f(z) = 1,532

Y 24y Y

24 24

8

-1 0 1t -1 0 1

Ich erwidhnte bereits, dass unendlich viele Parallelkurven existieren. Aus diesem Grund
mochte ich an dieser Stelle noch eine weitere Grafik zeigen, in der alle Parallelkurven mit
einem Abstand von 10cm bis 1m abgebildet sind, jeweils in 10 cm-Schritten:

Y




3.4 Warum gibt es Uberschneidungen?

Diese Frage beschiftigte mich zugegebenermafien recht lange, bis ich beim Zeichnen der
Kurvenschar im vorhergehenden Kapitel (mit Excel) die eigentlich sehr einfache Losung
erkannte. Zuerst zwei Graphen zur Verdeutlichung - einmal mit und einmal ohne Uber-
schneidungen.

Abstand [ = 0,2 Abstand [ = 0,5
Y Y
2 2
1 1
r T f T
-1 0 1+ -1 0 1*
x(t) fir 1 = 0,2 x(t) fir 1 = 0,5
T T
14 1j
r T r >
-1 1t -1 1t
-1- -1-

Es ist ein deutlicher Zusammenhang zwischen den Uberschneidungen und dem Verlauf von
x(t) zu bemerken. Solange z(t) streng monoton steigend ist, gibt es keine Uberschneidun-
gen. Sobald z(t) jedoch nicht mehr monoton steigend ist (rechter Graph), sind im Graph
von x(t),y(t) Uberschneidungen zu entdecken.

Das ist dadurch erkléarbar, dass sich der z-Wert, so man sich das Zeichnen der Funktion im
zeitlichen Verlauf vorstellt, ,,vorwérts und riickwérts“ bewegt. Da die Funktion y(¢) davon
unabhéngig Werte im Graphen zeichnet, werden einige x-Werte mehrfach durchlaufen.
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4 Flachenberechnung der Glockenwand

Als néchstes werde ich die Fliache berechnen, die von der Aufien- und der Innenwand der
Glocke eingeschlossen wird. Dazu ist es notig, die Fliche zwischen Auflenwand und z-
Achse zu berechnen und davon anschliefend die Fliache zwischen Innenwand und x-Achse
abzuziehen.

4.1 Berechnung der Flache unter der Auflenwand
Um die Fliéche zu bestimmen, die von einer Funktion f(x) und der z-Achse eingeschlossen

wird, kann man sich vorstellen, dass Rechtecke unterhalb der Funktion addiert werden,
deren Breite gegen null strebt.

24

.......

Die schraffierte Fliche hat den Wert f(z) - Az, wobei Az ein von null verschiedener
Abschnitt auf der z-Achse ist. Zur Berechnung der gesamten Fliche in den Grenzen von
a bis b miissen diese Flichen addiert und der Grenzwert fiir Ax — 0 gebildet werden, in
der Schreibweise von Leibniz:

b
Agesamt - / f(.Z’) dx

Um die Flache unterhalb der Glocke zu berechnen, muss zuerst ermittelt werden, welche
x-Werte (a und b) die Glocke begrenzen. Dazu muss bestimmt werden, an welchen Stellen
die Funktion die z-Achse schneidet. Es miissen also die Nullstellen bestimmt werden.

Die Funktion der Glocke lautet: f(x) = 1,5 (2% — 2% — 22 + 1)
Wenn die Funktion die z-Achse schneidet oder beriihrt, gilt:

flz) =0
15- (2 —a2t—22+1) = 0 |:15
20—t —2241 = 0

11



Auf den ersten Blick fillt auf, dass beide Seiten der Gleichung dquivalent sind, wenn x den
Wert 1 oder —1 annimmt. Somit sind zwei Nullstellen gefunden. Es kénnten noch weitere
Nullstellen existieren, diese wéren fiir die folgenden Berechnungen jedoch ohnehin nicht
relevant und miissen somit auch nicht bestimmt werden.

a:—l bzl

In dem Bereich zwischen den beiden Nullstellen (von —1 bis 1) muss die Funktion nun
integriert werden.

1
/ 1,528 — 2t — 22 +1) dr ~ 1,83
-1

Die Fliche unterhalb der AuBienwand betrigt demnach (gerundet!) 1,83m?.

4.2 Berechnung der Flache unter der Innenwand

Auch bei der Berechnung der Fliache unter der Innenwand der Glocke miissen zuerst Null-
stellen bestimmt werden, um herauszufinden, in welchem Bereich integriert werden muss:

y(t) = 0
0.1

1,5- (16 —t* —t24+1) — =0
( ) V(985 — 613 — 3t)2 + 1

Aufgrund der Komplexitit der Gleichung habe ich die Nullstellen? von y(¢) mit Hilfe von
Maple ausgerechnet, sie lauten tg/; ~ £ 0,92 und 3,3 ~ +1,06. Um den Parameterbereich
herauszufinden, werden diese Werte in x(t) eingesetzt, dies ergibt: x(tq/1) ~ £0,85 und
w(ty/3) = £ 1,15.

Wenn man sich den Graphen der Funktion ansieht, kann man erkennen, dass die Funk-
tion ungefahr bei +0,9 auf die z-Achse trifft, genauer also bei £0,85. Der zugehorige
Parameterbereich lautet daher: ¢ty <t <t;.

to —0,92
t1 ~ 092

Q

Spétestens jetzt stellt sich die Frage, wie man die Flidche unter einer Kurve bestimmt, die
nicht durch f(x) sondern - als parametrisierte Kurve - durch z(¢) und y(t) beschrieben
wird.

'Yollstindige Rechnung siehe Anhang (6.1)
*Graphen siehe Anhang (6.2)
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Bei gewohnlichen Funktionen f(z) gilt:

b
Agesamt :/ y(l') dx

Bei Funktionen in Parameterdarstellung lasst sich diese Formel nicht direkt verwenden,
was daraus resultiert, dass in der Herleitung der Formel Ax verwendet wird, um die Grofe
der Teilstiicke auf der z-Achse festzulegen. Das kann aber nur so lange funktionieren, wie
die Anderungsrate von z (in Abhingigkeit zu ) konstant ist (was bei einer Funktion
f(x) immer gegeben ist, da x(x) = x). Bei einer parametrisierten Funktion kann die
Anderungsrate von x in Bezug auf die 2-Achse auch konstant sein (im Fall von z = t). Im
Regelfall ist die Anderungsrate von x in Abhéingigkeit von der Einteilung der z-Achse bei
parametrisierten Funktionen jedoch nicht konstant.

Die Formel lasst sich jedoch auf Funktionen in Parameterdarstellung erweitern.

547

.......

0
Die Flidche A (genéhert) ist die Summe der Flidchenstiicke AA:

A:ZAA

Jedes Flachenstiick wird berechnet durch:
AA=y- Ax
Gemif 2/(t) = Ccll—f gilt auch: Az = 2/(t) - At und somit:
AA =y -2'(t) At

Durch Einsetzen in A = Y AA und Grenzwertbildung erhilt man die endgiiltige Formel
fiir die Berechnung der Fliache unter der Parameterkurve in den Grenzen von ¢y und #1:

t1
Agesamt = / y(t)-2'(t) - dt

to

Wenn man nun als Grenzen ty und ¢; die Werte —0,92 sowie 0,92 verwendet, lautet das
Ergebnis der Flachenberechnung unterhalb der Innenwand: 1,47 FE

Die Differenz zwischen der Fliache unter der duleren Wand und der Fliche unter der
inneren Wand betrigt somit (gerundete Werte): 1,83 — 1,47 = 0,36 m?
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5 Schlusswort

Anfangs dachte ich, dass ich zu dem Thema Parallelkurven kaum etwas schreiben koénnte,
da die Aufgabenstellung sehr offen formuliert war und die Parallelkurven auf den ersten
Blick recht einfach aussahen. Im Nachhinein kann ich fast das Gegenteil behaupten - die
Parallelkurven sind keinesfalls so einfach wie ich zuerst vermutete, bieten dafiir aber Raum
fiir eine Vielzahl zusétzlicher Berechnungen.

Es war mir nicht moglich, die ganze Bandbreite des Themengebiets in diese Facharbeit
einzubringen (zum Einen auf Grund der begrenzten Bearbeitungszeit von sechs Wochen,
zum Anderen aber auch, um den Umfang der Facharbeit in einem tiberschaubaren Rahmen
zu halten). Ich habe weitestgehend versucht, die Grundziige des Themas ,,Parallelkurven*
kompakt und iibersichtlich (hoffe ich) darzustellen, ohne zu weit in Details abzuschweifen.

Das Textsatzsystem IATEX, welches ich anfangs, wie bereits in der Einleitung erwéhnt, fiir
umsténdlich und schwierig zu erlernen hielt, war dabei eine grofle Hilfe. Nach ca. einer
Woche Einarbeitungszeit konnte ich relativ fliissig mit I TEX umgehen und somit auch in
kurzer Zeit Funktionsgraphen einbinden, ...
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6 Anhang

6.1 Inhaltsberechnung der Flache unter der Auflenwand der Glocke

1 1 1 1 1 1
= 15-((z=-=—-2= 1) —(=(-1)"==(-1)° = =(-1)* -1
1 1 1 1 1 1
= 15-((z—=—-= D—(—=+=-+4+--1
1 1 1 1 1 1
= 15 (z—-—= l4-———- 1
> (7 ) 3+ +7 ) 3+)
2 2 2
= 15-(=-=-2 2
6 6 6
= 410 6 ?
3 3
= 2242
7 5+
3 3
= -2 42
7 5+
o
35
~ 1,83
6.2 Graphen der Parallelkurve der Glocke
x(t) y(t)
2 2
2 ‘ ‘ 2 ! 2 v v 2
2- -2-
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6.3 Weitere Begriffserkldrungen

Evolvente

Die Evolvente ist eine durch das mathematische Teilgebiet der Differentialgeo-
metrie beschriebene Kurve. [...] Sie ist definiert als Abwicklung der Evoluten-
tangente von der Evolute einer beliebigen Kurve. Jeder Punkt der abgewickel-
ten Tangente beschreibt dabei eine Evolvente. Da die Tangente unendlich viele
Punkte enthilt, entsteht eine unendliche Schar paralleler Evolventen zur ur-
spriinglichen Kurve.!

Evolute

Die Evolute einer ebenen Kurve ist die Bahn, auf der sich der Mittelpunkt
des Kriimmungskreises bewegt, wenn der Beriihrpunkt auf der Kurve entlang
wandert.?

'Quelle: http://de.wikipedia.org/wiki/Evolvente
2Quelle: http://de.wikipedia.org/wiki/Evolute
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