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1 Einleitung

Wir beschéftigen uns mit dem Thema Kriimmung von Funktionen. Unsere Facharbeit ist
in drei Teile aufgeteilt.

Das Ziel des ersten Teiles ist es, die Kriimmung von Funktionen méglichst anschaulich
darzustellen. Dazu erarbeiten wir zuerst ein recht abstraktes Maf. Es basiert auf den un-
terschiedlichen Winkeln, die die Tangenten einer Kurve mit der x-Achse bilden.

Diese Methode wenden wir auf einen Kreis an, so dass wir am Ende zu jedem beliebigen
Punkt einer gekriimmten Funktion einen Kreis errechnen kénnen, der die Kurve in die-
sem Punkt schneidet bzw. beriihrt und der dieselbe Kriimmung hat wie die Kurve in dem
gewéihlten Punkt. Dieser Kreis ist dann ein anschauliches Maf fiir die Kriimmung.

Im zweiten Teil der Facharbeit beschéftigen wir uns mit der Bedeutung von Kriimmung
fiir den Straflenbau. Wir zeigen verschiedene Moglichkeiten, zwei parallel versetzt aufein-
ander zulaufende Straflen so zu verbinden, dass ein Auto dort moglichst gut hindurch
fahren kann. Die verschiedenen Moglichkeiten werden anhand eines Beispieles vorgefiihrt
und ihre Vor- und Nachteile angesprochen.

Im dritten Teil haben wir die moégliche Hochstgeschwindigkeit von Autos in Abhéngigkeit
von der Kriimmung der zu durchfahrenden Kurve untersucht. Die so gefundene Funk-
tion wird mit zur Beurteilung der verschiedenen Methoden, zwei Straflen zu verbinden,
herangezogen.



2 Darstellung von Krimmung

2.1 Krimmung in einem Kurvenpunkt

Aa

Die Kriimmung lasst sich messen als Verhéltnis X% .

As
strebt As gegen 0.

. Aa  da
lim — =

Somit ist die Kriimmung k = = —,
& As—0 As ds

P ist fest. Q strebt gegen P, also

Ba _ Aa Ar ]
As Az As
do dx -
= lim — = —: —
b= im s T a i ds
v_,
x
g:tancz
T
tana =7/
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arctany = «

Wenn man dies ableitet erhalt man:

dov B y"
de  1+y?

Hergeleitet in Anhang 3



nach Pythagoras

Vit?

S [}
y=y day =2

Dreiecke sind kongruent, wenn drei An- und x=1
gaben iibereinstimmen (aufler drei Win-
keln). Die beiden Dreiecke rechts haben
beide einen rechten Winkel. Fiir die Wer- definiert x=1
te von « und y’ wird definiert, dass diese
gleich sind. Somit sind beide Dreiecke kon-
gruent. Also kann festgestellt werden, dass

gilt:

ds

ds ’
=2 /1 2 y
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2.2 Kreiskrimmung

y=Vr?— x? Formel fiir den oberen Halbkreis.
1 1 T
/ P e —— —_— —_—ee,—e,———————
y—2 2 — 12 (—22) = 2 _ 22
y// — r2
(r2 — a2)2
/"
h=—21

(1+y2)2

Durch Einsetzen in die Kriitmmunsformel erhalt man:

ko r
(1+ sz_QmQ)% (r2 — 1'2)%
2
r
= - 3
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k= r
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2
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2
r
k=— 5
(r?)2
b 72 1
e r
Also gilt k = —% fiir den oberen Halbkreis und k = % fiir den unteren Halbkreis. Da

die Kriimmung eines Kreises an jeder Stelle gleich ist und da das Minuszeichen nur die
Richtung der Kriimmung angibt, die bei einem Kreis nicht nétig ist, kann man allgemein

=1
sagen: k =



2.3 Kriimmungskreis
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Gesucht wird nun der Mittelpunkt des Kriimmungskreises M(u|v) fiir den Kurvenpunkt

P(xly).

. x
siha = —
r
Ay
cosq = —=
r-sina = Ax
r-cosa = Ay

tana =1/

Nach dem rechts stehenden Dreieck gilt:

/

. tan « Y
sinq = =
Vi+tanZa 1+ y?
1 1
cosq =

Vittanla 1+ y?

Aus diesem Dreieck ergeben sich
die links stehenden Formeln.

nach Pythagoras

V1 + tan? a

tan o

definiert x=1



Aus dem letzten Abschnitt
kennen wir noch:

k=-—

r

Fiir k eingesetzt ergibt das:

(1+y2)3
yl/

Aus den beiden Gleichungen

Azx =7 -sina

/

¥y
Vit

erhalten wir:

sino =

Y
Ar— Y
V1+y?

Ap= Y
r=——
/1+y/2

Nun wird noch fiir r eingesetzt

(1+y?)2 -y _ (+y?)E

Ax =

_ _ 'y (1+y?)
Yy - /1 + y/2 y" - (1 + y/Q)% y"

u=x— Azx

y'(1+y?)
y//




Aus den beiden Gleichungen

Ay =r-cosa
1

COS QX = —F———
/1 +y/2

erhalten wir:

1

Ay=pr —
U

Nun wird noch fiir r eingesetzt

3
2

(1+42) 1+y2)2 14y2

Y"1+ y? = y" - (1 +y/2)% - y"

Ay =

v=y+ Ay




3 Verbindung zweier parallel versetzt aufeinander
zulautender Strafien

Um zwei parallel versetzt aufeinander zulaufende Straflen zu verbinden, gibt es mehrere
Moglichkeiten, von denen wir nun einige zeigen und ihre Vor- und Nachteile auflisten.
Wir tun dies anhand eines Beispiels, da eine allgemeine Losung ein sehr uniibersichtliches
Ergebnis hervorbringt.

Die erste Strafle liegt auf der x-Achse. Sie kommt aus dem negativen Bereich und endet
im Nullpunkt. Die erste Strafle wird so gewéhlt, da die Koordinaten und die Steigung so
null sind. Daher werden einige Variablen wegfallen, was zu einfacheren Gleichungen fiihrt.
Die erste Strafle kann man, unabhéngig davon wie die Straflen in der Praxis zueinander
liegen, immer so definieren. Die Lage der Strafflen zueinander wird nur von der zweiten
Strafle bestimmt.

Diese Strafie beginnt bei uns bei (2|2) und fithrt waagerecht nach rechts weiter. Die Rich-
tung der Strafle war als parallel zur ersten vorgegeben. Diese Position der zweiten Strafle
ist zufillig gewéhlt.

3.1 Verbindung mit vier Bedingungen

Dies ist die einfachste Art, die Straflen zu verbinden. Wir geben die Position und die Rich-
tung der Straflen an, damit es keinen Knick gibt. Somit erhalten wir vier Bedingungen.
Also brauchen wir einen Funktionsterm dritter Ordnung.

f(z) = a+bx + cx® + da?

f'(z) = b+ 2cx + 3dz?

f0O)=0 = 0=a

f0)=0 = 0=0b

f2)=2 = 2=a+2b+4c+8d

f'2)=0 = 0=b+2c+4d

Lost man dies auf so erhilt man:



Wie man rechts sehen kann werden die beiden
Straflen nun von der Funktion ohne Knick ver-
bunden. Diese Mo6glichkeit ist zwar sehr einfach,
hat in der Praxis aber einen grofien Nachteil.
Die Kriimmung wurde nicht beriicksichtigt. Das
bedeutet, dass ein Autofahrer, wenn er in die
Kurve fahrt, das Lenkrad augenblicklich herum-
reiflen miisste, da die Kriimmung augenblicklich
zunimmt. Es entsteht dadurch ein so genannter
Kriimmungsruck, der eine grofle Kraft gegen das
Auto bedeutet, so dass es im Extremfall aus der
Kurve getragen wird.

Damit kann man diese Gestaltung der Kurve fiir
die Praxis bereits an dieser Stelle ausschliefen.
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3.2 Verbindung mit sechs Bedingungen

Damit der Autofahrer nicht das Lenkrad herumreiflen muss wie in der oberen Metho-
de, muss auch die Kriimmung an den Ubergangsstellen gleich sein. Die Formel fiir die
Kriimmung ist k = —% .

(1+y2)2

Damit die Kriimmung gleich ist, miissen folglich die erste und die zweite Ableitung gleich
sein. Die erste wurde schon gleichgesetzt, damit kein Knick entsteht. Nun muss also noch
die zweite Ableitung gleichgesetzt werden.

Damit erhalten wir insgesamt sechs Bedingungen, benétigen also eine Funktion fiinfter
Ordnung.

f(x) = a+bx + cx?® + da?® + ext + fab
f'(x) = b+ 2cx + 3dx? + dex® + 5fa?

f0)=0 = 0=a

f2)=2 = 2=a+2b+4c+8d+ 16e + 32f
F(2)=0 = 0=>b+4c+ 12d+ 32 + 80f
F12)=0 = 0=2c+12d+48¢c + 160f

Gelost:

Auf diese Weise erhalten wir eine Verbindung zwischen den 4
Straflen, die fiir Autos leicht zu durchfahren ist. In diesem
Fall ist die Kriimmung mit beriicksichtigt.
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3.3 Verbindung mit sechs Bedingungen und halbiertem Intervall

Um ein Polynom fiinften Grades zu vermeiden, werden bei dieser Methode zwei Funktionen
vierten Grades genommen, die sich in der Mitte zwischen den beiden zu verbindenden
StraBen treffen. Dazu miissen die Position, die erste und die zweite Ableitung jeweils
iibereinstimmen bei:

x=0, bei x=1 und bei x=2. Somit erhalten wir neun Bedingungen. Wir haben jedoch zehn
Variablen, daher wird in der ersten Funktion das kubische Glied weggelassen.

Bei x=0 gilt f(0) = f'(0) = f”(0) = 0. Daher fallen bei der ersten Funktion auch das

absolute, das lineare und das quadratische Glied weg. Damit haben wir fiir die erste
Funktion nur noch f(z) = kz*.

fi(z) = kat

fi(z) = dka?

7(x) = 12ka?

fo(x) = a + bx + cx?® + da® + ex?

f5(x) = b+ 2cx + 3dx? + 4ex®

fH(x) = 2c + 6dz + 12e2?

fil)=fo(1) = k=a+b+c+d+e
) =f01) = 4k=0b+2c+3d+4e
(1) =f/(1) = 12k=2c+6d+ 12e
f22)=2 = 0=0b+4c+12d+ 32e
7(2)=0 = 0=2c+12d+ 48e
Gelost

k:%, a:107 b:_327 C:36, d:—16, e =

Nt

= fi(z) =32, fo(x) = 10 — 322 + 3622 — 162° + J2*

Bei dieser Variante ist die Rechnung zwar etwas komplizier-
ter, doch es ist einfacher die Strafle zu bauen, da der Grad 1
des Polynoms niedriger ist als der des Polynoms aus der vor-
hergehenden Methode.
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Hier sind noch einmal die letzten beiden Graphen
zum Vergleich dargestellt.

Hier sind sind die Kriimmungen beider Funktionen darge-
stellt.

Wie man sehen kann, {ibersteigt der Betrag der Kriimmung
der Kurve aus 3.2 sowohl im Maximum als auch im Mini-
mum nicht 2.

Die Kurve aus 3.3 hingegen erreicht in ihrem Minimum eine
Kriimmung von fast 3.

Daher kann man die Kurve aus 3.3 nur mit einer weitaus
geringeren Geschwindigkeit durchfahren als die Kurve aus
3.2.
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3.4 Klothoide

Die Klothoide wird auch Cornusche Spirale oder Spinnkurve genannt. Das besondere an
dieser Kurve ist, dass die Kriitmmung proportional zur Bogenlange ist.

Im Straflen- und Eisenbahnbau findet sie ihre Anwendung, da man dort Gerade und
Kreis miteinander verbinden muss. Geraden und Kreise kénnen, aufgrund ihrer konstan-
ten Kriimmung, als einzige Fahrstrecken mit gleichbleibendem Lenkradeinschlag befahren
werden. Man kann sie jedoch nicht direkt miteinander verbinden, da das eine plotzliche
Richtungsédnderung zur Folge hétte, bei der die Fahrzeuge mit enorm grofler Kraft nach
aulen getragen wiirden.

Um dieser pl6tzlichen Kriimmungsédnderung entgegen zu wirken, wird bei der Verbindung
von Gerade und Kreis ein Teilstiick der Klothoide verwendet. Dadurch ist die Kriimmung
iiberall stetig von der Bogenlinge abhéngig. Die auf ein Fahrzeug wirkende Zentrifugal-
kraft ist proportional zur Kriimmung. Somit garantiert ein Teilstiick der Klothoide eine
stetige Anderung der Zentrifugalkréfte, das heiit es kommt zu keinem Kriimmungsruck.
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4 Hochstgeschwindigkeit in Abhéngigkeit von der
Kriimmung

Zwischen zulédssiger Hochstgeschwindigkeit und Kriimmung gibt es eine funktionale Bezie-
hung. Anhand der auf Erfahrungswerten entstandenen Tabelle von maximaler Kriimmung
k und zulassiger Hochstgeschwindigkeit v wollen wir diese funktionale Beziehung heraus-
finden.

maximale Kriimmung k 1,2 1,7 2.8 9,3 12,5 40

zul. Hochstgeschwindigkeit (km/h) 130 110 90 70 50 30
1/Kriimmung k 0,833 0,588 0,357 0,189 0,08 0,025
ﬁ 0,913 0,767 0,598 0,434 0,283 0,158

Die ersten beiden Zeilen der Tabelle stammen aus Quelle 1

Um die Beziehung von der Kriimmung und der Ho6chstgeschwindigkeit herauszufinden
zeichnen wir als erstes v in Abhéngigkeit von k.

v
1304
100+
90
10 A
T T T T T T T =
0 10 20 30 40 k

Die Form des Graphen lédsst darauf schlieen, dass es sich um eine Hyperbel handelt. Um
zu Linearisieren, muss man nun auf der x-Achse % eintragen.
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50

Diese Form des Graphen lisst darauf schlieflen, dass es sich um eine Wurzelfunktion han-
delt. Um zu Linearisieren, muss nun auf der x-Achse ﬁ eingetragen werden.

4V
130
100
50
10 A
O T 0‘2 T 0T4 T 0‘6 T 0‘8 T T 1
: v

Der Graph ist nun annéhernd eine Gerade. Da es sich bei den gegebenen Kriimmungen
und dazugehorigen Hochstgeschwindigkeiten um Erfahrungswerte handelt, ist die nicht
vollsténdig lineare Form des Graphen leicht zu begriinden.

i —p. L
Die Formel lautet nun v = b Ti

b ist als Konstante gewéhlt, da k bereits fiir die Kriimmung steht.

Bestimmung des Proportionalitéitsfaktors b:

Man kann b aus dem linearisierten Graphen ablesen. Dort ist es etwa 155. Durch Einsetzen
der gegebenen k- und v-Werte in die Formel v = b - ik erhélt man 6 verschiedenen
Werte, diese addiert und durch 6 dividiert ergibt 160. Die Beziehung zwischen maximaler

Kriimmung und zuléssiger Hochstgeschwindigkeit lautet also

= L
v =160 T
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5 Fazit

In dieser Facharbeit haben wir zwei Methoden zum Angeben der Kriitmmung einer Kurve
erarbeitet. Die erste Variante mit der Kriimmungszahl k ist jedoch recht abstrakt. Der
Radius eines Kriimmungskreises ist da sehr viel anschaulicher.

Im zweiten Teil wurde mal wieder klar, dass Mathematik, entgegen den Behauptungen
mancher Schiiler, doch zu etwas niitzlich ist. Was wére denn wohl mit dem Auto passiert,
das durch die Kurve aus 3.1 gefahren wére? Vermutlich wire es gegen den néichsten Baum
gefahren.

Erst durch genauere Untersuchungen gelangt man zu brauchbaren Losungen. Die Metho-
den aus 3.2 - 3.4 sind schon wesentlich besser. Unter diesen drei Moglichkeiten gibt es
keinen klaren Sieger. 3.2 ist einfach zu berechnen und schneller zu durchfahren als 3.3,
doch die wiederum ist wesentlich einfacher zu bauen. Die Klothoide hat den Nachteil, dass
sie nicht funktional beschreibbar und damit sehr schwer zu berechnen ist.

Die Funktion zur Errechnung der Hochstgeschwindigkeit eines Autos in Abhéngigkeit von
der Kriimmung der durchfahrenen Kurve ist fiir den Vergleich unter den Methoden zur
Gestaltung der Kurven von Bedeutung, da die mdogliche Hochstgeschwindigkeit in einer
Kurve von entscheidender Wichtigkeit ist.
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6 Anhang

6.1 Quellen

1. Kopien vom Fachlehrer

2. http://php.learnline.de/angebote /blickpunktmatnat /autoren /smims/2002/projekte/
projektb /trassierung_von_autobahnen.pdf

3. http://e-collection.ethbib.ethz.ch/ecol-pool /lehr /lehr_77_11.pdf

6.2 Zusammenfassung

Darstellung von Kriimmung

F— lim 20 _ d
o As—0 As o ds
k _ y//
(1+y2) %
=1

/1+/2 1 12
M(u:x—iy(y,,‘y ) | v=y+ Z%

Verbindung zweier parallel versetzt aufeinander zulaufender Strafien

Fiir die Verbindung von zwei parallel versetzt aufeinander zulaufender Straflen gibt es
verschiedene Methoden.

Die Erste, mit vier Bedingungen, ist wegen des Kriimmungsrucks nicht praktikabel.

Die Zweite, mit sechs Bedingungen, ist besser, da die Kriimmung beriicksichtigt wurde,
doch sie ist schwer zu bauen, da ein Polynom fiinften Grades entsteht.

Die Dritte, mit sechs Bedingungen und halbiertem Intervall, ist leichter zu bauen, da zwei
Polynome vierten Grades entstehen, doch die Kriimmung ist gréfler — Hochstgeschwin-
digkeit ist geringer.

Bei der vierten Moglichkeit steigt die Kriimmung linear an. Sie ist fiir Autos leicht zu
befahren, doch sie ist sehr kompliziert zu berechnen.

Formel fiir die H6chstgeschwindigkeit in Abhingigkeit von der Kriimmung:

= L
v = 160 T

Gefunden durch Linearisierung von Erfahrungswerten.
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6.3 Herleitung der Ableitung des Arcus Tangens

¢ sin o
ana =
cos &
(tana) = (sina>/
cos &
(sina) = cosa
(cosa) = —sina
(f)' _f'9-4'f
9 9°

(sina)’ cosa - cosa — (—sina - sin «)

cos cos? o

(sina)’ cos? a + sin® «

cos o cos? o

( sin « ) ' cos?a sin?a

cos o cos2a  cos?a

sina\’ sina\ 2
CoS & cos o

(tana)’ =1 + tan®

G CO)
(arctan (z)) = 1 + (tan (arctan z))?
(arctan (w))l = H%
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6.4 Versicherung der eigensténdigen Anfertigung
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