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1 Einleitung

1.1 Inhaltsiibersicht

Das Thema unserer Facharbeit ist die Numerische Integration und ihre Anwendung bei
Flachen- und Volumenberechnungen.

Da es bei dieser Art der Flichenberechnung mehrere Methoden gibt, haben wir diese an
einer Beispielfunktion angewendet und die Ergebnisse mit der exakten Berechnung ver-
glichen. Dabei haben wir uns besonders intensiv mit der Keplerschen Fassregel und ihrer
Anwendung bei der Volumenberechnung eines Fasses auseinander gesetzt. Des weiteren
sind wir ndher auf die Volumenberechnung eines Fasses mit kreisférmigen Dauben einge-
gangen.

1.2 Materialbeschaffung

Bei unserer Facharbeit haben wir hauptséchlich mit dem von unserem Fachlehrer gegebe-
nen Material gearbeitet. Auflerdem haben wir einige niitzliche Seiten im Internet gefunden
und unsere Formelsammlung und das Mathematikbuch zu Rate gezogen. Da dieses Mate-
rial bereits geniigend Informationen bot und fiir uns versténdlich war, war es nicht notig,
zusétzliches Material zu verwenden.

1.3 Einfiithrung in die Numerische Integration

b

Wenn sich fiir ein Integral / f(z) dz keine Stammfunktion ermitteln ldsst, kann man

a
dieses mit Hilfe der Numerischen Integration berechnen.

Dazu teilt man die zu berechnende Flidche in geometrische Figuren, wie z.B. Rechtecke,
ein und summiert anschliefend deren Flidchen. Bei der Einteilung in Trapeze, wie es in
unserer Facharbeit der Fall ist, kann man verschiedene Methoden der Flachenberechnung
anwenden. Wenn die Fldche in eine bestimmte Anzahl n Trapeze eingeteilt wird, kann man
zur Flachenberechnung die Sehnentrapez-, die Tangententrapez- oder die Simpsonregel
verwenden. In dem Fall n = 2 ist die Keplersche Fassregel, welche ein Sonderfall der
Simpsonregel ist, am besten geeignet.

Auflerdem lassen sich mit der Numerischen Integration auch Volumina bestimmen, indem
man die Flache unterhalb des Graphen der Querschnittsfunktion Q(z) des zu berechnenden
Korpers mit Hilfe einer der oben genannten Regeln néherungsweise berechnet.



2 Numerische Integration

2.1 Sehnentrapezregel

2.1.1 Herleitung
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1
- J’; g
f(@) 14 22
T

Yo

B h Y1
Y2 Y3 Yn
r T T T T T T === — =
a=2px1 T2 T3 b=ux, X

Um die Flidche unter dem Graphen in den Grenzen a und b ndherungsweise zu bestimmen,

b—a undderHt')hem:yl—;y0

teilt man sie in n Trapeze mit der Breite h = ein.

Fiir den Inhalt eines Trapezes gilt:

m A:a+b-h wobel m:a+b
a b 2 2

h

Da die allgemeine Formel fiir den Inhalt eines Trapezes A = m - h lautet!, gilt fiir die
yi+y b—a
2 n
der einzelnen Trapeze addiert und den Term vereinfacht, erhédlt man die Summe S,, der

Trapezflachen:

Flache des ersten unserer Sehnentrapeze S = . Wenn man nun die Inhalte

b—a yityw b-a vty b-a ystyr b-a yntyna

S =
" n 2 n 2 n 2 n 2
_b—afyi+ty | v2ty1 | Y3ty yn+yn_1>
- n < 2 + 2 + 2 + 2
b—a
= “on_ (Yo + 2y1 +2y2 + ... + 2yp—1 + Yn)

Der Ausdruck, den man nun erhilt, ist unter dem Namen Sehnentrapezregel? bekannt.

2.1.2  Anwendung und Vergleich mit der exakten Berechnung

3
dx

1
Nun wird die Anwendung der Sehnentrapezregel am Beispiel des Integrals / 1 3
x

1
gezeigt. Dafiir teilt man die zu berechnende Fliche unter dem Graphen von f(z) in n
Sehnentrapeze, wobei n bei diesem Beispiel 4 ist. Um die Hohe h der einzelnen Trapeze

!Quelle: Mathematische Formelsammlung fiir Gymnasien, S. 12
2Quelle: Material vom Fachlehrer, S. 236
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zu berechnen, muss man die Gesamtlinge der Fliache in den Grenzen a und b durch die
Anzahl der Trapeze dividieren:

b—a 3-1 1
h: = — = —
n 4 2

Da man bei 4 Trapezen 5 y-Werte braucht, zwischen denen die Sehnen gelegt werden,

3 5
muss man in diesem Fall f(1), f (2) , f(2), f (2) und f(3) ausrechnen.
1 3 4
1) == S)==
F) =3 = w 1(5)=5 =
1 5) 4
2 = — — = —
f@Q)=+ = p f(2> 59 = Y3
F3) =1 =
10 Ya
Nun werden die berechneten Werte in die Sehnentrapezregel eingesetzt:
b—a
Sn = W(yo +2y1 +2y2 + ... + 2yp—1 + Yn)
1 /1 4 1 4 1
= — (=42 —4+2--+2. — 4+ —
5 2.2<2Jr 375" 29+10>
713
= —— ~0,4728
1508 ’

Dies ist der angeniherte Wert? fiir die zu berechnende Fliche.

Im Folgenden wird dieser Ndherungswert mit dem exakten Ergebnis verglichen, welches
man durch das Integrieren der Funktionsgleichung erhilt.

1
A= / dr = larctan |3
= arctan 3 —arctan 1 4

~ 0,4636

Bei genauerer Betrachtung der beiden Werte fillt auf, dass der exakte Wert A kleiner
als der N&herungswert Sy ist, was sich durch die Graphik auf der vorherigen Seite leicht
erklidren ldsst. Wie man sehen kann, verlaufen die Sehnen der Trapeze oberhalb des Funk-
tionsgraphen. Dies fithrt dazu, dass die Gesamtfliche der Sehnentrapeze grofler ist als die
durch Integration berechnete Fliche und deswegen gilt Sy > A.

Die relative Abweichung lésst sich auf folgende Weise berechnen:
AA =S54 — Acyart = 0,4728 — 0,4636 ~ 0,0092

AA 0,0092

= ~ 0,01984 = 1,984
Aezakt Oa4636 ’ ’ %

Dieses Ergebnis zeigt, dass der Naherungswert um 1,984 Prozent vom exakten Wert ab-
weicht.

3vgl. Material vom Fachlehrer, S. 237
4Quelle: Mathematische Formelsammlung fiir Gymnasien, S.33



2.2 Tangententrapezregel

2.2.1 Herleitung
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Eine weitere Moglichkeit zur Berechnung der Fliache unter dem Graphen bietet die Tan-
gententrapezregel.

Wie der Name schon sagt, unterteilt man die Fldche diesmal in Tangententrapeze an-
statt in Sehnentrapeze, wobei man zwei Sehnentrapeze zu einem Trapez zusammenfasst.
Dadurch wird die Breite h eines Trapezes doppelt so grofl wie die eines Sehnentrapezes,

namlich h =2 - ;a' AuBerdem gilt fiir die Hohe m der Trapeze m = Yungerade, Weil
n

durch diese Punkte die einzelnen Tangenten gelegt werden. Fiir den Inhalt des ersten Tan-

2(b—a)

gententrapezes ergibt sich deshalb T = -y1. Addiert man nun die Fliachen der

einzelnen Trapeze, so erhélt man die Gesamtflache:

2(b—a 2(b—a 2(b—a 2(b—a
T, = Ab-a) )-y1+7( )-y3+7( )-y5+7( )-ynq
n n n n

2(b—a)
= (yi +y3s+ys+ ... +Yn—-1)

Die auf diese Weise erhaltene Formel, die Tangententrapezregel®, gilt nur fiir eine gera-
de Anzahl n der Sehnentrapeze. Mit dieser Regel lisst sich die Flidche jedoch wieder nur
naherungsweise bestimmen.

2.2.2  Anwendung und Vergleich mit der exakten Berechnung

dr mit der Tangententrapezregel niherungs-

3
1
Im Folgenden wird das Integral / T2
1

weise bestimmdt.

Dazu wird die Fliache in die gleiche Anzahl n Trapeze wie in 2.1.2 eingeteilt, wobei nun je-
weils zwei Sehnentrapeze zu einem Tangententrapez zusammengefasst werden (siehe S.5).
Da auf diese Weise insgesamt zwei Tangententrapeze entstehen, werden auch nur zwei
y-Werte bendtigt, durch die die Tangenten gelegt werden. Diese miissen nicht mehr be-
rechnet werden, weil dies bereits in 2.1.2 erfolgt ist.

®Quelle: Material vom Fachlehrer, S. 236
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Nun werden die Werte in die Tangententrapezregel eingesetzt:

2(b—a

Tn = (,rl)(y1+y3+y5+---+yn1)
2.3-1)/4 4

T = — 7| = =

4 4 (13+29)
168

= — =~ 0,4456

377 ’

Auf diese Weise erhiilt man den Naherungswert® T des Integrals.
Wenn man diesen Wert mit dem in 2.1.2 bereits berechneten exakten Wert A ~ 0, 4636
vergleicht, kommt man zu dem Ergebnis, dass der Naherungswert Ty kleiner als der exakte

3
Wert ist. Dies lésst sich dadurch erkldren, dass die Tangenten in den Punkten f (2> und

5
f (2> unterhalb des Funktionsgraphen verlaufen, was dazu fiihrt, dass die Summe der
Tangententrapezflachen kleiner als die durch das Integral bestimmte Fléche ist.
Durch die folgende Rechnung kann die relative Abweichung ermittelt werden:
AA = Acpart — Ty = 0,4636 — 0,4456 =~ 0,018

AA 0,018
= ~ 0,03882 = 3,882
Aewakt 0,4636 ’ ' %

Wie man sehen kann, ist der Néherungswert T; um etwa 3,882 Prozent kleiner als der
exakte Wert.

2.3 Simpsonregel
2.3.1 Biographie von Simpson

Der Begriinder der bei der Numerischen Integration verwendeten Simpsonregel, Thomas
Simpson, wurde am 20. August 1710 in Market Bosworth, Leicestershire, England gebo-
ren, wo er auch am 14. Mai 1761 verstarb.

Er arbeitete hauptsichlich als Weber und iibte nebenbei den Beruf eines Mathematikleh-
rers aus. Seine Begeisterung fiir die Mathematik veranlasste Simpson dazu, mathematische
Texte zu verfassen und zwei Biicher zu verdffentlichen. Im Jahre 1740 erschien sein erstes
Buch “The Nature and Laws of Chance® und zehn Jahre spéter, 1750, kam das zweibéndige
Werk “The Doctrine and Application of Fluxions“ auf den Markt. Simpson erlangte Auf-
merksamkeit durch seine Arbeiten {iber die Numerische Integration und die Interpolation
und beschéftigte sich dariiber hinaus mit der Wahrscheinlichkeits- und der Fehlertheorie.”

2.3.2 Herleitung durch Sehnen- und Tangententrapezregel

Die Simpsonregel ldsst sich durch das Verrechnen der Sehnen- und Tangententrapezregel
S, und T, im Verhéltnis 2:1 herleiten. Dabei geht die Sehnentrapezregel S,, doppelt so

5vgl. Material vom Fachlehrer, S. 237
"Quelle: http://www.thg.aa.bw.schule.de/Notizbuch/numint/biographien.htm
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stark wie T, in die Berechnung ein, da bei S,, doppelt so viele Trapeze wie bei T,, verwen-
det werden.

1

Nun werden die in 2.1.1 und 2.2.1 bereits hergeleiteten Formeln fiir S, und T, in diesen
Ansatz eingesetzt:

1 b—a
K, =~ (2 (Qn (Yo + 2y1 + 2y2 + 2y3 + 2y4 + .. + 2Ypn—2 + 2yn—1 + yn))

2(b—a
+¥ (y1+y3+---+yn—1)>
1/b—a b—a b—a b—a b—a
Kn_g( “Yo + 2t —— 2+ ——2ys+ —— - 2y
n n n n n
b—a b—a b—a 2(b—a)

+...+ 2o+ —— 21+ Ynt+ —— N1
n n n n

b—a
Ko == (Yo +yn + dy1 +Ays + dyn—1 + 22 + 2y + 2yn—2)
b—a
Kn=——= ((o+yn) + 41 +ys+ .+ yn1) +2 (42 + ya+ oo + Yn2))
Diese Formel nennt sich Simpsonregel® und ist nur fiir eine gerade Anzahl n Trapeze giiltig,
da man bei ihrer Herleitung die Tangententrapezregel verwendet, bei der man ebenfalls

eine gerade Anzahl n benétigt (siche 2.2.1).

2.3.3 Anwendung und Vergleich mit der exakten Berechnung

Im Folgenden wird die Simpsonregel auf die Berechnung der Fliche unter dem Graphen
1

der bereits bekannten Funktion f(z) = 1o .2

T

det. Dabei wird die Fldche in die gleiche Anzahl n Sehnen- bzw. Tangententrapeze wie
schon in 2.1.2 und 2.2.2 eingeteilt, weswegen die y-Werte ebenfalls iibernommen werden

in den Grenzen a = 1 und b = 3 angewen-

konnen.

f(1)=%=>yo f@):é:yl
f(2)=é=>y2=yn—2 f<2)=249=>y3=yn_1
B =15 = w =

Nun setzt man alle Werte in die Simpsonregel ein:

8Quelle: Analysis Zwei, Leistungskurs, S. 273f



b—a

Kn = = ((yo+yn) +4 41ty + 1) +2 (W2 + 90+ -+ yu2))
3—1/1 1 4 4 1
K S et . 4 — _ 2.
1= 3 (2+10+ (13+29)+ 5)
~ 11049
6 377
1049
= —  ~0.4
2262 0,4637

1
Der damit erhaltene Wert? ist erneut ein Niherungswert des Integrals / 152 dx .
x

Beim Vergleich mit dem in 2.1.2 bereits ermittelten exakten Wert A =~ 0,4636 stellt sich
heraus, dass der Naherungswert Ky erst ab der vierten Stelle nach dem Komma von dem
exakten Wert abweicht und damit nur etwas grofler ist. Durch die folgende Rechnung l&sst
sich die relative Abweichung bestimmen:

AA = K4 — Avyars = 0,4637 — 0, 4636 ~ 0, 0001

AA  0,0001
Aexakt B 074636

~ 0,0002157 = 0,02157 %

Da der Ndherungswert nur um 0,02157 Prozent vom exakten Wert abweicht wird deutlich,
dass man durch die Anwendung der Simpsonregel einen sehr guten Naherungswert fiir den
Inhalt einer Fléiche erhélt.

2.4 Keplersche Fassregel
2.4.1 Biographie von Johannes Kepler

Der Mathematiker Johannes Kepler ist am 27. Dezember 1571 in Weil, Wiirttemberg ge-
boren und verstarb am 15. November 1630.

Im Alter von achtzehn Jahren schrieb er sich an der Universitidt Tiibingen fiir die Stu-
diengéinge Theologie, Astronomie und Mathematik ein und erlangte nach zwei Jahren
den Grad des Magisters. Drei Jahre spéter zog er nach Graz, um dort Mathematik und
Astronomie zu unterrichten. 1596 veroffentlichte er sein erstes Werk “Mysterium cosmo-
graphicum®, in dem er seine Ideen zur Harmonie des Alls veranschaulichte, welche spéter
zu den Planetengesetzen fithrten.

Nach seiner Heirat 1597 verlief} er die Stadt und nahm eine Stelle als kaiserlicher Mathe-
matiker in Prag an. Im Jahre 1609 brachte er sein wichtigstes Buch “Astronomie Nova“ auf
den Markt, welches die ersten beiden Planetengesetze enthélt. Als 1611 ein Biirgerkrieg
ausbrach, bei dem er seine Frau verlor, zog Kepler nach Linz, um dort als Landschafts-
mathematiker zu arbeiten. Zwei Jahre spéter, bei seiner zweiten Hochzeit, ist er darauf
aufmerksam geworden, auf welche Art das Volumen von Weinfissern bestimmt wurde. So-
gleich widmete er sich der Volumenberechnung von Rotationskoérpern und verfasste etwas

9Quelle: Analysis Zwei, Leistungskurs, S. 274



spater das Buch “Nova Stereometria®“. Wahrend dieser Zeit entwickelte er die nach ihm
benannte Keplersche Fassregel, die heute noch bei der Integralrechnung verwendet wird.'°

2.4.2 Herleitungsmoglichkeiten

Die Keplersche Fassregel kann man unter anderem wie folgt herleiten:

Erste Herleitungsmoglichkeit:

Da die Simpsonregel nur fiir eine gerade Anzahl n Trapeze giiltig ist, kann man die zu
berechnende Fliache im einfachsten Fall in n = 2 Sehnentrapeze einteilen. Beim Einsetzen
dieser Anzahl der Trapeze in die Simpsonregel ergibt sich folgender Ausdruck:

b—a

K, = " (Yo +yn) + 41 + Y3+ o + Yno1) +2(Y2 + Y4 + - + Yn—2))
b—a

Ky = 3.72(3/04—41/1—!—3/2)

a
= T (Yo + 4y1 + y2)

Der auf diese Weise erhaltene Term!'! heifit Keplersche Fassregel, welche somit einen Son-
derfall der Simpsonregel darstellt. Die Namensgebung lésst sich dadurch erkléren, dass ihr
Begriinder Johannes Kepler sie fiir die Berechnung von Weinféissern entwickelt hat.

Zweite Herleitungsmoglichkeit:

Die Keplersche Fassregel ldsst sich auch aus dem folgenden Ansatz herleiten:

/h f@) o e f(0) +eaf (5 ) +eat ()
0

Dabei miissen die Koeffizienten so bestimmt werden, dass fiir f(x) = ™ die jeweils exakten
Werte fiir n = 0, n =1 und n = 2 bestimmt werden koénnen.

Zuerst werden die einzelnen Werte fiir n in das Integral eingesetzt:
h

n=0 = /:rod:r:[x]'g:h%cl-1+c2-l+03-1

0
h h
2 h2 h
n=1 = /xld:r:[a;] :?%c1-0+02-§+03-h
0 0

2Quelle: http://www.thg.aa.bw.schule.de/Notizbuch /numint /biographien.htm
1 Quelle: Material vom Fachlehrer, S. 237
12Quelle: Material vom Fachlehrer, S. 237



h h
3 h3 h2
n=2 = /xQd:p:[g] :§%cl-o+02'z+03-h2
0 0

Aus den drei auf diese Weise erhaltenen Gleichungen kann man ein Gleichungssystem
aufstellen, durch das man nun die drei unbekannten Koeffizienten bestimmen kann.

h = ci+co+cs
h? h
? = C2° 5 -+ C3 - h
h3 h?
3 = +c3 - h? Nun werden die einzelnen Gleichungen vereinfacht.
h = c1+co+c3
h2 C2
h3 C2
= Rl = = }2
3 < 1 + 63> |
h = c1+co+c3
h C2
7 — gt
h
3 = %2 +c3 Jetzt wird die dritte Gleichung von der zweiten subtrahiert.
h = c1+eco+ec3
h Co
7 ~ g te
h C2
T 2y
6 4 |
4h  2h
CH = — —= —
%6 3

Dieser Wert wird nun in die zweite Gleichung, welche nach cs aufgelost wird, eingesetzt.

o_h—ca_3h-2n_h
3T 79 T 3.2 T 6

Nun werden die Werte von ¢o und c3 in die erste Gleichung eingesetzt.

Die somit erhaltenen Werte fiir die Koeffizienten setzt man nun in den Ansatz ein:



%

/h f@) e ~ ef)+aof () +af®
0

Q

h 2h . (h h
10+ 2 (3) + 1)

h h
~ o (10 +ar(5)+sm)
Wenn man diesen Ausdruck mit der bereits hergeleiteten Keplerschen Fassregel
h—

Ky = Ta (yo + 4y1 + y2) vergleicht, kommt man zu dem Ergebnis, dass beide identisch
sind, wenn folgendes gilt:
h=b—a yo = f(0)

h
a=0 y=1f <2>
b=nh y2 = f(h)

2.4.3 Anwendung und Vergleich mit der exakten Berechnung

3
1
Das Integral / 152 dx wird nun mit Hilfe der Keplerschen Fassregel
x
; 1

Ky = %a (yo + 4y1 + y2) nidherungsweise bestimmt.

M@ =y

1
il flw) = 14 22
e
Yo
R Yo

r T T a :T xo T zjl T b T_ :I:2 T <

Wie man der Zeichnung entnehmen kann, wird die Fldche in zwei Trapeze eingeteilt. Aus
diesem Grund miissen folgende y-Werte berechnet werden:

1 1
f(l):§:>?/0 f(2):5:>y1
1
3)=— =
f(3) 0 Y2
Zur Berechnung der Fliche werden diese Werte in die Keplersche Fassregel eingesetzt:
b—a
Ky = 5 (yo +4y1 +y2)
31 (1+4 1+ 1)
6 \2 5 10

7
= — =~ 0,4667
15 ’
10



Der soeben ermittelte Niherungswert Ko ~ 0,4667'3 ist grofer als der exakte Wert
A ~ 0,4636 (siehe 2.1.2) des Integrals. Dies ldsst sich dadurch erkléren, dass die Fldchen
der beiden Sehnentrapeze grofler als die durch das Integral ermittelte Fliache sind.

Mit der folgenden Rechnung wird die relative Abweichung bestimmt:
AA =Ky — Aczait = 0,4667 — 0,4636 ~ 0,0031

AA  0,0031
Aczart  0,4636

~ 0,006686 = 0,6686%

Die relative Abweichung betragt ca. 0,6686 Prozent.

13ygl. Analysis Zwei, Leistungskurs, S.274
11



3 Volumenberechnung eines Fasses

3.1  Volumenberechnung eines gewdhnlichen Fasses
3.1.1 Berechnung durch Zerlegung in geometrische Figuren

Um das Volumen eines Fasses zu bestimmen, kann man dieses durch geometrische Figuren,
deren Volumenformeln bereits bekannt sind, annéhern.

Wie man den Graphiken entnehmen kann, wurde das Volumen des Fasses einmal durch
einen Zylinder und einmal durch zwei gleichgrofie Kegelstiimpfe angenéhert. Der Zylinder
entsteht dadurch, dass man durch den Punkt f(m) eine Tangente in den Grenzen a und b
legt und das dadurch entstandene Rechteck um die 2-Achse rotieren lasst. Wenn man zwei
Sehnentrapeze in die Fliche des Fasses einbeschreibt und diese um die x-Achse rotieren
lasst, dann erhélt man zwei Kegelstiimpfe.

Das Volumen des Zylinders® lisst sich folgendermafBen berechnen:

V=x-r2-h wobei r= f(m)
und h=b-—a

Nach dieser Formel betriigt das Volumen des Zylinders Vz = 7 - f(m)? - h.

Fiir das Volumen eines Kegelstumpfes? gilt:

1
V:§-7T-h(r%+r1-r2—|—r%)

wobei r1 = f(m) und 719 = f(a)= f(b)

Da bei dem ersten Kegelstumpf ro = f(a) ist, gilt fiir dessen Volumen folgende Formel:

1Quelle: Mathematische Formelsammlung fiir Gymnasien, S. 14
2Quelle: Mathematische Formelsammlung fiir Gymnasien, S. 14

12



Vi1 =

ro| >

(f(m)? + f(m) - f(a) + f(a)*)

T .

W =

Fiir das Volumen des zweiten Kegelstumpfes mit 7o = f(b) gilt demnach:

Vie =37+ - (PO + fm) - £ (8) + F0))

Um die Formel fiir das Gesamtvolumen zu erhalten, werden die Volumina der einzelnen
Kegelstiimpfe addiert.

Vicges = é -7 h (2 (m)? + f(m) - f(a) + f(a)* + f(m) - £(b) + f(b)?)

Nun werden Vz und Vi ges im Verhéltnis 1:2 miteinander verrechnet, da die Annéherung
durch zwei Kegelstiimpfe doppelt so genau ist wie die durch einen Zylinder.

1
VG = g (VZ + 2Vvngs)

3 6

Nach weiteren Vereinfachungen ergibt sich folgende Formel?:
1
Vo=g-m-h (5f(m)* + f(m) - f(a) + f(a)® + f(m) - f(b) + f(D)*)

Nun wird diese Formel auf folgendes Fass angewendet:

A\y f(a;):—é-x2+m

Diese Werte werden in die soeben ermittelte Formel eingesetzt.

1 3 3\ 2 3 3\ 2
=~ .14 .92 49. 2 e 2.2 2
Va 9 7 (5 + 2+(2> + 2+<2>>

122

Dieser Wert ist ein Ndherungswert fiir das Volumen des Fasses.
3.1.2 Berechnung mit Hilfe der Keplerschen Fassregel

Mit der Keplerschen Fassregel lassen sich nicht nur Flidchen, sondern auch Volumina be-
stimmen. Dies wird nun am Beispiel des in 3.1.1 verwendeten Fasses gezeigt.

3vgl. http://sneaker.cfg-hockenheim.de/referate/inhalt /fassvolumen/ seiten/kepler-h.html
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Wie man der Graphik entnehmen kann, ist die Querschnittsfliche des Fasses ein Kreis mit
dem Radius 7 = f(x). Da der Inhalt eines Kreises* A = 772 ist, gilt fiir die Querschnitts-
flache Q(x) folgende Formel:

2
Q@) = 7 (f@) =r (-5 +a)
@x2(x—8)2

Der Graph dieser Funktionsgleichung in den Grenzen a und b sieht folgendermafien aus:

_ T 2 2
1Q(z) Q(m) Qx) = 61 ® (z —8)
1 Qa | Q(b)
S
i Ia T 7I/n T Ib T 7

Nun wird die Flache unter dem Graphen in den Grenzen a und b mit Hilfe der Keplerschen
h—
Fassregel Ky = Ta (yo + 4y1 + y2) néherungsweise bestimmt. Dabei gilt:

Q=) =5 72w  Qm)=QU =17y

QB =Q6) = 7 7= 1

Wenn man diese Werte in die Keplersche Fassregel einsetzt, ergibt sich daraus folgender
Ausdruck:

b—a

Vk = Ky = T(yo+4y1+y2)
6—2 /9 9
41

= 5w~ 42,9351

4Quelle: Mathematische Formelsammlung fiir Gymnasien, S. 13
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Das Ergebnis dieser Rechnung ist ein Ndherungswert fiir das Volumen des oben genannten
Fasses.

Wie man an der Rechnung sehen kann, wurde hier mit der Keplerschen Fassregel keine
Fliache, sondern ein Volumen berechnet. Dies lédsst sich dadurch erklaren, dass in die-
sem Beispiel die Keplersche Fassregel nicht auf den Graphen von f(z) , sondern auf den
Graphen von Q(x) angewendet wurde. Diese Funktion gibt die Inhalte aller Querschnitts-
flachen des Fasses wieder, z.B. ist der Wert von Q(2) der Inhalt der Querschnittsfliche
an dieser Stelle. Um das Volumen des Fasses zu erhalten, muss man die Inhalte aller
Querschnittsflichen addieren, was hier mit Hilfe der Keplerschen Fassregel geschieht.

3.1.3 Vergleich der Ergebnisse mit der exakten Berechnung

Um die in 3.1.1 und 3.1.2 bestimmten Ndherungswerte mit dem exakten Wert des Fassvo-
lumens vergleichen zu kénnen, muss dieser erst einmal ermittelt werden. Dies geschieht
dadurch, dass man die Funktion Q(z) der Querschnittsflichen in den Grenzen a = 2 und
b = 6 integriert.

6 6
_ _ [T 20 )2
vV = 2/Q(m)dac—Q/M:c(x 8)° dx

6
i 4 3 2
= — —1 4
64/(3: 6x” 4 6427) dz
2
w1l 16 , 64 3}6
- 64[596 1T TR,
203
= 2.1 ~42,5162
5 T ,016

Dieser Wert ist der exakte Wert des Volumens. Wenn man ihn mit den in 3.1.1 und 3.1.2
ermittelten Ndherungswerten vergleicht, kommt man zu dem Ergebnis, dass beide Néhe-
rungswerte grofler als der exakte Wert sind. Dabei fillt auf, dass der durch geometrische
Figuren ermittelte Naherungswert Vg genauer als der mit Hilfe der Keplerschen Fassregel
bestimmte Wert Vi ist. Im Folgenden wird die relative Abweichung beider Naherungswer-
te vom exakten Wert berechnet.

AV = Vg — Vigarr = 42, 5860 — 42,5162 ~ 0, 0698

AV 0,0698
Vepakt 42,5162

~0,001642 = 0,1642 %

Die relative Abweichung des Naherungswertes Vg vom exakten Wert betriagt 0,1642 Pro-
zent.

AV = Vie — Vigars = 42,9351 — 42,5162 ~ 0, 4189

AV 0,4189
Vepakt 42,5162

~ 0,009853 = 0,9853 %

Der Néherungswert Vi weicht um 0,9853 Prozent vom exakten Wert ab.

Daraus geht hervor, dass Vg um 0,8211 Prozent genauer als Vi ist.
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3.2 Volumenberechnung eines Fasses mit kreisférmigen Dauben
3.2.1 Berechnung durch Zerlegung in geometrische Figuren
Im Folgenden wird das Volumen eines Fasses mit kreisférmigen Dauben bestimmt.

Y
=vr-2 r=>5

bl lal _
2

h=la|+|b] =8

0

* fla) = f(=4) =3
f(b)=f(4)=3
f(m) = f(0) =5

Da die Dauben kreisférmig sind, werden sie durch die Kreisfunktion f(x) = v/72 — 22 be-
schrieben, die man wie folgt herleitet:

Durch den Satz des Pythagoras gilt:
| o

Um das Volumen des Fasses néherungsweise zu bestimmen, wird nun die in 3.1.1 bereits
hergeleitete Formel verwendet.

Vv = oomh (5f(m)? + f(m) - fla) + f(a)* + f(m) - f(b) + f(b)?)

m-8(5-5°+5-34+32+5-3+3%

1384
= 3978-7r%483,107

Dies ist ein Naherungswert fiir das Volumen des oben genannten Fasses.

1
9
1
9

3.2.2  Vergleich mit der exakten Berechnung
Um den in 3.2.1 bestimmten Naherungswert Vy mit dem exakten Wert fiir das Volumen

des Fasses vergleichen zu kénnen, muss dieser erst ermittelt werden. Dazu wird die Quer-
schnittsfliche Q(x) des Fasses integriert.
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Wie man der Zeichnung entnehmen kann, ist die Querschnittsfliche Q(z) ein Kreis mit
dem Radius » = f(z). Da die Formel fiir einen Kreisinhalt® A = 7 - r? lautet, gilt fiir die
Querschnittsfliche Q(z) folgender Ausdruck:

Q@) = m-(f(2))

b
Nun wird das Volumen mit Hilfe des Integrals V' = / Q(z) dx berechnet, wobei die in

a
3.2.1 ermittelten Werte fiir die Grenzen a und b und den Radius r iibernommen werden.
4
V = /ﬂ(52—:z:2)da;
—4

1 4
=7 [251‘ - = :c?’}
S

472
= a2 - R 494,277
3
Beim Vergleich des soeben berechneten exakten Wertes mit dem Néherungswert Vi fallt
auf, dass der Naherungswert kleiner als der exakte Wert ist. Im Folgenden wird die relative

Abweichung der Werte bestimmt.

AV = Vigart — Viy = 494,277 — 483,107 ~ 11,17

AV 11,17
= ’ ~ 0,02259 = 2,259 %
Vegakt 494,277 ’

Der Nédherungswert weicht um ca. 2,259 Prozent vom exakten Wert ab.

®Mathematische Formelsammlung fiir Gymnasien, S. 13
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4 Schlusswort
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