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1 Einleitung

1.1 Vorwort

Diese Seminararbeit setzt sich damit auseinander, wie sich der Ausfluss von Wasser aus ver-
schieden geformten Korpern in Abhéngigkeit von der Zeit verhélt. Fiir diese Untersuchungen
werde ich ausgewahlte Gesetze der Stromungsmechanik herleiten und verwenden.

1.2 Vorbereitung

Anfangs galt es, fiir dieses Thema Informationen zu sammeln, was sich als duflerst schwierig
erwies. Es ist nur wenig fiir mich geeignete Literatur zu finden, die sich mit diesem Teilbe-
reich der Strémungsmechanik beschéftigt. Die Stromungsmechanik spielt eine immer grofer
werdende Rolle, was man einem Zitat der Technischen Fakultdt der Friedrich-Alexander-
Universitdt! entnehmen kann: ,Die Bedeutung stréomungsmechanischer Untersuchungen, ge-
koppelt mit Wérme- und Stoffiibertragung, macht es heute erforderlich, die Behandlung
solcher Vorgédnge mit modernen experimentellen und numerischen Methoden anzugehen.
SchlieBlich stellte sich folgende Frage: Ist es moglich, anhand einer von mir aufzustellenden,
allgemein geltenden Ausstromungsfunktion Riickschliisse auf die Form des Ausflusskorpers
zu ziehen. Zunichst beschéftigt sich diese Arbeit mit dem Zylinder, um anhand dieses relativ
einfachen geometrischen Korpers die Verwendung der Stromungsgesetze zu erproben. Spéter
werden auch andere geometrische Korper behandelt. Zentrale Betrachtung wird sein: Wie
verandert sich der Fiillungszustand in Abhéngigkeit von der Zeit.

"http://bionik.fbsm.hs-bremen.de/downloads/news/2009-Stroemungsmechanik-erlangen.pdf
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2 Ausflussvorgang bei konstantem Querschnitt

2.1 Herleitung

Um die Formel fiir den Ausflussvorgang herleiten zu kénnen,
muss man zunéchst die Zusammenhénge zwischen der Was-
serstandshohe h, der Ausflussgeschwindigkeit v, dem Volu-
men des ausgeflossenen Wassers AV und der Wasserober-
fliche @@ beim Ausfluss aus einem Behéltnis in Gleichun-
gen darstellen. Durch Verwendung verschiedener Formeln
soll der direkte Zusammenhang zwischen der Zeit ¢ und der
Wasserstandshohe h gezeigt werden.

(I) Die Geschwindigkeit, mit der das Wasser den Behélter
verldsst (egal ob horizontal oder vertikal), ist gleich der Ge-
schwindigkeit, die ein Wasserteilchen beim Fall von der Was-
seroberfliche zum Boden des Behilters, also auf der Stre-
cke h erreichen wiirde. Es gilt dann fiir die Geschwindigkeit
(geméB Gesetz von Evangelista Torricelli (1608 - 1647)):

v=+/2g-h  g= Erdbeschleunigung

(IT) Die Menge des ausgeflossenen Wassers V' lésst sich {iber
die Querschnittsfliche () und die sich zur Zeit ¢ &ndernde
Hohe h bestimmen:

AV = Ah-Q

(ITT) Uber den Abfluss lisst sich ein zweitesmal die Men-
ge des ausgeflossenen Wassers bestimmen, denn das Wasser
verldsst den Korper in Form eines Zylinders, mit der Quer-
schnittsfliche ¢. Die Geschwindigkeit v bleibt in der Hori-
zontalen wie beim ,, waagerechten Wurf* konstant.

Das Volumen ist dann:

AV =¢q-As  As Linge der Ausflusssiule

(IV) As wird ersetzt durch:

v=As/At = As=wv-At

v wird jetzt durch (I) ersetzt:

As=+/2g-h-At
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Man erhélt durch Gleichsetzen von (II) und (III) und Ersetzen von s die Gleichung:

Q- -Ah=q-v2g-h-At

Durch Umformen dieser Gleichung und Ersetzen des Differenzenquotienten durch den Diffe-
rentialquotienten ergeben sich folgende Ausfithrungen:

Q-Ah=q-\2g h-At — %:q'\é@.\/ﬁ
. dh
Ah _ H1
%g% At dt

Indem At gegen Null strebt, ndhert sich der Quotient % der Steigung % der Funktion

an der Stelle ¢ an.
Fir T kann man A/(t) schreiben und erhiilt eine Differentialgleichung 1. Ordnung.

In dieser Gleichung ist Q\gﬁ eine Konstante. Also kann man sie durch k ersetzen und so
die DGL! zum Lésen vereinfachen:

() =k - /h(t)

! Differentialgleichung



2.2 Losen der Differentialgleichung

Die Differentialgleichung fiir den Vorgang ist hergeleitet. Doch welche Funktion erfiillt die
gestellte Bedingung?

Man schaut sich dazu zunéchst einmal den Graphen eines Fliissigkeitsablaufes an und stellt
zusétzlich drei Funktionen (e-Funktion, quadrat. Funktion, Wurzelfunktion) mit den fiir die
Messwerte ermittelten Parametern? dar. Erste Annahmen iiber die Eignung dieser Funktionen
lasst dies zu:

Messwerte:(x)

Zeit | Hohe

0 16

0,5 | 15,1 y in cm

1 14 4

1,5 | 13,15 ;

2 12,2 i

25 | 11,4

3 10,55 i

3,5 | 9,85 .

P ] h(t) = —0, 0487 + 16, 0847 - ¢ 01601t
4,5 |84 . ) )

5 7.7 4

6 6,5 1 g(t) =0,0577 - t> — 1,8806 - t + 16
7 | 545 i ;\/

S §:§5 T O d(t) = —2,529 - \/T + 2,2288 4 12,2245
10 |31 1

11 |25 .

12 {205 1

13 | 1,65 .

14 |14 i

15 1,2 i

6 |1 |

17 109 |

18 | 0,85

.’7 .
t In min

Wie in der Graphik zu sehen, sind die e-Funktion und die Quadrat-Funktion der Kurve der
Messwerte am dhnlichsten. Die Wurzelfunktion reifit jedoch vollig aus. Sie verlduft nicht ein-
mal durch den Funktionswert zum Zeitpunkt Null, obwohl dieser auch ins Gleichungssystem
der Wurzelfunktion eingesetzt wurde.

Aber welche der Funktionen erfiillt nun die DGL?

2die Parameter der Funktionen wurden mit Maple bestimmt
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(I) Die e-Funktion:
Es gilt b/(t) = k-+/h(t) fiir die DGL. Also ergibt die Funktion h(t) = a+b-e® und ihre
Ableitung h/(t) =b-c-e? eingesetzt in die DGL:
b-c-et=k-vVa+b-et
Zunichst vereinfacht man die Gleichung und quadriert diese, um die Wurzel zu entfernen:

b2_c2_620t:k2_(a+b_ect)

Hier wére bereits die Gleichung nicht erfiillt. Denn bei a # 0 wiirde sich die Funktion auf der
y-Achse verschieben. Fiir a = 0 gilt:

b2 . C2 . cht — k‘2 . (b . 6ct)
b2-202 . e2ct = b.et
T =
b2-2c2 . 62ct —_ph-et = 0
T =
2.2
ect . (bk; el b) = 0

Die Klammer muss nun gleich Null sein, denn e # 0:

2.2
bkg et—b = 0
t k2
e bz

Dab- % konstant ist, ist die Gleichung nicht erfiillt und die Funktion
h(t)y=a+0b-e?

realisiert die DGL nicht.

(II) Die Quadratische Gleichung
In Anlehnung an die Uberlegungen zur e-Funktion folgt hier:

2-a-t+b = —k-va-t2+b-t+c

4-a2 2 +4a-t- b+ = —k*-(a-t2+b-t+c)

Durch Umformen obiger Gleichung folgt:

4-02 22—k . a-®+4a-t-b—kZ2-b-t+b2—k*-t =
t?2- (40> — k% -a)+t-(4-a-b—K*-b)+(b+k?>-¢c) = 0

o

Der Wert jeder Klammer muss Null sein, um die Kondition einzuhalten:



462 —k*2-a = 0
2 _  k%a
a- = 73
R
a = 7

a kann die Bedingung fiir die Klammer erfiillen, ist jedoch an k gebunden, sodass folgendes
gilt:

Q

ﬁ

S}
M

IS
I
W~

ha
™)

&
B

S

I
SRS
2

4-a-b—k*-b=0
b-(4-a—k?)=0

Die Bedingung ist erfiillt, wenn a) erfiillt ist.
c)

-k c
2 = —k2.¢

Il
o

= Die Quadratische Funktion erfiillt die DGL solange ¢ > 0 ist.

(IIT) Die Wurzel-Funktion :

dity=a Vithte = d(t)=;2

Durch Einsetzen in die DGL folgt:

S = k-Va-Vt+b+c

t+b
CI2
m = k-(a\/t+b+c)

2

2y = (t+b)-(a-Vt+b+o)

Diese Gleichung ist nicht erfiillbar. Die Wurzel-Funktion kann die DGL nicht erfiillen und
bestétigt die Vermutung, die aus dem Graphen hervorging.



2.3 Anwendung und Nutzbarkeit der Funktion

Wie eben bewiesen, erfiillt die Funktion ¢(t) = a -t? +b-t + ¢ die
DGL. Sie kann also den Ausflussvorgang beschreiben, aber nur so-
lange es sich um einen Ausflusskérper mit gleichbleibenden Quer-
schnitt handelt. Es konnte also auch ein Quader sein, aus dem die
Fliissigkeit austritt, da auch bei diesem Korper die Querschnitts-
fliche konstant bleibt. Fiir die Parameter sind feste Bedingungen
gegeben. ¢ muss die Starthohe sein, denn ¢(0) muss groBer Null sein
und den Startwert definieren. Da die Parabel nach oben geoffnet
ist, muss a > 0 sein. b muss kleiner als Null sein, denn der Schei-
tel der Parabel ist nach rechts verschoben. Man kann jetzt nach
dem folgenden Schema die Ausstromungszeit errechnen. Als erstes
bestimmt man dazu die Werte der Funktion: _

r =4,3cm ro = 0,08cm g=981-7,.60% h(0) =16

min

Der Wert von ¢ kann sofort bestimmt werden, da der Funktionswert zur Zeit Null 16 sein
muss. ¢ = 16

Fiir die Parameter a und b waren Bedingungen iiber k festgelegt, somit gilt fiir &:

&
Q

k:qQ qg=m-15

0,8
= 2981, 602 (Ymmy:

. U 2
Fiir a gilt: a = 7

0,91992
1
a =~ 0,21156
Fiir b gilt: b2 = k% - ¢

v? 0,9199% - 16

0,9199 - 4

~
~
~
~

Da beim Quadrieren von b das Vorzeichen verschwindet, muss ein Minus ergédnzt werden, da
b < 0 sein muss:

b~ —3,6796

Die Funktion ¢(t) (Wasserpegelstand in Abhéngigkeit von der Zeit) lautet nun:
8



q(t) = 0,21156 - t2 — 0,9199 - ¢t + 16

Um nun die Ausstromzeit zu errechnen, kann ¢(t) entweder mit Null gleich gesetzt werden oder
die allgemeine Bedingung fiir den Scheitel verwendet werden, da der Scheitel die Nullstelle
ist.

Einsetzen:

~
|
0 o
oyr

N

Nach 8,7 min wire damit der Ausstromvorgang abgeschlossen. Doch warum herrscht eine
so starke Divergenz zwischen dem errechneten Ergebnis und dem experimentell bestimmten.
Die grofite Fehlerquelle ist voraussichtlich das Ausstromloch. Wenn der hydrostatische Druck
kleiner wird, flieBt das Wasser gegen Ende des Ausflussvorganges tropfchenweise. Dies ist
der Grund, dass die Messwerte nie den Wert Null erreichen. Desweiteren wurden Wieder-
stand, Viskositéit und die Umwandlung von potentieller Energie® in kinetische Energie* vollig
vernachlissigt. Dies sind Faktoren, die dem Stromungssystem Energie entziechen und so den
Vorgang verlangsamen. Hier noch einmal die Funktion im Vergleich zur Kurve der Messwerte.

3ist in diesem Fall die Hohe h, aus der sich das Wasser bis zum Loch bewegt.
4die Geschwindigkeit, mit der das Wasser aus dem Loch austritt.

9



3 Ausflussvorgang bei variierendem Querschnitt

3.1 Herleitung

Ich betrachte zunéchst einen konischen Korper mit der -
Flichenfunktion Q(h), zum Beispiel einen Kegel. Alle Uber- w delta h

legungen, die bereits zum Zylinder gemacht wurden, lassen
sich nun auf den Kegel {ibertragen. Die Geschwindigkeit v
ist nach dem Gesetz von Torricelli in Abhéngigkeit von der

Hohe zu sehen, somit gilt: v(t) = /2 - g - h(t).

Fiir den Ausfluss gilt AV = g-v(t)-At wie zuvor, denn ¢ bleibt konstant. Nur der Schwund (das
aus dem Kegel abflieBende Volumen) ist abhéngig von der Flachenfunktion AV = Q(h) - Ah.
Gleichsetzen der Volumina und Ersetzen von v ergibt:

g-o(t)-At = Q(h)-Ah

’U()
q-v/2-g-h(t)-At = Q(h)-Ah

Diese Formel bedeutet, dass der Vorgang, der eigentlich dynamisch ablauft, jetzt in den
Intervallen At und Ah betrachtet wird. Bei der Losung wiirde es sich also nur um eine
N#herung handeln, die umso genauer wird, je kleiner Ah gewéhlt wird. Um eine exakte
Losung zu bekommen, ldsst man Ah gegen Null streben.

g 1 . .
At = T Q(h) lAh
At = S=-Q(h) J-Ah
lim
h—0

ha 1
e, Q0 g b

Um die Ausstromzeit des Wassers aus einem Korper zu bestimmen, muss man die Grofle des
Austrittsloches, Ausgangspegelstand (hg) und die Flichenfunktion beriicksichtigen.
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3.1.1 Fiir den Kegel

Es gibt eine zweite Moglichkeit die Formel herzuleiten. Unter

Anwendung des Strahlensatzes gilt Folgendes: % = % =

d(h) = do - 4

Die Gleichung Q(h) = 7r~(%-do-HL0)2 , beschreibt die Fliche des Wasserspiegels in Abhéngigkeit
von der Hohe in einen Kegel. Durch Einsetzen dieser Formel in die allgemeingiiltige Formel
der Ausstromzeit ergibt sich folgende Formel:

h
.d2 * 3
t=_——_"% . hz dh
4~H§-q-«/2-g ho

3.2  Anwendung

Um die Ausflusskurve verschiedener Korper darstellen zu
koénnen, muss man zunéichst deren Flachenfunktion aufstel-
len. Dazu lésst sich der rotationssymmetrische Korper par-
allel zur Rotationsachse durchtrennen und dann auf die
x-Achse legen. Jetzt lasst sich die Funktion fiir den Radi-
us bestimmen. Um zu Vereinfachen werden im Folgenden
die MafBleinheiten vernachléssigt. Somit hat nebenstehender
Kegel die Hohe 2 und den Radius 0,5, somit lautet die Funk-
tion fiir den Radius:

r(h) = 0,25 h

Um die Flachenfunktion zu bekommen, wird bei jedem h-
Wert ein Kreis mit dem Radius r(h) gezogen. Die Fliche
jedes Kreises ist nach der Formel Ag,eis = 7 - 72

Q(h) =7m-(0,25-h)? 1

Q(h) kann in die Formel fiir den Ausfluss eingesetzt werden. w w w ae
q soll 0,5 sein. Q

h
1 1
t = 1.7-0,252 . h2 . dh
05325, "R |

Hier ist 7 - 0,252 bereits ausgeklammert und bleibt, da es :
eine Konstante ist, beim der Integration erhalten.
+ = 170,252 (% .9

o 075m ' )
Mit g =9, 81 sieht die Funktion aus wie folgt: h
11

N
N

-h

(S]]




=
>

~

=

h t(h)

Aus diesem Diagramm l&sst sich schlecht erken-
nen, wie sich der Fliissigkeitsstand verhélt. Um
die Anschaulichkeit zu verbessern, werden die
Achsenbeschriftungen vertauscht.

3.3  Weitere Korper

(I) Ein Glas mit dem Umriss einer Parabel:

QMh)="h-7 h
q=0,3 h=20
1 2 3 2 3

(IT) Die Kugel:

Th)

12



3.4 Linearer Ausfluss

Mehrere Korper wurden untersucht und ihre Ausflusskurven bestimmt, doch bei keinem dieser
Ausflussvorgénge verhielt sich die Zeit proportional zum Fliissigkeitsstand. Wie miisste dieser
Korper aussehen?

Die Funktion zu t wiirde lauten.

t(h):q.\}ﬂ-(k-ho—k-hx)

Das bedeutet, dass vor dem Integrieren nur Konstanten vorhanden sein diirfen. Im Integral
muss sich ﬁ wegkiirzen mit der Flachenfunktion Q(h).

o 1
h)- — dh
. Q) -

h
@ 1
k-vVh-—dh
Ju 5
Die Flichenfunktion muss Q(h) = k - v/h lauten. Da Q(h) = (r(h))? - 7 gilt, muss r(h) =
\/g -vV/V/h sein, beziehungsweise 7(h) = k - v'h. Durch Bildung der Umkehrfunktion wird die

Silhuette des Ausflusskorpers aufgerichtet. Sie lautet h(7)ksrper = r*- k. Der Korper sieht wie
folgt aus:

=
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4 Schluss

4.1 Zusammenfassung

Am Anfang meiner Arbeit war mir noch nicht klar, womit ich mich beschéftigen wiirde. Ich
arbeitete also meine Informationen zu diesem Thema durch und verschaffte mir einen Uber-
blick. Anschlielend iiberlegte ich, in welchem Spektrum sich meine Arbeit bewegen sollte.
Dann begann ich in reproduktiver Arbeit den Ausstromvorgang am Beispiel des Zylinders
klar zu verdeutlichen. Dies geschah sehr ausfiihrlich. AnschlieBend beschiftigte ich mich mit
den Ausstromvorgingen bei Korpern mit variierendem Querschnitt, versuchte Formeln zu
erarbeiten und diese auf ihre Tauglichkeit zu tiberpriifen. Schliellich gelang es mir, anhand
der allgemeingiiltigen Formel fiir die Ausstromzeit einen Korper darzustellen, dessen Wasser-
standshohe bei der Leerung linear abnimmt. Aus Zeitmangel mussten weitere Betrachtungen
unterbleiben. Uberlegungen zur Viskositiit der Fliissigkeiten oder zu weiteren Kérpern und
auch zu wechselnden Druckverhiltnissen wiren gewiss interessant gewesen.

4.2 Resiimee

Fiir meine Arbeit wiren weitere Betrachtungen interessant gewesen, in denen ich eine all-
gemeingeltende Formel hétte erstellen kénnen, in der h abhéngig von ¢ ist und nicht umge-
kehrt. Weitere Uberlegungen zum Kérper mit linear abnehmendem Wasserpegelstand wéren
ebenfalls eine Herausforderung, insbesondere wenn man den Boden des Korpers unter Beibe-
haltung der Grofie der Ausflusséffnung in unterschiedlichen Hohen ansetzt. Welche Auswir-
kungen hétte dies auf die Stromungsgeschwindigkeit?
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