Erwartungswert der Binomialverteilung

Wir betrachten eine Bernoulli-Kette der Linge n = 3 1 1 1 p
und bestimmen den Erwartungswert der Zufallsvariablen X (w), <><><>
die die Anzahl der Treffer (Einsen) angibt, z.B. X(1,0,1) = 2. 5 5 5 q
Wl = , U, L\\
W = s Yy ¢ o0
w3 = s Ly ¢
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Mit der Verteilung der Zufallsvariablen X kann der Erwartungswert miihelos berechnet werden.

E(X) = 0-¢+1-3pg®>+2-3pq+3-p?
= 3p(¢® + 2pq +p°)
—_———
2
= Jp (7+p) beachte: p+q =1

Es ist zu vermuten, dass fiir eine Bernoulli-Kette der Lénge n gilt: FE(X) =np
und dass dieses Ergebnis dadurch zustande kommt, dass der Erwartungswert fiir eine Bernoulli-Kette
der Lange n = 1, ndmlich p, nur mit n multipliziert wird.

Zerlegen wir daher die Zufallsvariable X in: X = X7 + X9 4+ X3

oder mit Argumenten: X(w) =X1(w) + Xo(w) + X3(w),
wobei X;(w) die i-te Stelle von w angibt. Fiir X (wie auch fiir Xo, X3) gilt: k | 0] 1]
Damit ist E(X;) = p PXi=k) | g | p|

und E(X) = E(X1)+E(X2)+E(X3) == 3p,

das Allgemeine in dieser Uberlegung ist nun zu erkennen.
Jedoch ist die Begriindung noch nicht ganz vollstéindig, es fehlt der Nachweis der Linearitét:

E(Xl + X2 + Xg) = E(Xl) =+ E(Xg) + E(Xg)

Seien daher X und Y zwei beliebige Zufallsvariable auf €2, zu zeigen ist: E(X +Y) = E(X)+E(Y).
Aus der obigen Verteilungstabelle von X ist ersichtlich, dass der Erwartungswert auch mit

E(X) = X(w1)-p1 + X(ws)-p2+ ...+ X (wy) -pn errechnet werden kann (z.B. ist 3p?q die Summe der
Wahrscheinlichkeiten dreier Elementarereignisse). Mit der Tabelle kann  E(X +Y) = E(X) + E(Y)
nun leicht eingesehen werden.

Elementarereignis w1 ) w3 . Wn
Wahrscheinlichkeit von w; || p1 P2 3 DPn
X (w;) 1 To T3 Ty
Y (wi) (0 Y2 | Y3 | Yn
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Namlich:

EX+Y) = (xi4+w1) m+(z2+y2) -p2+ .. +(xn+yn) Dn
= x1-prt+ax2-prt+..+2p-Pn + Y1-P1+HY2-P2+ ... +Yn Pn

n'g

= E(X) + EY)



