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+ Sigma-Umgebung

Vergleichen wir die beiden Binomialverteilungen:

n = 30 0.2
p=20,
(z.B. 30-maliges Werfen einer m
Miinze, X Anzahl von “Zahl®) T 10 5 20
0,2
n = 20
p=20,75

Der Erwartungswert beider Binomialverteilungen betrégt 15. Jedoch sind die Wahrscheinlich-
keiten, mit denen die Zufallsvariable X um den Erwartungswert streut, verschieden.

Wie weit darf die Zufallsvariable vom Erwartungswert héchstens abweichen, damit kein Zweifel
an der Unverfélschtheit der Miinze (allgemeiner: an der zugrundegelegten Wahrscheinlichkeit)
berechtigt ist? Um solche und &hnliche Fragen beantworten zu kénnen, benttigen wir zunéchst
ein Maf fiir die Streuung um den Erwartungswert.

Wenn wir die Binomialverteilung durch eine symmetrische Kurve anndhern, so charakterisiert
die Lage der beiden Wendepunkte die Streuung um den Erwartungswert.

Der Abstand vom Erwartungswert zur z-Koordinate eines
Wendepunkts heifit daher Standardabweichung und wird
mit o (lies: sigma) bezeichnet.

Mit Mitteln der Analysis kann o = +/n-p-q

bestimmt werden.

20 K 20
95,4 %

w—20c w+20

1. Bestimmen Sie fiir p = 0,5 und n = 20 (50) die 20-Umgebung des Erwartungswerts (den 20-
Streubereich). Mit welcher Wahrscheinlichkeit liegen die Werte von X in dieser Umgebung?

2. Jede Woche werden beim Lotto 6 aus 49 ca. 90 Millionen Tipps abgegeben. Wie viele Tipps
mit 6 Richtigen werden dabei sein? (Wahrscheinlichkeit fiir 6 Richtige betrigt 1/13 983 816)

3. Ein ungewohnlicher Knabeniiberschuss beschéftigte 1982 in Bonn die Mediziner. Es wurden
2762 Jungen und 2494 Médchen geboren. Liegt hier eine signifikante (bedeutsame) Abwei-
chung vom bisherigen Anteil der Jungengeburten von 51,4 % vor?

T © Roolfs
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1 o-Umgebung  Ergebnisse

n ‘ 0 ‘ o ‘ 20-Umgebung ‘ 30-Umgebung
01224 6, .., 14 4, ..., 16
18, ..., 32 15, ..., 35

In der 20-Umgebung sind alle Stichprobenergebnisse - und diese sind stets ganzzahlig -
aus [ — 20 | p+ 20], d.h. es wird hier “nach innen* gerundet.

n ‘ Wahrscheinlichkeit
20 0,959 0,997
50 0,967 0,997

Trotz der Unterschiede im Stichprobenumfang n sind die Wahrscheinlichkeiten
fiir die o-Umgebungen ungefiahr gleich.

Auch wenn wir die zugrundegelegten Trefferwahrscheinlichkeiten variierten,
ergibe sich kein anderes Bild.

Fiir n-stufige Bernoulli-Versuche gilt, falls die Laplace-Bedingung o > 3 erfiillt ist:
Die Wahrscheinlichkeit (genéhert), dass die Anzahl der Treffer in der

lo-Umgebung liegt, betragt 68,3% =~ % (lo-Regel), normaledf(—1,1)
20-Umgebung liegt, betrégt 95,4 % (20-Regel), normalcdf(—2, 2)
30-Umgebung liegt, betrigt 99,7 % (30-Regel). normalcdf(—3, 3)
. i = 6,44
o =254
[ — 20 =1,36
[+ 20 = 11,51

20-Umgebung = [2,11]

. = 2701,58
o = 36,23

L — 20 = 2629,11
[+ 20 = 2774,05

20-Umgebung = [2630, 2774]

Das Ereignis ist nicht ungewhnlich.
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+ o-Umgebung mit der Normalverteilung

Die (Dichte-)Funktion ¢, , der Normalverteilung ergibt sich aus der GauBischen Glockenkurve ¢
durch Strecken und Stauchen um ¢ und verschieben um p (sieche Normalverteilung).

Einem z-Wert entspricht k£ = pu + zo.

Hierbei geht 0 in g tiber und das Intervall [—1, 1] in die o-Umgebung |1 — o, pu + o] von p.

k=p+zo
— k—pu=z0
k—

<~ zZ = L
o

Zur Berechnung von Wahrscheinlichkeiten kann daher stets die Gaufische Glockenkurve
herangezogen werden.

kann entfallen

PN
Plu—o<k<p+o) =0683%~ % P(—1 <z <1) =normaledf(—1,1,0,1)
P(p—20 <k<pu+20) =954% P(—2 < z < 2) = normalcdf(—2, 2)
P(u—30c <k<pu+30) =99,7% P(—3 < z < 3) = normaledf(—3, 3)

Fiir n-stufige Bernoulli-Versuche gilt, falls die Laplace-Bedingung o > 3 erfiillt ist:
Die Wahrscheinlichkeit (genéhert), dass die Anzahl der Treffer in der

lo-Umgebung liegt, betrigt 68,3 % ~ % (1o-Regel), normalcdf(—1, 1)

20-Umgebung liegt, betréagt 95,4 % (20-Regel), normalcdf(—2, 2)

3o0-Umgebung liegt, betragt 99,7 % (30-Regel). normalcdf(—3, 3)
T © Roolfs



+ zo-Umgebung

Die Sicherheitswahrscheinlichkeit a (z.B. 98 %) sei vorgegeben.
Gesucht ist das Vielfache z von o, so dass die Wahrscheinlichkeit des Bereichs [ — zo | p + z0]
a betrigt. X weicht dann mit Wahrscheinlichkeit o hochstens um zo vom Erwartungswert p ab.

nw—zo wHzo

z wird mit der Normalverteilung ermittelt.

Y

1 [0 -1,1 o —1 1+a

Pl2)=5+5 = 2=P (5+5)=0 (=) a |z
0,90 |1,64
0,95 1,96
0,954 |2

Beispiel: 0,99 |2,58

n = 500 0,997|3

p=0,5

a=98%

w =250

o =11,18

2z =233 —z = invNorm(0,01)

224, 276]

Dieser Bereich kann mit dem GTR auch direkt ermittelt werden:
2239 = inVNorm(O.Q.l, 250, 11.18) und 276,0 = invNorm(0.99, 250, 11.18),
jedoch ist die obige Uberlegung zur Berechnung von Konfidenzintervallen niitzlich.

T © Roolfs
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+ Sigma-Regeln

w— i,640 o o+ i,64a

1 — 1,960 ¥ 1+ 1,960

© Roolfs




+ 0-Regeln, Prognoseintervall

Fiir n-stufige Bernoulli-Versuche, p=mn-p, 0 = +/n-p- (1 —p), gilt,

falls die Laplace-Bedingung o > 3 erfiillt ist:

(Ist X eine normalverteilte Zufallsgrofle, so gilt:)

Plu—o0 <X <pu+o)~683%~ 2

Plp—20< X < pu+20)=954%

P(p—30 <X < pu+30)=99,7%

P(p— 1,640 < X < pu+ 1,640) ~ 90,0%
(1 — 1,960 < X < p+1,960) ~ 95,0%
(1 — 2,580 < X < pu+2,580) ~ 99,0%

P
P

Fiir eine Punktschédtzung wird der Erwartungswert bestimmt: u=n-p

Ein Prognoseintervall [ — zo; p + zo| wird mit den o-Regeln ermittelt.

n =100, p=02
w =20 o=4
[ —1,960; u+ 1,960] = [12,16; 27,84]
Das 95 %-Prognoseintervall ist [12; 28].

Mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 95 % wird man mindestens 12 und hochstens 28
Treffer erzielen. Im Sachkontext wurde nach aufien gerundet, P(12 < X < 28) = 96,7 %.



T Wie wirkt sich eine Vergroflerung von n auf die Gréfle der 20-Umgebung aus?

p—20 20 a 20 p+20

- 954% —

Nehmen wir an, n werde verzehnfacht.

Die Standardabweichung betréigt dann

oc*=+y10-n-p-q

=4+/10-0

Die Grofle der 20*-Umgebung unterscheidet sich also von der 20-Umgebung um den Faktor +/10.
Fiir die Grafik wurde der Faktor 2 gew&hlt.

.

20" w=10-p 20"
95,4 %

N*_QU* M*+20_*

Beginnen wir mit dem Vergleich bei n = 1, so vergroflert sich die 20-Umgebung
mit zunehmendem n um den Faktor v/n (\/E—Gesetz).
Fiir zo-Umgebungen &ndert sich hieran nichts.

T © Roolfs




+ zo-Umgebungen fiir Mittelwerte

Das bisher Gesagte kann auf die Zufallsvariable

S 1
X:EE:&

mit
fix = p
o
O'y = %

iibertragen werden.
Hierbei ist E(X;) = p, V(X;) = o2,
Die X; sind voneinander unabhéngig.

T © Roolfs




X sei binomialverteilt mit n und p, k € [0, 1].
Untersuche

P(X>k-n) fur groBer werdendes n.

T © Roolfs
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X sei binomialverteilt mit n und p, k € [0, 1].
Untersuche

P(X>k-n) fur groBer werdendes n.

P(X>k-n) =1-P(X<k-n)

4 k-n—n-p
= 1= )
_ (" (k—p)

= 1-P( n_p.q)

A — .
O(x)
0,5
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
k=p: P(X>Fk-n)= % k- n stimmt mit dem Erwartungswert n - p iiberein.
kE>p: PX>k-n) — 0 k - n liegt rechts vom Erwartungswert n - p.
k<p: P(X>k-n) — 1 k - n liegt links vom Erwartungswert n - p.
T © Roolfs
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0,1-

n = 40
p=04
k=005
9 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 2 28 30 32 34
A
0,1- n = 80
p=04
k=05
4 8 12 16 20 24 28 32 36 40 44 48 52 56 60 64 68
kE>p: P(X>k-n) — 0 k - n liegt rechts vom Erwartungswert n - p.

Die Wahrscheinlichkeit fiir mindestens k - 100 % Treffer von n

strebt fiir wachsendes n gegen null.

© Roolfs
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0,1-

n = 40
p=04
k=03
9 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 2 28 30 32 34
A
0,14 n = 80
p=04
k=03
4 8 12 16 20 24 28 32 36 40 44 48 52 56 60 64 68
E<p: P(X>k-n) — 1 k - n liegt links vom Erwartungswert n - p.

Die Wahrscheinlichkeit fiir mindestens k - 100 % Treffer von n

strebt fiir wachsendes n gegen 1.

© Roolfs
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+ 1/y/n - Gesetz

Wir gehen von einer Binomialverteilung einer Stichprobe (n, p sind gegeben)
und der 20-Umgebung des Erwartungswerts zur Sicherheitswahrscheinlichkeit o = 95,4 % aus.

—a IV INlinva==

Z6) Z6) N K

w—20 1+ 20

Die Stichprobenergebnisse werden mit der Sicherheitswahrscheinlichkeit « in der 20-Umgebung
liegen. Diese heifit auch Schwankungs- oder Prognoseintervall fiir die Stichprobenergebnisse.

Die relativen Haufigkeiten % der Stichprobenergebnisse liegen dann im Intervall [ p— 270 | p+ e ],

dem Prognoseintervall fiir die relativen Haufigkeiten.

rel. Haufigkeiten

| ) |

Zu gegebenem p sind also Aussagen {iber die zu erwartenden Stichprobenergebnisse

bzw. iiber die relativen Haufigkeiten moglich.

Wihrend die Prognoseintervalle fiir die Stichprobenergebnisse mit wachsendem n immer gréfer
werden, ziehen sich die Prognoseintervalle fiir die relativen Haufigkeiten immer mehr zusammen.

1,0 9 rel. H#ufigkeit

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 7

1//n-Gesetz (hier fiir p = 0,5, dann ist 20/n =1/y/n)
Fiir n gilt: Die rel. Haufigkeit liegt mit ca. 95% Sicherheit
im Intervall [0,5 — 1/y/n, 0,5 + 1/+/n].

Wird n vervierfacht, halbiert sich die Léange des Intervalls.

T © Roolfs
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Wie oft muss man eine Miinze werfen, damit die relative Haufigkeit fiir ,, Wappen*
mit einer Sicherheit von 95% im Intervall [0,48;0,52] liegt?

15



1/y/n =002 = n=2500 (mindestens)
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1. Bernoullikette, n = 100, p = 0,3, X Anzahl der Treffer, o = 5%
Suche das

a) grofte ganzzahlige k mit P(X < k) < «
b) kleinste ganzzahlige & mit P(X > k) < «.

2. Bernoullikette, n = 320, p = 0,05, X Anzahl der Treffer

Bestimmen Sie das kleinste um den Erwartungsert von X symmetrische Intervall,
in dem X mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 90 % liegt.
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1. Bernoullikette, n = 100, p = 0,3, X Anzahl der Treffer, o = 5%
Suche das

a) grofte ganzzahlige k mit P(X < k) < a,
Tabellarische Losung: \Y1=binomedf(n, p, X)

22 | 0,04787
23 | 0,07553

[0;22] ist das grofite Intervall mit den geforderten Eigenschaften.

b) kleinste ganzzahlige £ mit P(X > k) < a.
Tabellarische Losung: \Y1=1 — binomcdf(n, p, X—1)

X | \Y1
38 | 0,05305
39 | 0,03398

[39; 100] ist das grofite Intervall mit den geforderten Eigenschaften.

2. Bernoullikette, n = 320, p = 0,05, X Anzahl der Treffer

Bestimmen Sie das kleinste um den Erwartungsert von X symmetrische Intervall,
in dem X mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 90 % liegt.

Gesucht ist das kleinste £ mit P(16 — k < X <16+ k) > 90%.

Tabellarische Losung: \Y1=binomcdf(n, p, 164 X) — binomcdf(n, p, 16—X—1)

5 | 0,84397
6 | 0,90688

[10; 22] ist das kleinste Intervall mit den geforderten Eigenschaften.

© Roolfs
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