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+ Wahrscheinlichkeitsrechnung, kurze Einfithrung

Die erste naheliegende Idee hinsichtlich Wahrscheinlichkeit ist,

dass sie etwas mit der Anzahl der bestehenden Moglichkeiten zu tun hat.

In zwei Stapeln mit 3 und 5 Schachteln befindet sich jeweils eine Schachtel mit einem Geschenk.
Du darfst eine der 8 Schachteln wihlen. Welchem Stapel entnimmst du die Schachtel?

V

Das Wiirfeln entspricht dem Drehen eines Gliicksrades.

Die Wahrscheinlichkeiten der sechs mdoglichen Ergebnisse betrachten wir als gleich.

Hierin steckt die Annahme, dass aufgrund der Symmetrie die Ergebnisse die gleichen Chancen
haben und damit langfristig ungeféhr gleichhéufig auftreten. Dies &hnelt einer Unschuldsvermutung,
die solange aufrecht erhalten werden kann, bis etwas anderes sichtbar wird.

Die Betrachtung eines Ereignisses ,,Das Ergebnis ist entweder 1 oder 6.
fithrt zur naheliegenden Festlegung (Laplace 1749 - 1827):

Unter der Annahme, dass alle Ergebnisse die gleiche Chance haben einzutreffen, gilt:

Anzahl der Ergebnisse, aus denen das Ereignis besteht

P(Ereionis) —
(Ereignis) Anzahl aller méglichen Ergebnisse

P(Ereignis) = Anteil des Ereignisses an allen Ergebnissen

Die Wahrscheinlichkeit (engl. probability) wird mit einem P abgekiirzt.
P(,1%) = P(,1 oder 6) =

1 \%
6 )
Auch fiir unsymmetrische Wurfobjekte ist es stets denkbar,
dass das Zufallsgeschehen durch ein Gliicksrad gesteuert wird,
o

bei dem die Anteile fiir das Auftreten der elementaren
Ereignisse nicht mehr gleich sind.

W=



+ Zweimaliges Wiirfeln oder das Werfen zweier Wiirfel

1 2 3 4 5 6

Loy (12) (1]3) (14) (1[5) (116)
21 (211) (212) (2[3) (2[4) (2[5) (2]6)
3161 B[2) B[3) (3[4 (5 (]6)
4 | (4[1) (4[2) (4[3) (4[4) (4]5) (4]6)
5 | (611) (512) (5[3) (5[4) (5[5) (5]6)
6 [ (6]1) (6[2) (6[3) (6]4) (6]5) (6/6)

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, beim zweimaligen Wiirfeln

a) eine Doppelsechs,
b) die Augensumme 6,

c) einen Pasch (gleiche Augenzahl) zu werfen?

T © Roolfs




+ Zweimaliges Wiirfeln oder das Werfen zweier Wiirfel

1 2 3 4 5 6
Loy (12) (1]3) (14) (1[5) (116)
21 (211) (212) (2[3) (2[4) (2[5) (2]6)
3161 B[2) B[3) (3[4 (5 (]6)
4 | (4[1) (4[2) (4[3) (4[4) (4]5) (4]6)
5 | (611) (512) (5[3) (5[4) (5[5) (5]6)
6 [ (6]1) (6[2) (6[3) (6]4) (6]5) (6/6)

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, beim zweimaligen Wiirfeln
a) eine Doppelsechs, (6]6)
b) die Augensumme 6, (5]1), (4]2), (3]13), (2]4), (1]5)

c) einen Pasch (gleiche Augenzahl) zu werfen? (1]11), (2]2), (3]3), (4]4), (5|5), (6]6)

Fiir die Wahrscheinlichkeitsrechnung charakteristisch ist, dass den Teilmengen (Ereignissen)
der Ergebnismenge eine Zahl (Wahrscheinlichkeit) zugeordnet wird.

|l &[-

w
Zlo
I
[U%)
o= &



+ BErwartungswert

v

Der Sektor a des Gliicksrads bringt einen Gewinn von 2€ |
der Sektor b das Doppelte. Um den fairen Einsatz zu ermitteln,
ist der durchschnittlich zu erwartende Gewinn pro Spiel zu berechnen.

Angenommen, das Rad wiirde n-mal gedreht,

a erschiene (idealerweise) i -n-mal, b % - n-mal.
Der Gesamtgewinn wire dann i ‘n-24 % ‘n-4,
und der durchschnittliche Gewinn pro Spiel

1 1
Z.n.2+§.n.4

1 1
21-2—1—@-4:1.

n

Der faire Einsatz betrigt also 1€.

Um den durchschnittlich zu erwartenden Gewinn pro Spiel,

den sogenannten Erwartungswert, zu berechnen, werden die moglichen Gewinne
mit ihren Wahrscheinlichkeiten multipliziert und addiert.

Verluste kénnen als negative Gewinne beriicksichtigt werden.

Eine Tabelle ist hilfreich:

2€ | 4€
L1
4 8
T © Roolfs




+ Pfadwahrscheinlichkeiten

Zwei Kugeln werden nacheinander ohne Zuriicklegen gezogen.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist die zweite Kugel schwarz?

Jedem Elementarereignis (Ergebnis) entspricht ein Pfad
im Baum: (s, s), (s,w), (w,s), (w,w)

Wie berechnet sich die Wahrscheinlichkeit eines Pfades? S S
Betrachten wir hierzu zum Beispiel den Pfad

colw
o

Bei der Berechnung lassen wir uns von
der Hiufigkeitsinterpretation der Wahrscheinlichkeit leiten. Nehmen wir dazu an, dass der zweistufige
Versuch n-mal wiederholt wird. Welcher Anteil der Wiederholungen wird diesen Pfad einschlagen?

% der Wiederholungen werden den Zweig s einschlagen und % der % -n Félle werden von s nach s gehen.

Deshalb werden % . % -n der n Wiederholungen entlang des Pfades (s,s) ablaufen, und der Anteil

203
betrégt z3

Die Wahrscheinlichkeit eines Pfades ist das Produkt der Wahrscheinlichkeiten ldngs des Pfades.

P(“zweite Kugel ist schwarz“) =

oolwo
o
_l’_
ot
3w
I
oolwo



+ Vierfeldertafel

In einer Studie wurde ein Medikament getestet. Die Ergebnisse sind in der Tabelle dargestellt.

Dabei bedeuten: H G G H Summe
M: Medikament erhalten M 2000 500 2500
M: Placebo erhalten i 400 1200 1600
G: gesund geworden
G:  nicht gesund geworden Summe 2400 1700 4100
Wie gro8 ist die Wahrscheinlichkeit, dass
a) eine Person gesundet, von der man weif},
dass sie das Medikament erhalten hat, P(G|M) = %
b) eine Person nicht gesundet, da sie das Placebo erhalten hat, P(G|M) = % =
c¢) eine gesund gewordene Person das Medikament nicht erhalten hat? P(M |G) = 244—%% =16,7%
d) eine Testperson gesundet? P= %88 =

© Roolfs

= 80,0%



+ Bedingte Wahrscheinlichkeit

In einem Laden ist eine Alarmanlage eingebaut. Bei Einbruch gibt sie mit 99 %-iger Wahrscheinlich-
keit Alarm. Wenn in einer bestimmten Nacht kein Einbruch stattfindet, gibt sie falschen Alarm mit
Wabhrscheinlichkeit 0,005 (Eine Maus beriihrt die Anlage oder &hnliches). Die Einbruchswahrschein-
lichkeit fiir eine Nacht sei 0,001. Die Anlage hat gerade Alarm gegeben.

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass gerade ein Einbruch stattfindet?

Wir stellen den zugehorigen Baum auf:

Es bedeuten: E  Einbruch

E  kein Einbruch
A Alarm

A

kein Alarm

Jedem Elementarereignis (Ergebnis) entspricht ein Pfad im Baum:
(E,A), (E,A), (B, 4), (B,A)

Da wir aber davon ausgehen, dass ein Alarm vorliegt, sind nur die Pfade (F, A) und (E, A) zu
beriicksichtigen. Um die Wahrscheinlichkeit fiir einen Einbruch zu bestimmen, falls Alarm vorliegt,
miissen wir uns fragen, wie grof3 bei n-maliger Wiederholung des Versuchs die Anzahl des Pfads
(E, A) im Verhiltnis zur Summe der Anzahlen der Pfade (E, A) und (E, A) ist.

Die Pfade (E, A) und (E, A) werden mit der Haufigkeit 0,001 - 0,997 + 0,999 - 0,005n eingeschlagen,
der Pfad (E, A) nur 0,001 - 0,997 mal.

0,001 - 0,99
0,001 - 0,99 + 0,999 - 0,005

Fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit ergibt sich P = = 0,1654 (n gekiirzt)

Diese Wahrscheinlichkeit heifit bedingte Wahrscheinlichkeit von E unter der Bedingung A,
wir schreiben hierfiir: P(E | A)

P(EN A)

P(B|A) = =5

Wahrscheinlichkeit von E interpretiert werden, wenn die Information
vorliegt, dass das Ereignis A bereits eingetreten ist. Dann ist von E nur
noch derjenige Teil zu beriicksichtigen, der sich in A abspielt, also EF N A,
und dieser Teil ist in Bezug zu A zu bringen. In der Grafik ist P(E|A)
der Anteil der dunkelgrau gefirbten Fliche an der Fliche von A.

Die bedingte Wahrscheinlichkeit P(E|A) kann als Neueinschitzung der g




+ Stochastische Unabhéngigkeit

Mit der Unabhéngigkeit der Ereignisse A und B verbinden wir die Vorstellung,
dass genau dann py = p3 ist.

Die Ereignisse A und B sind genau dann unabhingig, falls P(B | A) = P(B) ist,
falls also fiir die Wahrscheinlichkeit von B das Eintreten von A ohne Belang ist.
Alternative Schreibweise: P(B | A) = Ps(B)

Aus P(ANB)=P(A)-P(B|A) folgt mit P(B|A)= P(B)

P(ANB) = P(A) - P(B).

Definition
Zwei Ereignisse A und B heiflen unabhéngig, falls P(ANB) = P(A)- P(B) ist.

Falls A und B unabhingig sind, gilt: P(B |A) = P(B | A)

——
P(B)
P(B)(1 - P(A)) = P(A)-P(B|4)
P(4)



+ Stochastische Unabhéngigkeit

| 4 | A | swme

B a b a+b

B c d c+d
Summe a+c b+d s=a+b+c+d

Wir bezeichnen mit P(A | B) die Wahrscheinlichkeit von A unter der Annahme,
dass B eingetroffen ist (bedingte Wahrscheinlichkeit).

P@ﬁ@:JL

. . a/
Beispiele:  P(A|B) = " b1 d

+b’

Die Unabhéngigkeit von A und B bedeutet fiir die Vier-Felder-Tafel:

P(ANB) = P(A) - P(B)

a a+c a+b
s s s

mit s2 multiplizieren und vereinfachen fiihrt zu

ad = be

ad = be konnte als Kreuzbedingung bezeichnet werden.

10



+ n-Fakultat

Wie viele Moglichkeiten gibt es, n Kinder in einer Reihe zu platzieren, z.B. fiir n =57
© O
Fiir n = 2 gibt es 2 Moglichkeiten.

Fiir n =3 hat das 3. Kind 3 Maoglichkeiten, die beiden restlichen Platze konnen jeweils
auf 2 Weisen besetzt werden. Insgesamt gibt es 2-3 =6 Moglichkeiten.

OROR
ORTRO
® O O

Fiir n =4 hat das 4. Kind 4 Moglichkeiten, die restlichen 3 Pliatze konnen jeweils
auf 2-3 =6 Weisen besetzt werden. Insgesamt gibt es 2-3 -4 =24 Moglichkeiten.

000

Fiir n =15 ergeben sich 2-3-4-5 =120 Maoglichkeiten.
Fiir das Produkt 2-3-4 -5 schreiben wir kiirzer 5! und allgemein:

1-2:3-..-(n—=1)-n=nl!

T © Roolfs
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+ Binomialkoeffizient <”)

QO0QOO s
O0O0OQ wum

Wir wollen herausfinden, wie viele Muster der abgebildeten Art es gibt.
Von n = 5 Platzen werden hier k = 2 ausgewéhlt.

Die Anzahl wird mit (Z) bezeichnet (sprich n iiber k). Wie grof ist diese Anzahl nun?

Wenn die 5 Elemente (Kugeln) nummeriert sind, kénnen wir die Anzahln! =1-2-...-(n—1)-n
der Permutationen (Vertauschungen) bestimmen. Fiir die 1 gibt es n Plitze, fir die 2 sind es n— 1 Plétze,
usw. Die Farbung der Elemente 1 und 2 veréndert nicht die Anzahl:

ORONORORO
ORORORORO

Die Anzahl der Permutationen kann auf eine zweite Art bestimmt werden.

Z) der Muster aus.

OROROROR®

Die grau geféarbten Plédtze lassen sich auf 2-fache Weisen mit den Zahlen 1 und 2 belegen,
die restlichen auf 3! = 6 Arten mit 3, 4 und 5.

Wir gehen von der (noch unbekannten) Anzahl (

5!
Insgesamt erhaltenen wir mit (;) - 2! 3! alle 5! Permutationen. Daraus folgt <;> =530
d mit derselben Uberl llgemein: | n!
und mit derselben Uberlegung allgemein: =
suns atle k) T & (n— k)

<Z> ist auch die Anzahl der Moglichkeiten, mit der man aus n Plidtzen k auswéhlen kann.

T © Roolfs
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+ Bernoulli-Kette

Jacob Bernoulli (1654 -1705)

Die folgende Aufgabe bereitet spitere Anwendungen der Wahrscheinlichkeitsrechnung vor,
insbesondere das Erstellen von Tests zur Qualitdtskontrolle von Erzeugnissen, zur Untersuchung
der Wirksamkeit von Medikamenten oder zur Beantwortung biologischer Fragen wie:

Sind Ratten farbenblind?

In einer Urne befinden sich 4 schwarze und 6 weile Kugeln. Wir mischen und entnehmen der Urne

eine Kugel, notieren die Farbe und legen die Kugel wieder in die Urne zuriick. Diesen Einzelversuch
wiederholen wir 8mal. Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit, dass unter den 8 Ziehungen keine (eine, zwei,
..., acht) schwarze Kugeln sind?

Ein Zufallsversuch mit zwei moéglichen Ausféllen (Treffer 1, Fehlschlag 0) heifit Bernoulli-Versuch.
Die Wahrscheinlichkeiten werden mit p (Treffer) und q bezeichnet.
Wiederholt man einen Bernoulli-Versuch n-mal, so entsteht eine Bernoulli-Kette der Linge n.

NN i

Die Elementarereignisse einer Bernoulli-Kette der Lénge n
bestehen aus allen 0-1-Folgen der Lénge n.

Fiir die Aufgabe ist z. B. die Wahrscheinlichkeit des Elementarereignisses (1, 1, 0,0, 1, 1, 0, 1)

p°-¢> mit p=0,4 und ¢=1—p=0,6.

Allgemein interessiert man sich bei einer Bernoulli-Kette fiir die Wahrscheinlichkeit, genau & Treffer zu
erzielen. Sei X die Anzahl der Treffer fiir jedes Elementarereignis. Wir fragen nach der Wahrscheinlichkeit
des Ereignisses X = 2.

Elementarereignisse fiir genau 2 Treffer sind z. B. (1, 1,

1,0,0,0,0,0,0)
und (0,0,1,0,1,0,0

, 0)

) ) ) )

Hiervon gibt es (g

) Stiick, die alle jeweils die Wahrscheinlichkeit p? - ¢% haben, insgesamt erhalten wir:
8
P(X=2) = <2> SR

Bei einer Bernoulli-Kette der Lédnge n gebe die Zufallsvariable X die Anzahl der Treffer an.
Die Trefferwahrscheinlichkeit sei p. Dann ist die Wahrscheinlichkeit fiir k Treffer

n _
P(sz)z(k>-p’“-q” i g=1-p
Die Zufallsvariable X heifit binomialverteilt.

P(X=k)

0,017

0,090

0,209

0,279 AP(X = k)
0,232 0,2 1
0,124

0,041 Histogramm

0,008 [ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0,000 0 1 2 3 4 5 6 7 8 k

0 O U eWwNN = O

T © Roolfs
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+ Sigma-Umgebung

Vergleichen wir die beiden Binomialverteilungen:

n =30
0,2
p=20,5
(z.B. 30-maliges Werfen einer m
Miinze, X Anzahl von “Zahl“) ‘ : ‘ ‘
| 5 10 15 20
n =20 02
p=0,75
5 10 15 20

Der Erwartungswert beider Binomialverteilungen betrigt pu =n-p = 15. Jedoch sind die
Wahrscheinlichkeiten, mit denen die Zufallsvariable X um den Erwartungswert streut, verschieden.
Wie weit darf die Zufallsvariable vom Erwartungswert hichstens abweichen, damit kein Zweifel

an der Unverfilschtheit der Miinze (allgemeiner: an der zugrundegelegten Wahrscheinlichkeit)
berechtigt ist? Um solche und &hnliche Fragen beantworten zu kénnen, benotigen wir zunéchst

ein Maf} fiir die Streuung um den Erwartungswert.

Wenn wir die Binomialverteilung durch eine symmetrische Kurve annéhern, so charakterisiert

die Lage der beiden Wendepunkte die Streuung um den Erwartungswert.

Der Abstand vom Erwartungswert zur z-Koordinate eines
Wendepunkts heifit daher Standardabweichung und wird
mit o (lies: sigma) bezeichnet.

Mit Mitteln der Analysis kann o =+/n-p-q

bestimmt werden.

20 H 20

w—20 nw+H20

«— 9%54% —FFFFF

Fiir n-stufige Bernoulli-Versuche gilt, falls die Laplace-Bedingung o > 3 erfiillt ist:
Die Wahrscheinlichkeit (genéhert), dass die Anzahl der Treffer in der

lo-Umgebung liegt, betréigt 68,3% =~ % (lo-Regel), normalcdf(—1,1)

20-Umgebung liegt, betrégt 95,4 % (20-Regel), normalcdf(—2, 2)

30-Umgebung liegt, betréigt 99,7 % (30-Regel). normalcdf(—3, 3)
T © Roolfs
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