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+ Pfadwahrscheinlichkeiten

Zwei Kugeln werden nacheinander ohne Zuriicklegen gezogen.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist die zweite Kugel schwarz?

Jedem Elementarereignis (Ergebnis) entspricht ein Pfad
im Baum: (s, s), (s,w), (w,s), (w,w)

Wie berechnet sich die Wahrscheinlichkeit eines Pfades? S S
Betrachten wir hierzu zum Beispiel den Pfad

Bei der Definition der Pfadwahrscheinlichkeit lassen wir uns von
der Hiufigkeitsinterpretation der Wahrscheinlichkeit leiten. Nehmen wir dazu an, dass der zweistufige
Versuch n-mal wiederholt wird. Welcher Anteil der Wiederholungen wird diesen Pfad einschlagen?

% der Wiederholungen werden den Zweig s einschlagen und % der % -n Félle werden von s nach s gehen.

Deshalb werden % . % -n der n Wiederholungen entlang des Pfades (s, s) ablaufen.

Die Wahrscheinlichkeit eines Pfades ist das Produkt der Wahrscheinlichkeiten ldngs des Pfades.

P(“zweite Kugel ist schwarz“) = +
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1. In einem dunklen Gang sind in einem Schubfach 4 schwarze, 6 rote und 2 weifle Socken. Zwei Socken
werden zufillig gegriffen. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass beide die gleiche Farbe haben?

2. Eine Miinze wird solange geworfen, bis zum 1. Mal “1“ erscheint, hochstens aber 5mal.
a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit fillt beim 4. Wurf “1¢?
b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit fillt spétestens beim 3. Wurf “1¢7

3. Unter der Annahme, dass die Wahrscheinlichkeit fiir einen Gewinn beim Setzen auf “Rouge“ gleich
% ist, schworen viele Roulettspieler auf folgendes System: Man setzt einen gewissen Betrag. Gewinnt
man, hért man auf und erhélt als Gewinn den doppelten Einsatz. Verliert man, so verdoppelt man
den Einsatz und spielt weiter. Ein Spieler beginnt mit 10€ Einsatz; er konnte bis zu 6 Spiele mit-
machen. Berechnen Sie seinen zu erwartenden Reingewinn.

4. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit beim 10-maligen Wiirfeln
a) nie eine Sechs,
b) genau eine Sechs,
c) genau 2 Sechsen,
d) mindestens 2 Sechsen zu werfen?
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+ Pfadwahrscheinlichkeiten Hinweise

1. In einem dunklen Gang sind in einem Schubfach 4 schwarze, 6 rote und 2 weifle Socken. Zwei Socken
werden zufillig gegriffen. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass beide die gleiche Farbe haben?

o=

2. Eine Miinze wird solange geworfen, bis zum 1. Mal “1“ erscheint, hochstens aber 5Smal.
a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit fillt beim 4. Wurf “1¢7? L

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit fillt spétestens beim 3. Wurf “1¢7 %

3. Unter der Annahme, dass die Wahrscheinlichkeit fiir einen Gewinn beim Setzen auf “Rouge“ gleich
% ist, schworen viele Roulettspieler auf folgendes System: Man setzt einen gewissen Betrag. Gewinnt
man, hort man auf und erhélt als Gewinn den doppelten Einsatz. Verliert man, so verdoppelt man
den Einsatz und spielt weiter. Ein Spieler beginnt mit 10€ Einsatz; er kénnte bis zu 6 Spiele mit-
machen. Berechnen Sie seinen zu erwartenden Reingewinn.




4. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit beim 10-maligen Wiirfeln

a)

o6 o

)

)
)

nie eine Sechs, 0,162
genau eine Sechs, 0,323
genau 2 Sechsen, 0,291
mindestens 2 Sechsen zu werfen? 0,515



+ Placebo-Aufgabe

In einer Klinik bekommt ein Patient zwei Tabletten, die zufillig einer Schachtel entnommen
werden, in der acht Beruhigungstabletten und zwei Placebos sind. Wir betrachten die Ereignisse:

A: “Beide Tabletten sind echt.
B: “Genau eine der Tabletten ist ein Placebo.“
a) Ermittle die Wahrscheinlichkeiten P(A) und P(B).
b) Formuliere das Ereignis C = AN B in Worten und ermittle die Wahrscheinlichkeit P(C').
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+ Placebo-Aufgabe

In einer Klinik bekommt ein Patient zwei Tabletten, die zufillig einer Schachtel entnommen
werden, in der acht Beruhigungstabletten und zwei Placebos sind. Wir betrachten die Ereignisse:

A: “Beide Tabletten sind echt.“

B: “Genau eine der Tabletten ist ein Placebo.“

a) Ermittle die Wahrscheinlichkeiten P(A) und P(B). P(A) = 18—0 . g = 0,622
8§ 2 2 8
P(B)—1—0-§+E-§=0,356

b) Formuliere das Ereignis C = AN B in Worten und ermittle die Wahrscheinlichkeit P(C).

C: “Beide Tabletten sind Placebos.“

P(C) = 25+ § = 0,022
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+ Berliner Sportler

Laut Statistischem Jahrbuch waren im Jahr 2014 von 3.421.829 Einwohnern der Stadt Berlin 531.253
als Mitglied in einem Sportverein organisiert. Diese werden im Folgenden kurz ,,Sportler“ genannt.

a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine zuféllig ausgewéhlte Person Sportler ist.
Geben Sie diese Wahrscheinlichkeit auch in Prozent an.

Bei Telefonumfragen werden zuféllig ausgewihlte Personen nach ihrer Vereinsmitgliedschaft befragt.
Rechnen Sie bei den folgenden Aufgaben mit einer Wahrscheinlichkeit von 16 % dafiir, dass eine zufillig
befragte Person Sportler ist.

b) Ermitteln Sie folgende Wahrscheinlichkeiten, z.B. unter Verwendung eines Baumdiagramms:
Ey: Von drei befragten Personen ist erst die dritte ein Sportler.
FE5: Unter den ersten drei befragten Personen ist genau ein Sportler.

¢) Formulieren Sie das Gegenereignis zum Ereignis E ,,Unter den ersten vier befragten Personen
sind hochstens drei Sportler“.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit von E mit Hilfe des Gegenereignisses.

d) Es werden viele Telefonumfragen mit stets 500 Personen durchgefiihrt.
Geben Sie an, welche Anzahl von Sportlern bei solchen Umfragen durchschnittlich zu erwarten ist.

Unter den 61.023 Einwohnern der Altersgruppe 19-21 Jahre gab es im Jahr 2014 insgesamt 12.048
Sportler. In dieser Altersgruppe gab es 30.806 Madchen, davon waren 3.401 in einem Sportverein
organisiert.

e) Stellen Sie diese Daten in einer Vierfeldertafel dar und vervollstindigen Sie diese.
Nennen Sie ggf. die Bedeutung von Abkiirzungen, die Sie verwenden.

f) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass
A: eine zufillig ausgewihlte Person dieser Altersgruppe ménnlich und Sportler ist
B: ein zufillig ausgewéhlter Sportler ménnlich ist.

g) Untersuchen Sie unter Verwendung der gegebenen Daten, ob es einen stochastischen Zusammenhang
zwischen der Mitgliedschaft in einem Sportverein und der Zugehorigkeit zu einer Altersgruppe gibt.
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+ Berliner Sportler

Laut Statistischem Jahrbuch waren im Jahr 2014 von 3.421.829 Einwohnern der Stadt Berlin 531.253
als Mitglied in einem Sportverein organisiert. Diese werden im Folgenden kurz ,,Sportler“ genannt.

2)

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine zuféllig ausgewéhlte Person Sportler ist.
Geben Sie diese Wahrscheinlichkeit auch in Prozent an. 15,5%

Bei Telefonumfragen werden zuféllig ausgewihlte Personen nach ihrer Vereinsmitgliedschaft befragt.
Rechnen Sie bei den folgenden Aufgaben mit einer Wahrscheinlichkeit von 16 % dafiir, dass eine zufillig
befragte Person Sportler ist.

b)

Ermitteln Sie folgende Wahrscheinlichkeiten, z. B. unter Verwendung eines Baumdiagramms:
FEy: Von drei befragten Personen ist erst die dritte ein Sportler. 0,16 - 0,842 = 0,113
FE5: Unter den ersten drei befragten Personen ist genau ein Sportler. 3-0,16 - 0,842 = 0,339

Formulieren Sie das Gegenereignis zum Ereignis F ,,Unter den ersten vier befragten Personen
sind hochstens drei Sportler.  E: Unter den ersten vier befragten Personen sind genau 4 Sportler.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit von E mit Hilfe des Gegenereignisses. P(E) = 1—P(E) = 0,9993

Es werden viele Telefonumfragen mit stets 500 Personen durchgefithrt. E(X) =n-p = 500-0,16 = 80
Geben Sie an, welche Anzahl von Sportlern bei solchen Umfragen durchschnittlich zu erwarten ist.

Unter den 61.023 Einwohnern der Altersgruppe 19-21 Jahre gab es im Jahr 2014 insgesamt 12.048
Sportler. In dieser Altersgruppe gab es 30.806 Madchen, davon waren 3.401 in einem Sportverein
organisiert.

e)

Stellen Sie diese Daten in einer Vierfeldertafel dar und vervollstdndigen Sie diese.
Nennen Sie ggf. die Bedeutung von Abkiirzungen, die Sie verwenden.

S: Die betreffende Person ist Mitglied eines Sportvereins.

H w ‘ W H > W: Die betreffende Person ist weiblich.
s [ 3401 | s6a7 || 12048
T 8647
- PWns) =251 — 0142
S || 27405 | 21570 || 48975 ( ) = %1023
> || 30806 | 30217 | 61023 P(W|S) = T4 = 0,718 = 71,8%

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass
A: eine zufillig ausgewihlte Person dieser Altersgruppe ménnlich und Sportler ist
B: ein zufiillig ausgewéhlter Sportler ménnlich ist.

Untersuchen Sie unter Verwendung der gegebenen Daten, ob es einen stochastischen Zusammenhang

zwischen der Mitgliedschaft in einem Sportverein und der Zugehorigkeit zu einer Altersgruppe gibt.
12048

hAltersgruppe(S) = 61023 — 0,197 > h(S) = 0,155

Die rel. Haufigkeit von Sportlern in der vorgegebenen Altersgruppe ist hoher

als die rel. Haufigkeit der Sportler Berlins.



+ Abiturienten

Betrachtet werden die folgenden Ereignisse in Bezug auf deutsche Abiturienten:
Ein zufillig ausgewéhlter Abiturient

A: nimmt ein Studium auf
B: absolviert direkt nach der Schulzeit ein freiwilliges soziales Jahr.

Die folgende Vierfeldertafel stellt die Zusammenhénge von A und B dar.

| A | 4 X
B | 15% 5%
B || 60% 20%

2

a) Beschreiben Sie jeweils im Sachzusammenhang die Bedeutung der Ereignisse A und A N B.
b) Geben Sie fiir die Ereignisse A N B und A U B jeweils die Wahrscheinlichkeit an.

c¢) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein zufillig ausgewihlter Abiturient,
der direkt nach der Schulzeit ein freiwilliges soziales Jahr absolviert, ein Studium aufnimmt.

d) Ermitteln Sie, ob die Ereignisse A und B unabhéngig sind.
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+ Abiturienten

Betrachtet werden die folgenden Ereignisse in Bezug auf deutsche Abiturienten:
Ein zufillig ausgewéhlter Abiturient

A: nimmt ein Studium auf
B: absolviert direkt nach der Schulzeit ein freiwilliges soziales Jahr.

Die folgende Vierfeldertafel stellt die Zusammenhénge von A und B dar.

LA 1 4] %
B 15% 5% 20%
60 % 20% 80 %

S 7% | 25% || 100%

s

a) Beschreiben Sie jeweils im Sachzusammenhang die Bedeutung der Ereignisse A und A N B.

A: FEin zufillig ausgewahlter Abiturient nimmt kein Studium auf.

ANB: Ein zufillig ausgewiihlter Abiturient nimmt kein Studium

auf und absolviert ein freiwilliges soziales Jahr.

b) Geben Sie fiir die Ereignisse A N B und A U B jeweils die Wahrscheinlichkeit an. 5% bzw. 40%

c) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein zuféllig ausgewihlter Abiturient,
der direkt nach der Schulzeit ein freiwilliges soziales Jahr absolviert, ein Studium aufnimmt.
P(A|B) = 32 =T5%
d) Ermitteln Sie, ob die Ereignisse A und B unabhéngig sind. P(A) = P(A|B)
A und B sind daher unabhéngig.
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Eine Urne enthalte zwei rote und drei weifle Kugeln.

Es wird rein zufillig eine Kugel entnommen.

Anschlielend wird die gezogene Kugel zuriickgelegt und der Urne
eine weitere Kugel gleicher Farbung hinzugefiigt.

a) Die Ziehung wird zweimal wiederholt. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass
1) beide Kugeln rot sind
2) genau eine Kugel rot ist

3) keine Kugel rot ist.

b) Die Ziehung wird dreimal wiederholt.
Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass alle drei Kugeln rot sind.

In der Urne befinden sich nun eine rote und eine weifle Kugel.
Ist die gezogene Kugel rot, so ist das Experiment beendet. Wird eine weifle Kugel
gezogen, wird wie bisher verfahren.

c) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das Experiment im ersten Versuch
(zweiten, dritten, vierten, . . .) beendet wird.

Diese Art des Urnenmodells ist nach Pélya benannt.
Die epidemieartige Ausbreitung zweier verschiedener, sich aber gegenseitig
behindernder Krankheitserreger wird hiermit modelliert.

T © Roolfs
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Eine Urne enthalte zwei rote und drei weifle Kugeln.

Es wird rein zufillig eine Kugel entnommen.

Anschlielend wird die gezogene Kugel zuriickgelegt und der Urne
eine weitere Kugel gleicher Farbung hinzugefiigt.

a) Die Ziehung wird zweimal wiederholt. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass

1) beide Kugeln rot sind P(rr) = %
2) genau eine Kugel rot ist P(rw V wr) = %
3) keine Kugel rot ist. P(ww) = %
2 3
5 5
r w
3 3 2 4
6 6 6 6
r w r w
b) Die Ziehung wird dreimal wiederholt.
Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass alle drei Kugeln rot sind. P(rrr) = % . % -% = %

In der Urne befinden sich nun eine rote und eine weifle Kugel.
Ist die gezogene Kugel rot, so ist das Experiment beendet. Wird eine weifle Kugel
gezogen, wird wie bisher verfahren.

c) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das Experiment im ersten Versuch

(zweiten, dritten, vierten, . . .) beendet wird.
1 1
2 2
r w
1 2
3 3
r w
1 3
4 4
r w
1 4
1. Versuch P(r) = % 5 5
11
2. P(wr) =53 r w
1 2 1 _ 1.1
1.2 31 _1.1
4. P(wwwr)_5.5.1.5_1,g
—1 1
k. Versuch Plww...wr) =+ |
(k—1)mal
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In einer Urne befinden sich zwei rote und eine bestimmte Anzahl schwarzer Kugeln.
Es werden zwei Kugeln mit einem Griff gezogen.

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist mindestens eine der Kugeln schwarz,
wenn die Urne drei schwarze Kugeln enthalt?

b) Die Wahrscheinlichkeit, dass beide Kugeln rot sind, betragt nun 1/36.
Wie viele schwarze Kugeln sind in der Urne?

T © TRoolfs
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In einer Urne befinden sich zwei rote und eine bestimmte Anzahl schwarzer Kugeln.
Es werden zwei Kugeln mit einem Griff gezogen.

a)

Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist mindestens eine der Kugeln schwarz,
wenn die Urne drei schwarze Kugeln enthalt?

A: ,Mindestens eine der Kugeln ist schwarz.“
A: ,Beide Kugeln sind rot.“
— 2 1 1
P(A):l—P(A):l—S "7 :1—1—0 =90%
Die Wahrscheinlichkeit, dass beide Kugeln rot sind, betrigt nun 1/36.

Wie viele schwarze Kugeln sind in der Urne?

B: ,,Beide Kugeln sind rot.*
2 1 2 1

P(B) =50 Ton = @rm)d+n) = 36
72=(24+n)(1+n)
n==7 GTR

Es befinden sich 7 schwarze Kugeln in der Urne.

© Roolfs
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Ein Betrieb produziert Schrauben, die mit einer Wahrscheinlichkeit von 25% fehlerhaft sind.
Vor der Auslieferung an den Kunden werden die Schrauben durch ein Priifgerét kontrolliert.
Das Priifgerit findet 95% der fehlerhaften Schrauben, hilt aber auch 10% der einwandfreien
Schrauben fiir fehlerhaft. Diese Schrauben kommen nicht in den Verkauf.

a) Bestimme die Wahrscheinlichkeit der folgenden Ereignisse:

A: ,Eine fehlerhafte Schraube kommt in den Verkauf.“
(d.h. ,Eine Schraube ist fehlerhaft und wird verkauft.*)

B: ,Eine einwandfreie Schraube wird nicht verkauft.“
C: ,Das Priifgerét trifft eine falsche Entscheidung.

b) Das Priifgerét soll so verbessert werden, dass die Wahrscheinlichkeit fiir eine falsche Entscheidung
hochstens 2% betriagt. Dazu soll der Anteil p der einwandfreien Schrauben, die das Priifgerét fehlerhaft
aussortiert, gesenkt werden. Wie grofl darf p hochstens sein?

T © TRoolfs
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Ein Betrieb produziert Schrauben, die mit einer Wahrscheinlichkeit von 25% fehlerhaft sind.
Vor der Auslieferung an den Kunden werden die Schrauben durch ein Priifgerét kontrolliert.
Das Priifgerit findet 95% der fehlerhaften Schrauben, hilt aber auch 10% der einwandfreien
Schrauben fiir fehlerhaft. Diese Schrauben kommen nicht in den Verkauf.

a) Bestimme die Wahrscheinlichkeit der folgenden Ereignisse:

A: , Eine fehlerhafte Schraube kommt in den Verkauf.“ P(A) =0,25-0,05 =0,0125
(d.h. ,Eine Schraube ist fehlerhaft und wird verkauft.*)

B: ,Eine einwandfreie Schraube wird nicht verkauft. P(B)=0,75-0,10 = 0,075

C: ,Das Priifgerit trifft eine falsche Entscheidung.* P(C)=P(A)+ P(B) =0,0875

b) Das Priifgerét soll so verbessert werden, dass die Wahrscheinlichkeit fiir eine falsche Entscheidung
hochstens 2% betriagt. Dazu soll der Anteil p der einwandfreien Schrauben, die das Priifgerét fehlerhaft

aussortiert, gesenkt werden. Wie grofl darf p hochstens sein?
P(C)=P(A)+0,75-p < 0,02

p darf hochstens 1% betragen.

T © Roolfs
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+ Drohnen-Aufgabe

Jeder Rotor der Drohne hat die Zuverldssigkeit p = 0,98.
Unter der Zuverlissigkeit eines technischen Bauteils versteht man die Wahrscheinlichkeit dafiir,
dass das Bauteil korrekt funktioniert. Das gilt jeweils fiir eine bestimmte Zeitdauer.

Die Drohne kann sich in der Luft halten, nur durch

a) alle Rotoren,
b) mindestens zwei Rotoren,

c) alle oder genau zwei symmetrisch gelegene Rotoren.

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass sie abstiirzt?
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+ Drohnen-Aufgabe

Jeder Rotor der Drohne hat die Zuverldssigkeit p = 0,98.
Unter der Zuverlissigkeit eines technischen Bauteils versteht man die Wahrscheinlichkeit dafiir,
dass das Bauteil korrekt funktioniert. Das gilt jeweils fiir eine bestimmte Zeitdauer.

Die Drohne kann sich in der Luft halten, nur durch

a) alle Rotoren, X = Anzahl der intakten Rotoren
Papsturz =1 — P(X = 4) =1 —p4 = 0,078

b) mindestens zwei Rotoren, Papsturz =1 — (P(X =2)+ P(X =3)+ P(X =4))
=1— (6p*¢* + 4p>q + p*) = 0,000032

alternativ
Es miissen 3 oder 4 Rotoren ausfallen.
q=1-p, Papsturs = 4> + ¢* = 0,000032

c) alle oder genau zwei symmetrisch gelegene Rotoren. Papsturz = 1 — (p* + 2p%¢?) = 0,077

alternativ

Pabsturz = ¢* + 4pg® + 4p?¢® + 4p3q = 0,077

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass sie abstiirzt?

T © TRoolfs
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+ Parallelsystem

Jedes Bauteil habe die Zuverlissigkeit p = 0,5 (siehe Drohnen-Aufgabe).
Wieviele Teile muss man mindestens parallel schalten,
damit die Zuverldssigkeit des Systems mindestens 0,99 wird?

T © TRoolfs
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+ Parallelsystem

Jedes Bauteil habe die Zuverlissigkeit p = 0,5 (siehe Drohnen-Aufgabe).
Wieviele Teile muss man mindestens parallel schalten,
damit die Zuverldssigkeit des Systems mindestens 0,99 wird?

1—(1—p)™>0,99
n="1, PSystem = 0,992

T © TRoolfs
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+ Weifle und schwarze Kugeln

In einer Urne befinden sich weifle und schwarze Kugeln. Jede dritte Kugel ist weif3.
Aus der Urne wird jeweils zwei Mal eine Kugel entnommen und wieder zuriickgelegt.

a) Berechne die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass beide gezogenen Kugeln weif3 sind.

b) Vier weifle Kugeln werden aus der Urne entnommen und durch vier schwarze Kugeln ersetzt.
Die Wahrscheinlichkeit nacheinander zwei weifle Kugeln zu ziehen betrégt nun 1/16.
Wie viele weifle Kugeln befinden sich nun in der Urne?

T © TRoolfs
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+ Weifle und schwarze Kugeln

In einer Urne befinden sich weifle und schwarze Kugeln. Jede dritte Kugel ist weif3.
Aus der Urne wird jeweils zwei Mal eine Kugel entnommen und wieder zuriickgelegt.

a) Berechne die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass beide gezogenen Kugeln weif3 sind. 1/9

b) Vier weifle Kugeln werden aus der Urne entnommen und durch vier schwarze Kugeln ersetzt.
Die Wahrscheinlichkeit nacheinander zwei weifle Kugeln zu ziehen betrégt nun 1/16.
Wie viele weifle Kugeln befinden sich nun in der Urne?

n Anzahl der Kugeln

PR CN
( n > 16
FI |
n !
n = 48

7 —4 = 12 (weile Kugeln)
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