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+ Vektorprodukt  Fortsetzung

Rechenregeln:

1. Genau dann ist @ x b = 0, wenn @, b kollinear sind.

2. Gxb=—-bxa axb
3. ax(b+&) =axb+axc

4. @x (Ab) = A (@ x b)

5. a, l;, @ x b bilden in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem.
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St

Welche Bedeutung hat | @ x b | ?

a 0 0
Beispiele wie (0) X (b) = ( O) legen die Vermutung nahe, dass gilt:
0 ab |@xb|=|a|-|b| (Rechtecksfliiche), falls @ L b.

Mit ein wenig Rechnerei kann die Vermutung bestétigt werden:

azbz — azby

a3b1 — a1b3 = ‘ 6\ . | g| < (a2b3 — a3b2)2 —+ (a361 — a1b3)2 + (albg — a2b1)2 =

abe = oz (0 + a3 + ) (0 + 3 + 13)
< —2a2b3a3b2 — 20,3()1(11()3 — 2(11()2(12()1 = a%b% + a%b% + a,%b%

Aus der Voraussetzung a L b folgt aib; + asby + asbs = 0,  dann gilt auch:
(albl + agbg + a3b3)2 =0

<~ Oj%b% + a%b% -+ a%bg -+ 2a2b3a3b2 -+ 2&3[)1@1[)3 + 2a1byasb; = 0 Alles klar?

Beweise, ohne auf Koordinaten zuriickzugreifen:
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1. |@xb|=|ad| |¢| (Parallelogrammfliiche)
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+ Vektorprodukt

VSpat = (@xb)-c
(Tipp: h=|c|-cosf )

Ein Spat ist ein gescherter Quader.
Genauer miisste der Betrag genommen werden, da beim Vertauschen

der Vektoren das Ergebnis auch negativ werden kann.

1 oS
3. VPyramjde =5 | (@xb)-c|

ST

Die Pyramide ist durch die Vektoren a, 5, C festgelegt.

4. |@xb (2. Beweis)

< |axb| =|d|-[b] sine, da AParaHe]ogramm:g'h:|€i|"b|Sino‘

— (@xb)? = a>b? — (@b)?,  Lagrange (1736 -1813)

@] |b]- cosa, (cosa)? = 1—(sina)?, |@|*= a

beachte: @-b
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|@xb|=|ax (E+Ad)] : b |
|
= | x4+ Adxad) . :
| |
=|al-|¢c| Parallelogrammfléiche ! !
a
|dxb| = AParaHeIogramm (2. Beweis)
|6Xb| :|6||b| sin «, da AParaHe]ogramm =g-h :|‘_i||b| sin &
(@xb)2 = a2b® — (@b)®,  Lagrange (1736 - 1813)
beachte: @-b =|a|- |b|- cosa, (cosa)? = 1—(sina)?, |d|2= a>
b
|
I —
\h=|b] sina
|
|
a
a@?b* — @by = |al-[bP —|aP-|b- (cosa)
= a1 (1~ (cosa)?)
[@xbP =1a]-|b] (sina) a2
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1 Berechnung von Flachen und Volumen Zusammenfassung
B b
L. AParallelogramm (Raute) — |[axb[=]axc]
2dimensional: 7,
A — |4 ) ) by — b ’
Parallelogramm (Raute) — as by | | a1ba — azby |
o ;
2. Apreieck = 9 | axb|
2dimensional:
Ao — lla b a
Dreieck — 9 as by

3. Vgpar = [ (@xb)-c[=][det(d,b, )]

4.

VPyramide (Grundfliche Parallelogramm)

1
5. VPyramide (Grundfliche Dreieck) — @ VSpat

1
6. VPyramide (Kegel) — 3 G-h VKugel =
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+ Berechnung von Vierecken

b a
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a b
A:QHwyh:a+b%

2 2

— —
AParallelogramm (Raute) — |AB x AD)|

1 — —
ADreieck =9 |AB X AC|

1 — — —
ATrapez =9 ‘(AB + DC) XAD‘
1 — —

ARaute =9 |AC| : |BD|
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+ Ebene Figuren

gleichschenkliges Dreieck Mindestens zwei Seiten sind gleich lang.

gleichseitiges Dreieck Alle drei Seiten sind gleich lang.

Parallelogramm Gegeniiberliegende Seiten sind jeweils parallel.

Trapez Mindestens zwei gegeniiberliegende Seiten sind parallel.
Raute Alle vier Seiten sind gleich lang.

Drachenviereck Mindestens eine Diagonale ist Symmetrieachse.

|AC'| - | BD|

N[

A Drachenviereck

Kreis
Umfang: U=2r-r=mw-d
Flicheninhalt: A =7 -7?
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+ Vektorprodukt und Parallelogrammfléche

Erldutere das Folgende.

A Parallelogramm

A2 —

Parallelogramm

— A Parallelogramm

b
a

b

|

I—»

'b—\d
/2

bV a

= |b-Ad|-|a]

(5—xd)" - a@
Klammern auflosen, zusammenfassen

@ 0 —(a-b)

(a? + a3+ a3) - (b3 + b3 + b2) — (a1by + azby + azbz)?
Klammern auflésen, umordnen

(agbz — azby)? + (azby — a1bs)? + (arby — ashy)?

(@ x 5)2

= |axb|
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+ Vektorprodukt und Parallelogrammfléche

Erldutere das Folgende. i
a
b
|
h:\/|b|2—|b|2-(cosoz)2 :h
|
|
|
|
| b -cosa a
AParallelogramm = | 6| \/| b |2 - | b |2 -(Cosa)2
AQParaHelogramm - ‘ a |2 ) | b |2 - | a ‘2 : ‘ b ‘2 ~(COSO¢)2

= @ (ab)

= (a}+a}+ad) (b} +03+03) — (a1by + azby + azbs)?
= ... Klammern auflosen, umordnen

= (asbs — azbs)? + (azby — aybs)? + (arbs — ashy)?

= (c?xl;)2

= AParallelogramm = ‘ axb ‘
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