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1 Aufgaben Vektorrechnung

1. Bestimmen Sie b so, dass die Punkte A(1|2]b), B(2|b|4),C(5|6]|7)
auf einer Geraden liegen.

7 —4
2. Gegeben sind die Gerade g: 2 = 21+ A 4 und der Punkt M (2]4]2).
—2 2

a) Wie lautet die Gleichung in Koordinatenform der Ebene Ej, die g und M enthélt? Félle von M
das Lot auf g. Gib die Koordinaten des LotfuBpunktes L an. Berechne die Lénge d des Lotes.
(zur Kontrolle: FEy: 2x;+xzo+2x3=12, L(3]6|0))

b) Bestimme diejenigen Punkte A und B auf g, die von L die Entfernung d haben. Bestimme weiter
die Punkte C und D so, dass ABCD ein Quadrat mit dem Mittelpunkt M darstellt.
(zur Kontrolle: A(5]4|—-1), B(1]8|1),C(-1|4]5), D(3]0]3))

¢) Uber dem Quadrat ABCD wird eine senkrechte Pyramide errichtet. Eine Seitenfliche der Pyra-
mide liegt in der Ebene Es, die von der Gerade g und dem Punkt P(56 | 4) aufgespannt wird.
Berechne die Koordinaten der Pyramidenspitze S und die Hohe der Pyramide.
(zur Kontrolle: S(6(6]6))



1+ Aufgaben Vektorrechnung

1. b=3
7 —4
2. Gegeben sind die Gerade g: T = 214+ A 4 und der Punkt M (2]4]2).
-2 2

a)

Wie lautet die Gleichung in Normalenform der Ebene E;, die g und M enthélt? Falle von M das Lot auf
g. Gib die Koordinaten des Lotfufpunktes L an. Berechne die Liange d des Lotes.

2
(zur Kontrolle: E;: 1] 2-12=0 L(3|6]0) )

2

Bestimme diejenigen Punkte A und B auf g, die von L die Entfernung d haben. Bestimme weiter die
Punkte C und D so, dass ABCD ein Quadrat mit dem Mittelpunkt M darstellt.
(zur Kontrolle: A(5|4|—1), B(1|8]1), C(-=1]4]5), D(3]0]3))

Uber dem Quadrat ABCD wird eine senkrechte Pyramide errichtet. Eine Seitenfliche der Pyramide
liegt in der Ebene Fs, die von der Gerade g und dem Punkt P(5 | 6| 4) aufgespannt wird. Berechne die
Koordinaten der Pyramidenspitze S und die Hohe der Pyramide.

(zur Kontrolle: S(6|6]6))

F5 ist eine Ebene, die senkrecht zu g und durch den Punkt M verlduft.
—4
Fs: 4 | -Z— 12 = 0. Diese Ebene wird mit g geschnitten, es ergibt sich fiir A = 1 der Punkt L.
2

— —
d ist die Linge des Vektors ML, |ML|=3

Zunichst ist der Einheitsvektor des Richtungsvektors der Geraden g zu bilden. Das Dreifache dieses Ein-

RN
heitsvektors ist zu OL zu addieren, bzw. zu subtrahieren.

_ 1 —4 — — N — - .
*=5| 4|, OB=OL+3-@w, OA=O0L-3-@
2
. 3 -9 1 _ 3 -2 5
OB=|(6]+| 2 8, OA=[6]—| 2|=]| 4],
0 1 1 0 1 -1

die Bezeichnungen A und B kénnen auch vertauscht sein.

— — — 5 —2 3 — — — 1 —2 -1
OD=0A+2-LM = 41+ -4 =10, OC=0B+2LM=|8 |+| -4 | = 4 1,
-1 4 3 1 4 5
—4 2 2
Es: —5 | -Z 4+ 42 = 0. Diese Ebene wird mit der Geraden h: Z = |4 | + A| 1 | geschnitten,
2 2 2

.
es ergibt sich fiilr A = 2 der Punkt S. Der Stiitzvektor von h ist OM, der Richtungsvektor ist der Nor-
malenvektor von Fj.

A L B 9

/[\
!
!
!
!

*M




1 Aufgaben Vektorrechnung

3. In einem rechtwinkligen Koordinatensystem sind die Punkte
A(B|—-21]1), B(3]3]1) und C(6|3]5) gegeben.

2)
b)

Stellen Sie die Gleichung der Ebene E durch die Punkte A, B und C' in Normalenform auf.

Begriinden Sie durch eine Rechnung:
Ein weiterer Punkt D kann so gewahlt werden, dass das Viereck ABCD ein Quadrat ist.
Bestimmen Sie die Koordinaten von D.

9,5 4

Zeigen Sie, dass g parallel zu E verlauft.

0 3
Weiterhin ist eine Gerade g: 7 = ( 3) + A (5) gegeben.

Welchen Abstand hat g zu E?
Berechnen Sie den Schnittpunkt F' der Diagonalen des Quadrats.

Zeigen Sie: Die Senkrechte zur Ebene E durch F' schneidet die Gerade g.



1 Aufgaben Vektorrechnung

3. In einem rechtwinkligen Koordinatensystem sind die Punkte
A(B|—-21]1), B(3]3]1) und C(6|3]5) gegeben.

a) Stellen Sie die Gleichung der Ebene E durch die Punkte A, B und C in Normalenform auf.

b) Begriinden Sie durch eine Rechnung:
Ein weiterer Punkt D kann so gewahlt werden, dass das Viereck ABCD ein Quadrat ist.
Bestimmen Sie die Koordinaten von D.

9,5 4

Zeigen Sie, dass g parallel zu E verlauft.

0 3
c) Weiterhin ist eine Gerade g: 7 = ( 3) + A (5) gegeben.

d) Welchen Abstand hat g zu E?
e) Berechnen Sie den Schnittpunkt F' der Diagonalen des Quadrats.

f) Zeigen Sie: Die Senkrechte zur Ebene E durch F' schneidet die Gerade g.

Lésungshinweise:

4
3. a) Ein Normalenvektor (Vektorprodukt der Richtungsvektoren) lautet: 7 = ( 0)
4
die Normalenform lautet: 0|Z-9=0

— —
h) AB-BC=0

— — —
|AB|=|BC|= 5 OD = OA + BC AN e

D(6]-2]5) e

()

d) Stiitzvektor der Geraden in die Hessesche Normalenform von E einsetzen, d =75

— —

7 1
e) OF= 3(0A+00) F(4,5]0,5] 3)

f) Die Senkrechte durch F (Richtungsvektor ist der Normalenvektor der Ebene) schneidet die
Gerade g in S(—1,5|0,5| 7,5).



1 Aufgaben Vektorrechnung

4. Gegeben ist der Punkt F'(6 | 8] 12).
B ist 4 Einheiten vom Quaderdeckel entfernt, A ist 3 Einheiten
vom Quaderboden entfernt.

z
a) Zeichne die Schnittfliche von der senkrechten Pyramide 1
und der Ebene F ein, in der A und B liegen, 2 gegeniiber-
liegende Kanten sind parallel zu 2 Quaderkanten.

b) Berechne den Schnittpunkt der Geraden C'S und der
Ebene E.

c) Bestimme die Schnittgerade der vorderen
Pyramidenfliche und der Ebene FE.

d) Bestimme den Winkel «, den die vordere
Pyramidenfliche mit der xy-Ebene einschliefit.

e) Bestimme den Winkel 3, den die Pyramidenfldchen
miteinander einschlieflen.

f)  Wie groB ist das Volumen der Pyramide?

Lésungshinweise:
4. a)
13 o 1 20
b) E: 5y+82-64=0, A=15, OS=q5| 128
72
4 6 5
c) vordere Pyramidenfléche: 0]-7£-24=0, Schnittgerade: 7 = 65—4 + )\< 32)
1 0 —20
d) a = 176,0°
0
e) seitliche Pyramidenflédche: 31--24=0, o = 85,6°
1



1 Aufgaben Vektorrechnung

5. Die Punkte O(0|0] 0), A(8|0|0), B(0|4]|0) und Cx(0 | k| 6) sind die Eckpunkte der Pyramiden-
schar OABC,.

a) Es wird die Pyramide OABC) betrachtet.
Zeichnen Sie ein Schrigbild dieser Pyramide.
Bestimmen Sie die Innenwinkel des Dreiecks ABCy, den Schnittwinkel der Fliache ABCy mit
der x1xo-Ebene und den Abstand dieser Ebene vom Ursprung.

b) Es wird die Pyramidenschar O ABC}, betrachtet.
Ermitteln Sie die Einsetzungen fiir &, fiir die das Dreieck ABC}, gleichschenklig mit der Spitze
Cy, ist.
Untersuchen Sie die Grofle des Pyramidenvolumens allgemein in Abhéngigkeit von k& und
erldutern Sie Thr Ergebnis. Wo liegen alle Punkte C}?

c) Behauptung: Wenn ein Vektor @ sowohl zu einem Vektor b als auch zu einem Vektor &

senkrecht steht, so steht der Vektor @ auch senkrecht zum Summenvektor b+ €.

Erldutern und beweisen Sie die Behauptung.

Beweisen oder widerlegen Sie die Umkehrung der Behauptung.

Lésungshinweise:

5. a) Innenwinkel: o =44,3°, B =75,6°, v = 60,1°

3
Normalenform der Ebene: 6 |-Z£—24=0, Schnittwinkel 59,2°
4

24
Abstand zum Ursprung d = ——

V61
b) Dreieck ABC}, gleichschenklig fiir k = —6

¢) Pyramidenvolumen 32 VE



1 Aufgaben Vektorrechnung

6. Gegeben sind die Gerade g, die Ebene F und die Kugel K durch

E:

9 3 2

i=|-a|+¢tl4], K: |z7-]|1 = 169,
-8 2 8

dxy — 3x9 + 12z5 + 60 = 0.

Berechne die Koordinaten des Schnittpunktes S von g und E.
Weise nach, dass S auflerhalb der Kugel K liegt.

Zeige, dass E eine Tangentialebene von K ist.

Berechne die Koordinaten des Beriihrpunktes B.

Die Ebene E; geht durch den Mittelpunkt M von K und ist orthogonal zu g.
Stelle die Gleichung von E; auf.

Berechne den Abstand des Punktes M von g.

Was folgt hieraus fiir die gegenseitige Lage von g und K7

4
Zeige, dass die Ebene FEs : 1 |- % = 36 die Kugel K schneidet.
8

Berechne fiir den Schnittkreis den Radius und die Koordinaten des Mittelpunktes.

Lésungshinweise:

6. a)

4 20
s(11-31-2). BOla|-

b) d(M,g) =13

c)

16 4 32
p—12, (20232
9 99



1 Aufgaben Vektorrechnung

7. Gegeben sind die beiden Geraden g und h:

-1 3 1 1
g T= 214+ 2[4 h: = -3 |4+ A -2
-3 5 -2 0

Berechnen Sie den Schnittpunkt von ¢ und h.
Bestimmen Sie den Winkel zwischen g und h.

Wie lautet die Gleichung der Ebene F; in Normalenform, in der die Geraden g und h liegen?
Wie grof} ist der Abstand der Ebene E; zum Ursprung?

Wie lautet die Gleichung der Ebene Ey in Normalenform, in der die Punkte P(0 ]2 1)
und Q(2 ]3| 2) liegen und die senkrecht zu E; steht?

Die Ebene FE3: —10z — 5y + 10z = —9 ist eine Tangentialebene einer Kugel K, deren Mittel-
punkt M ( % |1] %) ist. In welchem Punkt beriihrt die Kugel die Ebene E3 und wie grof3 ist der
Radius der Kugel?

Wie kann ohne einen Schnittpunkt zu berechnen iiberpriift werden, ob zwei gegebene Geraden
eine Ebene bestimmen, d. h. in einer Ebene liegen?



1 Aufgaben Vektorrechnung

7. Gegeben sind die beiden Geraden g und h:

-1 3 1 1
g T= 214+ 2[4 h: = -3 |4+ A -2
-3 5 -2 0

Berechnen Sie den Schnittpunkt von ¢ und h.
Bestimmen Sie den Winkel zwischen g und h.

Wie lautet die Gleichung der Ebene F; in Normalenform, in der die Geraden g und h liegen?
Wie grof} ist der Abstand der Ebene E; zum Ursprung?

Wie lautet die Gleichung der Ebene Ey in Normalenform, in der die Punkte P(0 ]2 1)
und Q(2 ]3| 2) liegen und die senkrecht zu E; steht?

Die Ebene FE3: —10z — 5y + 10z = —9 ist eine Tangentialebene einer Kugel K, deren Mittel-
punkt M ( % |1] %) ist. In welchem Punkt beriihrt die Kugel die Ebene E3 und wie grof3 ist der
Radius der Kugel?

Wie kann ohne einen Schnittpunkt zu berechnen iiberpriift werden, ob zwei gegebene Geraden
eine Ebene bestimmen, d. h. in einer Ebene liegen?

7. Losungen:

a)
b)
c)

d)

f)

)‘:_iy p= =2, S(_1’1’_2)’

a =T1,6°. (Es wird stets der kleinere der zwei méglichen Winkel genommen.)

EFy: 2x—y+22=-3, d=1
-2
— — —
Ey,: ©¥= OP—I—)\(OP—OQ)—F,U, -1 Ey: z—2y=-4
2

Der Beriihrpunkt ergibt sich als Schnittpunkt der Ebene FE3 mit einer Geraden, die durch M
verlduft und die als Richtungsvektor den Normalenvektor von E3 hat.

_ 1 19 14 44 —
A=-1 B(Elzln),  d=1

Falls die Geraden nicht parallel sind, miisste der Vektor, der sich als Differenz der beiden Stiitz-
vektoren ergibt,komplanar mit den beiden Richtungsvektoren sein, d.h. er miifite eine Linear-
kombination der beiden Richtungsvektoren sein. Man sagt auch, dass der Differenzvektor und
die Richtungsvektoren linear abhéngig sind.



+ Aufgaben Vektorrechnung Bayern Abitur 2002

1. In einem rechtwinkligen Koordinatensystem sind die Punkte O(0|0|0), A(6]0]0), B(6]6]6),
die Ebene F': x1 — 292 = 0 und die Ebenenschar Gi: kxq + 6z9 — 6k =0 mit k£ > 0 gegeben.

a) Bestimmen Sie in Normalenform eine Gleichung der Ebene E, die die Punkte A, B und O
enthélt. Weisen Sie nach, dass das Dreieck OAB bei A rechtwinklig ist.

(mégliches Teilergebnis E: z9 — x3 =10)

b) Alle Punkte des Dreiecks OAB, fiir die A der néichstgelegene Eckpunkt ist, werden griin gekenn-
zeichnet. Welcher Bruchteil der Dreiecksflache ist dann griin gefarbt?
Begriinden Sie Ihre Antwort anhand einer Skizze.

¢) Durch die Spiegelung der Ebene E aus Teilaufgabe la) an der Ebene F' erhélt man die Ebene
E*. Begriinden Sie, dass B und O Fixpunkte dieser Spiegelung sind. Ermitteln Sie fiir E* eine
Gleichung in Normalenform. (mégliches Teilergebnis E*: x1 —x3 =10)

2. a) Geben Sie eine Gleichung der Schnittgeraden s der Ebenen E und E* sowie den Schnittwinkel
p von F und E* an.

b) Bestimmen Sie - soweit vorhanden - die Koordinaten der Schnittpunkte der Scharebenen Gy
mit den Koordinatenachsen. Welche besondere Lage im Koordinatensystem hat jede Scharebene

Gi?
c) Begriinden Sie ohne weitere Rechnung, dass alle Scharebenen Gy, eine gemeinsame Schnittgerade

g haben, und geben Sie eine Gleichung von ¢ an.

3. Fiir jedes k > 0 begrenzen die Ebenen F, E*, G und die x1xs-Ebene eine dreiseitige Pyramide Pj.

a) Geben Sie die Koordinaten der vier Eckpunkte von P an und berechnen Sie das Pyramiden-
volumen Vj in Abhéngigkeit von k.

b) Fiir welches k ist F' Symmetrieebene von Pj? Geben Sie eine kurze Begriindung.

zur Kontrolle:

2. a) p=060°
05— % (1) s Pyramid
. = (1 i i
3. a) 6% | 1 ) yramidenspitze
6k>
Ve =537

Eine gute geometrische Vorstellung erleichtert
in dieser ansprechenden Aufgabe Vieles.
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1+ Wiirfelaufgabe

Die Punkte O(0 0] 0), A(4|0]0), B(0|4]0), C(0|0]4), F(4|4] 4) sind Eckpunkte eines Wiirfels.

a)

Die Ebene E: z1 + x5 + x3 = 6 schneidet den Wiirfel in einem Sechseck.
Zeichnen Sie den Wiirfel und das Sechseck in ein Koordinatensystem.
Zeigen Sie, dass das Dreieck ABC' und das Sechseck den gleichen Umfang haben.

Fiir welche Werte von a schneidet die Ebenenschar F,: x1 + 29 + 3 = a den Wiirfel?
Welcher Zusammenhang besteht zwischen der Anzahl der Ecken der Schnittfigur und den Werten
von a ?

Gibt es Ebenen auflerhalb der Schar E,, die den Wiirfel in einem Fiinfeck schneiden?

11



8.

+ Wiirfelaufgabe Losungen

Die Punkte O(0 0] 0), A(4|0]0), B(0|4]0), C(0|0]4), F(4|4] 4) sind Eckpunkte eines Wiirfels.

a)

Die Ebene E: z1 + x5 + x3 = 6 schneidet den Wiirfel in einem Sechseck.
Zeichnen Sie den Wiirfel und das Sechseck in ein Koordinatensystem.
Zeigen Sie, dass das Dreieck ABC' und das Sechseck den gleichen Umfang haben.

\ L3
C Py
4
71N\
P
5 \
/3 N
/ N
/ AN
// 2 N Ps
N
/ N
/ N
/ 14 N
/ \\
! N
/ B
P6 / T T T /\
/ 1 2 - -4 €2
/ _-1
/ _ - Py
/ -
1 -
A P

xy

21 =4 und z3 =0 ergibt z3 =2, P;(4]2]0)

x2 =4 und z3 =0 ergibt 1 =2, P2(21]4]0)

amalog P3(0[4]2), Pi(0]4]2), P5(2]0]4), Ps(4]0]2)
regelmiifliges Sechseck, Seitenléinge a; = 2v/2, Umfang U; = 1212
gleichseitiges Dreieck, Seitenlinge ay = 4v/2, Umfang U, = 12v/2

Fiir welche Werte von a schneidet die Ebenenschar F,: x1 + 29 + 3 = a den Wiirfel?
Welcher Zusammenhang besteht zwischen der Anzahl der Ecken der Schnittfigur und den Werten

0
von a - Grenzfille: O € E, fira=0, F € E, fir a =12

fir 0 < a <12 wird der Wiirfel geschnitten

Dreieck fiir 0 < a <4 und fiir 8 <a <12

gestricheltes Dreieck fiir a = 4

Dreieck fiir @ = 8 mit den Eckpunkten D(0]4|4),G(0]4|4),H(4|0]4)
Sechseck fiir 4 <a < 8

Gibt es Ebenen auflerhalb der Schar E,, die den Wiirfel in einem Fiinfeck schneiden?
mogliche Losungen:
Ebene, die das gezeichnete Sechseck enthélt, um die Achse P; P, drehen,
so dass P5 und Py in den Punkt C oder einen anderen Punkt
auf der Strecke OC (ungleich O) iibergehen.

12



10.

t Flugrouten GTR

Ein Sportflugzeug und ein Militdrflugzeug befinden sich auf geradlinigem Kurs. Im &rtlichen
Koordinatensystem der Flugsicherungsstelle gelten folgende Angaben: Das Sportflugzeug
befindet sich zum Zeitpunkt ¢ = 0 am Ort A(30 0] 2) (Léngen in km, Zeiten in h),

—100
der Geschwindigkeitsvektor lautet: v = 250 |. Fiir das Militarflugzeug lauten
0 100
die entsprechenden Angaben B(—20|—10|1) und @ = | 350
5
a) Berechnen Sie den Abstand der beiden Flugrouten.
b) Bestimmen Sie die kleinste Entfernung beider Flugzeuge.
Variation der obigen Aufgabe:
—60
Das Sportflugzeug befindet sich zum Zeitpunkt ¢ = 0 am Ort A(10]0]3), @ = | 300
Fiir das Militarflugzeug lauten 300 0
die entsprechenden Angaben B(—40|—20]|2) und « = [ 450
2

© Roolfs
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10.

1 Flugrouten GTR Losungen

Ein Sportflugzeug und ein Militdrflugzeug befinden sich auf geradlinigem Kurs. Im &rtlichen
Koordinatensystem der Flugsicherungsstelle gelten folgende Angaben: Das Sportflugzeug
befindet sich zum Zeitpunkt ¢ = 0 am Ort A(30 0] 2) (Léngen in km, Zeiten in h),

—100
der Geschwindigkeitsvektor lautet: v = 250 |. Fiir das Militarflugzeug lauten
0 100
die entsprechenden Angaben B(—20|—10|1) und @ = | 350
5
a) Berechnen Sie den Abstand der beiden Flugrouten. 0,125 km
b) Bestimmen Sie die kleinste Entfernung beider Flugzeuge. 13,417 km nach 0,22 h

d(t) = /(50 — 200%)2 + (10 — 100¢)2 + (1 — 5¢)2

Variation der obigen Aufgabe:

—60
Das Sportflugzeug befindet sich zum Zeitpunkt ¢ = 0 am Ort A(10]0]|3), @ = | 300
Fiir das Militarflugzeug lauten 300 0
die entsprechenden Angaben B(—40|—20]2) und « = [ 450
2
a) Abstand der beiden Flugrouten 0,723 km
b) kleinste Entfernung beider Flugzeuge 1,056 km nach 0,14 h

d(t) = /(50 — 3601)2 + (20 — 150¢)2 + (1 — 2¢)2

© TRoolfs
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1 Flugbahnen

11. In einem Koordinatensystem beschreibt die xi-zo-Ebene eine flache Landschaft, in der sich ein
Flughafen befindet. Die x1-Achse weise in die Ostrichtung und die x2-Achse in die Nordrichtung.
Unmittelbar nach dem Abheben von der Startbahn im Punkt P steigt das Flugzeug Fj geradlinig
auf.

~10,5 21
Die Flugbahn von Fj verlauft auf der Geraden g: 7 = (14 ) + A <28> .
0 12

7.2 4
Ein zweites Flugzeug F5 bewegt sich entlang der Geraden h: Z = <—9,6> + A <—3 )
12 0

Die Léngeneinheit ist 1 km.

a) Beschreiben Sie die Himmelsrichtungen, in welche die beiden Flugzeuge fliegen.
Das Flugzeug Fj iiberfliegt in 6 km Hohe das Zentrum einer Stadt.
Berechnen Sie den Abstand des Stadtzentrums vom Abhebepunkt P.
Bestimmen Sie den Steigungswinkel der Flugbahn von Fj.

b) Als das Flugzeug F} in einer Wolkendecke verschwindet, hat es vom Punkt P einen Abstand
von 37 km. In welcher Hohe taucht F in die Wolkendecke ein?
Zeigen Sie, dass die Flugzeuge F; und F> auf den angegebenen Bahnen nicht kollidieren kénnen.
Berechnen Sie den Abstand der beiden Flugzeuge fiir den Fall, dass sich F, genau iiber Fy
befindet. Ist dieses der Abstand der beiden Flugbahnen?

c) Nahe der Startbahn befindet sich im Punkt R(—10,2 | —13,6 | 0) eine Radarstation mit einem
halbkugelférmigen Uberwachungsbereich mit dem Radius 85 km.
Wie viele Kilometer fliegt das Flugzeug F> im Uberwachungsbereich des Radars?

d) Die geradlinige Grenze zu einem Nachbarstaat verlduft durch die Punkte G1(84 | —3]0) und
Go(12|—99 | 0).
Welchen maximalen Abstand von der Grenze hat ein Punkt im Nachbarland, der vom Radar
noch erfasst wird? (Rechnung ohne Beriicksichtigung der Erdkriimmung)

15



1 Flugbahnen  Losungshinweise

11. In einem Koordinatensystem beschreibt die xi-zo-Ebene eine flache Landschaft, in der sich ein
Flughafen befindet. Die x1-Achse weise in die Ostrichtung und die x2-Achse in die Nordrichtung.
Unmittelbar nach dem Abheben von der Startbahn im Punkt P steigt das Flugzeug Fj geradlinig
auf.

~10,5 21
Die Flugbahn von Fj verlauft auf der Geraden g: 7 = (14 ) + A <28> .
0 12

7.2 4
Ein zweites Flugzeug F5 bewegt sich entlang der Geraden h: Z = <—9,6> + A <—3 )
Die Léngeneinheit ist 1 km. 12 0
a) Beschreiben Sie die Himmelsrichtungen, in welche die beiden Flugzeuge fliegen.
Fy: zwischen NO und N, setze z-Koordinate 0
F5: zwischen SO und O
Das Flugzeug Fj iiberfliegt in 6 km Hohe das Zentrum einer Stadt.

Berechnen Sie den Abstand des Stadtzentrums vom Abhebepunkt P. .
r3=6 — )\:§,Z(0|0|0)
P(—10,5|—14]0), 17.5km

Bestimmen Sie den Steigungswinkel der Flugbahn von Fj. 18,9°

b) Als das Flugzeug Fj in einer Wolkendecke verschwindet, hat es vom Punkt P einen Abstand
von 37 km. In welcher Hohe taucht F} in die Wolkendecke ein? 12 km
Zeigen Sie, dass die Flugzeuge F; und F, auf den angegebenen Bahnen nicht kollidieren kénnen.
Berechnen Sie den Abstand der beiden Flugzeuge fiir den Fall, dass sich F, genau iiber Fy
befindet. Ist dieses der Abstand der beiden Flugbahnen? Hi(~7,2]-9,6]1,9)

Hy(—72|-9,6]12)
d =10,1%km nein

c¢) Nahe der Startbahn befindet sich im Punkt R(—10,2 | —13,6 | 0) eine Radarstation mit einem
halbkugelférmigen Uberwachungsbereich mit dem Radius 85 km.

Wie viele Kilometer fliegt das Flugzeug F» im Uberwachungsbereich des Radars? A jz = 16,8
1/2 — ’

168 km

d) Die geradlinige Grenze zu einem Nachbarstaat verlduft durch die Punkte G1(84 |—3]0) und
G2(12]-99]0).
Welchen maximalen Abstand von der Grenze hat ein Punkt im Nachbarland, der vom Radar
noch erfasst wird? (Rechnung ohne Beriicksichtigung der Erdkriimmung)
R ist von der Grenze 69 km entfernt.
Der maximale Abstand betrigt 16 km.
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1 Drehpyramide Abitur Roolfs 2005

12. In einem rechtwinkligen Koordinatensystem sind die Eckpunkte A(4|4|0), B(2|7]|1), C(0]4]0)
der dreieckigen Grundfliche einer Pyramide und deren Spitze Si(—2k |5+ 3k | 7+ k) gegeben.

a)

Geben Sie die Normalenform der Ebene E an, in der die Grundfiiche ABC' liegt.

Berechnen Sie den Winkel, den die Grundfliche mit der xy-Ebene einschlieft.

Untersuchen Sie, ob die Punkte S; auf einer Geraden liegen und bestimmen Sie das Volumen
der Pyramide ABC'S}.

Was kann aus dem Ergebnis geschlossen werden?

Ermitteln Sie fiir die Pyramide mit der Spitze S_; den Lotfupunkt L (die Strecke LS_; steht
senkrecht auf der Ebene, in der die Grundfliche der Pyramide liegt) und untersuchen Sie,

1) ob der LotfufSpunkt L in der Grundfliche der Pyramide liegt,

2) ob diese Pyramide eine Symmetrieebene hat.

Die Punkte A, C' und Sy liegen fiir ein festes k in einer Ebene Ej. Geben Sie die Normalen-
gleichung der Ebenenschar Fj an. Untersuchen Sie, welche Punkte die Ebenenschar gemeinsam
hat. Welche Ebene ergibt sich, falls k£ gegen Unendlich strebt?

Beschreiben Sie einen Losungsweg zur Beantwortung der Frage, ob F; die Pyramide mit der
Spitze S_1 in zwei volumengleiche Teile zerlegt.

Die Pyramide mit der Spitze S_1 soll um die Achse AC' gedreht werden, so dass die Spitze in
der xz-Ebene liegt. Bestimmen Sie den Drehwinkel.

17



1 Drehpyramide  Losungshinweise

0
12. a) Normalenform E: | —1 | -Z+4 =0, Winkel, den die Ebenen einschlieflen: « = 18,4°
3
. —2k 0 —2
OSp=|5+3k | =|5]+k 3 = Die Punkte S liegen auf einer Geraden.
T+ k 7 1
Volumen  Vpyramide = % VE (mit dem Spatprodukt)
2 0
b) Der Lotfufipunkt L(2 |4 | 0) ergibt sich als Schnitt der Geraden g: Z= |2 | + A | —1
mit der Ebene E'. 6 3

Durch die Lage des LotfuBpunkts ergibt sich die Symmetrieebene durch L, B und .5;.

0
¢) Normalenform der Ebenenschar Fj: T+k | -Z—28—4k=0,
—1-—3k
Die Ebenen der Schar drehen sich um die Gerade AC'.
Fir k — oo ergibt sich die Ebene F.
Ein Losungsweg wire, die Ebene F; mit der Geraden BS_; zum Schnitt zu bringen, um alle
benétigten Vektoren fiir zwei Volumenberechnungen mithilfe des Spatprodukts zu erhalten.

d) Esist ]179)_1\ = /40, 1753_1 bildet mit der zy-Ebene efnen Winkel 3 = 71,6°,
Wird der Vektor gedreht, so dass die Spitze in der xzz-Ebene liegt, entsteht ein rechtwinkliges
Dreieck mit der Kathete a = 4 und einem Winkel v = 50,7°.
Fiir den Drehwinkel ¢ gilt: ¢ = 8 —~v = 20,9°.

18



1 Geradenschar und Kugel

13. Gegeben sind die vier Eckpunkte O(0]0]0), A(12]0|0), B(0|6]0) und C(0]0| 6) einer Pyramide,

0 2
sowie die Geradenschar ¢;: Z =16 |+ A| —2t—1 ], teR.
0 2t

a) Berechnen Sie das Volumen der Pyramide.

b) Bestimmen Sie diejenige Kugel K mit dem Mittelpunkt O(0|0] 0), die die Ebene E, in der die
Punkte A, B, C liegen, beriihrt. Bestimmen Sie auch den Beriihrpunkt 7.

¢) Untersuchen Sie, ob die Geraden g¢; in der Ebene E liegen. Gibt es eine Gerade der Schar, die
die Kugel K aus b) tangiert?

d) Gibt es eine Gerade der Schar, die die Dreiecksfliche ABC' halbiert?
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1 Geradenschar und Kugel  Losungshinweise

13. Gegeben sind die vier Eckpunkte O(0]0]0), A(12]0|0), B(0|6]0) und C(0]0| 6) einer Pyramide,

0 2
sowie die Geradenschar ¢;: Z =16 |+ A| —2t—1 ], teR.
0 2t
a) Berechnen Sie das Volumen der Pyramide. V="72VE
b) Bestimmen Sie diejenige Kugel K mit dem Mittelpunkt O(0|0] 0), die die Ebene E, in der die
Punkte A, B, C liegen, beriihrt. Bestimmen Sie auch den Beriihrpunkt 7.
72 =16
1
E: 12| 2—-12=0
2
4,8 8
T(515153)
¢) Untersuchen Sie, ob die Geraden g¢; in der Ebene E liegen. Gibt es eine Gerade der Schar, die
die Kugel K aus b) tangiert? g in E enthalten.
gy verlauft durch 7', A = % = t=2
d) Gibt es eine Gerade der Schar, die die Dreiecksfliche ABC' halbiert?

g¢ verlduft durch B(6]0]3), A\=3 = t=3

20



1 Kreislinie und Mittelsenkrechten  Abiturpriifung LK Sachsen 1999

Gegeben sind die Punkte A(1 4| —3), B(—2|1| —3) und C(1|-2]5).

1.

2)

b)

Zeigen Sie, dass die Punkte A, B und C ein Dreieck bilden und stellen Sie die Normalengleichung
der Ebene auf, in der die Punkte liegen.

Vom Punkt D(5|—3| —2) wird das Lot auf die Ebene E: —4x; + 4z2 + 3x3 — 3 = 0 gefillt.
Bestimmen Sie den Lotfuflpunkt.

Der Punkt D und sein Spiegelpunkt D* bzgl. der Ebene E (Teil b)) sowie die Punkte A, B und
C bilden einen Korper. Beschreiben Sie diesen Korper und berechnen Sie sein Volumen.

Stellen Sie die Gleichungen der in der Ebene E (Teil b)) liegenden Mittelsenkrechten der Strecken
AB und BC auf und bestimmen Sie den Schnittpunkt dieser Mittelsenkrechten.

Zeigen Sie: Der Punkt M(1|1] 1) ist der Mittelpunkt der Kreislinie k, auf der die Punkte A, B
und C' liegen.

Die Gerade M B durchstoBt die Kreislinie k& (Teil €)) im Punkt B* ein zweites Mal. Bestimmen
Sie B* und begriinden Sie, dass die Dreiecke BAB* und BC B* rechtwinklig sind.

Gegeben ist die Geradenschar

4+ 3t -3
gt:f: t +)\ 2 s t,)\GR
4t — 3 —4

Die Aufpunkte der Geradenschar liegen selbst auf einer Geraden h. Geben Sie einen Aufpunkt
und einen Richtungsvektor von h an.

Bestimmen Sie eine Koordinatengleichung der Ebene, in der alle Geraden der Schar enthalten
sind.

Welche Gerade der Schar hat den minimalen Abstand vom Ursprung?

21



1 Kreislinie und Mittelsenkrechten Losungshinweise

Gegeben sind die Punkte A(1 4| —3), B(—2|1| —3) und C(1|-2]5).

1. a) Zeigen Sie, dass die Punkte A, B und C' ein Dreieck bilden und stellen Sie die Normalengleichung

der Ebene auf, in der die Punkte liegen. Die Normalengleichung ist die von 1. b)

Da das Vektorprodukt nicht den Nullvektor ergibt,
liegen die Punkte nicht auf einer Geraden.

b) Vom Punkt D(5|—3| —2) wird das Lot auf die Ebene E: —4x1 + 4x9 + 323 — 3 = 0 gefillt.

Bestimmen Sie den Lotfuipunkt. Der Lotfufipunkt ist der Punkt M von 1. e)

¢) Der Punkt D und sein Spiegelpunkt D* bzgl. der Ebene E (Teil b)) sowie die Punkte A, B und

C bilden einen Korper. Beschreiben Sie diesen Korper und berechnen Sie sein Volumen. 82 VE

d) Stellen Sie die Gleichungen der in der Ebene E (Teil b)) liegenden Mittelsenkrechten der Strecken
AB und BC auf und bestimmen Sie den Schnittpunkt dieser Mittelsenkrechten.

Die Punkte A, B, C und B* sind die Eckpunkte eines Rechtecks,

dessen Mittelpunkt M ist. Die Mittelsenkrechten sind daher einfach zu bestimmen.
Um allgemeiner eine Senkrechte zu einer Geraden zu finden,

die auch in einer bestimmten Ebene liegt,

ist das Vektorprodukt von Richtungsvektor der Geraden und

Normalenvektor der Ebene zu bilden.

e) Zeigen Sie: Der Punkt M (1]1] 1) ist der Mittelpunkt der Kreislinie k, auf der die Punkte A, B
und C liegen. Radius r = 5

f) Die Gerade M B durchstofit die Kreislinie £ (Teil €)) im Punkt B* ein zweites Mal. Bestimmen
Sie B* und begriinden Sie, dass die Dreiecke BAB* und BC B* rechtwinklig sind.

Das sollte nun klar sein.

2. Gegeben ist die Geradenschar

4+ 3t -3
gt:f: t +)\ 2 s t,)\GR
4t — 3 —4

a) Die Aufpunkte der Geradenschar liegen selbst auf einer Geraden h. Geben Sie einen Aufpunkt

und einen Richtungsvektor von h an. 4 3
h: = ( 0) —i—t(l)

-3 4

b) Bestimmen Sie eine Koordinatengleichung der Ebene, in der alle Geraden der Schar enthalten
sind. —4x1+3x3+25=0

c) Welche Gerade der Schar hat den minimalen Abstand vom Ursprung?

Da durch jeden Punkt der Ebene eine Gerade verlauft,
ist zunéchst der Punkt 7'(4 | 0| —3) mit minimalem Abstand zum Ursprung zu bestimmen.
offensichtlich gq
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14.

1 Prisma-Aufgabe Abitur Roolfs

In einem rechtwinkligen Koordinatensystem beschreiben die Punkte A(0]0|0), B(4|—2]|0),
C(0]6]0) die dreiseitige Grundfléiche eines Prismas.

Eine Kante des Prismas ist A Dy mit Di(2+ k|2 —2k|5), k € R.

a)

b)

Ermitteln Sie die iibrigen Punkte des Prismas (fiir allgemeines k) und sein Volumen. Was féllt
Thnen bei dem Ergebnis auf? Geben Sie hierfiir eine geometrische Erklarung.

Untersuchen Sie, ob es einen Punkt Dy gibt, so dass das Dreieck B C' Dy, gleichschenklig mit der
Spitze Dy, ist.

Zeigen Sie, dass es keinen Punkt Dj gibt, so dass das Prisma senkrecht ist. Das Prisma kann
fiir allgemeines k nach zwei verschiedenen Richtungen geneigt sein. Bestimmen Sie denjenigen
Punkt Dy, der diese Richtungen trennt (fiir diesen Punkt ist das Prima am wenigsten schief).

Sei nun ein gerades Prisma mit derselben Grundfliche wie das obige gegeben (die Hohe ist
unwichtig). Diesem geraden Prisma wird ein Zylinder umbeschrieben. Ermitteln Sie den Mittel-
punkt der Grundkreisfliche des Zylinders.

Dieses gerade Prisma soll durch eine Schnittebene, die parallel zur Prismaseitenfliche, in der
die Punkte B und C liegen und die senkrecht zur zy-Ebene verlduft, halbiert werden (das Volu-
men wird halbiert). Beschreiben Sie nur (ohne zu rechnen), wie die Gleichung der Schnittebene
ermittelt werden kann.

© TRoolfs
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14.

+ Prisma-Aufgabe Losungshinweise

1, — — — — — 1, = — —

V = 5((OB— OA) x (OC — 0OA))- ODy = §(OB x OC')- ODy = 60

Ergebnis ist von k& unabhéngig, daher liegen fiir verschiedene k gescherte Prismen vor.
— — — —

Bedingung: |ODy, — OB|=|0D, —OC| = k=0, Dr(2]2]|5)

Es gibt kein k, so dass das zugehorige Prisma gerade ist. Die Gerade g der Punkte Dy schneidet

Es muss der Punkt D} ermittelt werden, der von der z-Achse minimalen Abstand d hat. d ergibt

6
sich als Abstand von G(0|0|5) zu ¢ = d= %’ DZ(% | g | 5)

a) E6+k|—-2k|5), F(2+k|8—2k]|5)
b)
c)
nicht die z-Achse.
d)

Fiir den Umkreis ist der Schnittpunkt M der Mittelsenkrechten my und mso zu berechnen.

i ﬁ:(_?)+x(i>, ma: §:<g)+)\(_g), M43 0).

© TRoolfs
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+ Ebenen-Aufgabe

1. Gegeben sind die Punkte A(0|0| —4), B(4|0]0) und Cy(t —8|t|t—38), t € R.

a)

Zeigen Sie, dass die Punkte A, B und C} fiir jedes t ein Dreieck D; bestimmen.
Ermitteln Sie den Wert t,i,, fiir den der Flicheninhalt von D; minimal ist.

Die Punkte A, B und C; liegen in einer Ebene Ej.
Stellen Sie eine Gleichung dieser Ebene E; in Normalenform auf.

[ mogliches Ergebnis Fj: tx + 4y — tz = 4t |
Gibt es ein ¢, so dass Ey mit der xz-Ebene identisch ist?
Fiir welches ¢ hat Cy minimale Entfernung zu den Punkten der Geraden AB?

Zeigen Sie, dass die Ebenen E; und Fy genau dann aufeinander senkrecht stehen, wenn gilt:

t-t* = —8. Zu welcher Ebene der Schar existiert keine senkrechte Ebene in der Schar?
Zwei zueinander senkrechte Ebenen E; und FEj+ schneiden die y-Achse in den Punkten .S; und
Si+. Berechnen Sie die Streckenlinge S;Sy+ und ermitteln Sie, fiir welche Werte von ¢ diese
Streckenléinge minimal wird.

Ergebnisse:

a)
b)
)
)
)

Q. o

)

A= /3262256, tumm =0

t=20
t=0, d=+3
Ey

© TRoolfs
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1 Schnittflichen- Aufgabe

Ein Wiirfel mit der Kantenléinge 4 LE wird von einer Ebene E, die durch die Punkte
A, B, C' und D verlduft, geschnitten. Ermitteln Sie

a) die Koordinaten von D,
) den Flidcheninhalt der Schnittflache,
) den Abstand von S zu E,

o o

o,

) auf verschiedene Weisen das Volumen der Pyramide
mit der Schnittfliche als Grundfliche und der Spitze S.

x

Ergebnisse:
a) E: x+6y+4z =32, D(0|%|4)

5v/53
b) ATrapez = T\/_FE

12
C) d(S, E) = E
d v=2VE
T © Roolfs
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1+ Winkel

1. Gegeben sind die Punkte A(1]3|2) und B(—1]8] 3).
Untersuche, ob es einen Punkt P auf der y-Achse gibt, fiir den der Winkel £ BPA 90 Grad betrégt.

2. Gegeben sind die Punkte A(0|0]|2) und B(0|0| 8).
Fiir welchen Punkt P auf der positiven y-Achse ist der Winkel £ BPA maximal?

3. Gegeben sind die Punkte A(1|3]|2) und B(—18] 3).
Untersuche, ob es einen Punkt P auf der y-Achse gibt, fiir den der Winkel £ BPA 60 Grad betrégt.

© Roolfs
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1+ Winkel

1. Gegeben sind die Punkte A(1]3|2) und B(—1]8] 3).
Untersuche, ob es einen Punkt P auf der y-Achse gibt, fiir den der Winkel £ BPA 90 Grad betrégt.

5+(3-y)@8—-y)=0

Y1 = 4,382
y2 = 6,618

2. Gegeben sind die Punkte A(0]0]|2) und B(0|0| 8).
Fiir welchen Punkt P auf der positiven y-Achse ist der Winkel £ BPA maximal? y=4

3. Gegeben sind die Punkte A(1]3|2) und B(—1|8] 3).
Untersuche, ob es einen Punkt P auf der y-Achse gibt, fiir den der Winkel £ BPA 60 Grad betrégt.

Y1 = 2,612
Yo = 8,914

© TRoolfs
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+ Helikopter-Aufgabe

Ein Helikopter fliegt geradlinig in Richtung Landeplatz.

8 -1

—4 4
Die Flugbahn wird durch ¢: z'= (2) +t ( 2) beschrieben.

Der Helikopter ist mit einem Suchscheinwerfer ausgestattet,
der stets auf die Turmspitze S(10 | 2| 4) ausgerichtet wird.

N R S R

Wo landet der Helikopter?

In welcher Ebene (Koordinatenform) liegen die Scheinwerferstrahlen?

Gibt es ein a, so dass ein Objekt im Punkt P(25 |8| a) gefunden wird?

Welchen Winkel schlieBt der Scheinwerferstrahl zu ¢ = 0 mit dem Boden (zy-Ebene) ein?

Der Helikopter hat die Flughthe h = 5 erreicht. Wie lang ist die Flugstrecke nun noch?

Fiir die restlichen Teilaufgaben soll nur ein Losungsweg geschildert werden.

Welcher Punkt auf der Flugbahn kommt der Turmspitze am néchsten?

Wird eine Hausfassade (Rechteck mit aufgesetztem Dreieck, gegeben sind die Eckpunkte)
von dem Scheinwerferstrahl getroffen, der vom Punkt @ (gegeben) der Flugbahn ausgeht?

Die Scheinwerferstrahlen verlaufen {iber einem senkrecht stehenden Mast (gegeben ist die Mast-
spitze: M (Zm, | Ym | 2m)). Wie hoch hétte er mindestens sein miissen, damit er von den Scheinwerfer-
strahlen erfasst worden wére?

Gibt es Punkte auf der Flugbahn, an denen die Scheinwerferstrahlen nicht auf den Boden treffen?
Wenn ja, wie werden sie ermittelt?

Gibt es zwei Punkte auf der Flugbahn, die zusammen mit der Turmspitze ein gleichseitiges
Dreieck bilden?

Die Scheinwerferstrahlen erfassen ein am Boden liegendes Objekt K (xy | yx | 0).
In welchem Punkt der Flugbahn geschieht dies?

© TRoolfs
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+ Helikopter-Aufgabe

Ein Helikopter fliegt geradlinig in Richtung Landeplatz.

8 -1

—4 4
Die Flugbahn wird durch ¢: z'= (2) +t ( 2) beschrieben.

Der Helikopter ist mit einem Suchscheinwerfer ausgestattet,
der stets auf die Turmspitze S(10 | 2| 4) ausgerichtet wird.

R R S RS

Wo landet der Helikopter? L(28|14|0)
In welcher Ebene (Koordinatenform) liegen die Scheinwerferstrahlen? 20 —y + 62 =42
Gibt es ein a, so dass ein Objekt im Punkt P(25 |8 | a) gefunden wird? a=0

Welchen Winkel schlieBt der Scheinwerferstrahl zu ¢ = 0 mit dem Boden (zy-Ebene) ein? « = 15,4°

Der Helikopter hat die Flughthe h = 5 erreicht. Wie lang ist die Flugstrecke nun noch?  d = /525

Fiir die restlichen Teilaufgaben soll nur ein Losungsweg geschildert werden.

Welcher Punkt auf der Flugbahn kommt der Turmspitze am néchsten?

Wird eine Hausfassade (Rechteck mit aufgesetztem Dreieck, gegeben sind die Eckpunkte)
von dem Scheinwerferstrahl getroffen, der vom Punkt @ (gegeben) der Flugbahn ausgeht?

Die Scheinwerferstrahlen verlaufen {iber einem senkrecht stehenden Mast (gegeben ist die Mast-
spitze: M (Zm, | Ym | 2m)). Wie hoch hétte er mindestens sein miissen, damit er von den Scheinwerfer-
strahlen erfasst worden wére?

Gibt es Punkte auf der Flugbahn, an denen die Scheinwerferstrahlen nicht auf den Boden treffen?
Wenn ja, wie werden sie ermittelt?

Gibt es zwei Punkte auf der Flugbahn, die zusammen mit der Turmspitze ein gleichseitiges
Dreieck bilden?

Die Scheinwerferstrahlen erfassen ein am Boden liegendes Objekt K (xy | yx | 0).
In welchem Punkt der Flugbahn geschieht dies?

© TRoolfs
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+ Vektorrechnung  Aufgaben

1. Gegeben ist ein Wiirfel mit der Kantenléinge 4 LE gem&f der Zeichnung.

a) Geben Sie eine Gleichung der Ebene, in der die Punkte C, D, E und F liegen,
in Koordinatenform an.

b) Ermitteln Sie eine Gleichung der Geraden, die durch die Mittelpunkte
der Kanten AB und FG verliuft.

c) Untersuchen Sie, ob es Punkte auf der Strecke AH gibt, die zum Mittelpunkt
der Strecke BF einen Abstand von 5 LE haben.

z
4
E H
13
2
F G
11
1 |2 3 |4
1,/ A ' D
2
3
4
+ ¥ B C
2. Gegeben sind die Ebene
2 —1 b
b 1 1-2—-12=0 und die Gerade g : & = a | +A 4
-2 1 -2

Gib es ein b, so dass die Gerade g parallel zu E verlauft?
Und wenn ja, gibt es ein a, so dass die Gerade in der Ebene verlauft?

3. Gegeben sind die Punkte A(2]1|2) und B(0|—3]0).
Bestimmen Sie auf der xz-Achse einen Punkt C, so dass das Dreieck ABC' rechtwinklig
ist (rechter Winkel bei C'). Gibt es fiir C' mehrere Méglichkeiten?

© Roolfs
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+ Vektorrechnung  Aufgaben

4. A(3|3]-2), B(7]11]6), C(10|5] 6) sind Eckpunkte eines symmetrischen Trapezes.

a) Von C soll das Lot auf die Strecke AB gefillt werden.
Ermitteln Sie den LotfuBpunkt. Zur Kontrolle: L(6 |9 4)

b) Ermitteln Sie die Koordinaten des Punkts D.
Erldutern Sie auch eine alternative Losungsidee.

7

Bestimmen Sie die Gleichung einer Ebene, die durch den Punkt P(1 | —2 | 3) verlduft und senkrecht
zu E steht. Gibt es mehrere Ebenen, die diese beiden Bedingungen erfiillen? Wenn ja, beschreiben
Sie moglichst mit Vektoren die Menge aller Punkte, die diese Ebenen gemeinsam haben.

1
5. Gegeben ist die Ebene E: (2) F—9=0

© Roolfs
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+ Vektorrechnung  Aufgaben

1. Gegeben ist ein Wiirfel mit der Kantenléinge 4 LE gem&f der Zeichnung.
a) Geben Sie eine Gleichung der Ebene, in der die Punkte C, D, E und F liegen,

in Koordinatenform an. y+z=4
b) Ermitteln Sie eine Gleichung der Geraden, die durch die Mittelpunkte 2 1
der Kanten AB und FG verliuft. Z= [0 | +A[1
0 2
c) Untersuchen Sie, ob es Punkte auf der Strecke AH gibt, die zum Mittelpunkt
der Strecke BF einen Abstand von 5 LE haben. P(02,87] 2,87)
z
4
E H
13
2
F G
11
1 2 3 4
VA D Y
2
3
4
s ¥ B C

2. Gegeben sind die Ebene

2 -1 b

b 1 1-2—-12=0 und die Gerade g : & = a | +A 4

-2 1 -2
Gib es ein b, so dass die Gerade g parallel zu F verlduft? b=—-4
Und wenn ja, gibt es ein a, so dass die Gerade in der Ebene verlauft? a=16

3. Gegeben sind die Punkte A(2|1|2) und B(0|—-3]|0).
Bestimmen Sie auf der z-Achse einen Punkt C, so dass das Dreieck ABC' rechtwinklig

ist (rechter Winkel bei C'). Gibt es fiir C' mehrere Moglichkeiten? —
CA-CB=0

Ci(—=1]01]0), C2(310]0)

© Roolfs
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+ Vektorrechnung  Aufgaben

4. A(3|3]-2), B(7]11]6), C(10|5] 6) sind Eckpunkte eines symmetrischen Trapezes.

a) Von C soll das Lot auf die Strecke AB gefillt werden.
Ermitteln Sie den LotfuBpunkt. Zur Kontrolle: L(6 |9 4)

b) Ermitteln Sie die Koordinaten des Punkts D. D(8|1]2)
Erldutern Sie auch eine alternative Losungsidee.
C an einer Symmetrieebene spiegeln oder
— — — —
OD = OC + BA —2BL oder
— — — —
OD =0A+ LB+ LC

1
5. Gegeben ist die Ebene E: (—2) F—9=0
7
Bestimmen Sie die Gleichung einer Ebene, die durch den Punkt P(1 | —2 | 3) verlduft und senkrecht
zu E steht. Gibt es mehrere Ebenen, die diese beiden Bedingungen erfiillen? Wenn ja, beschreiben
Sie moglichst mit Vektoren die Menge aller Punkte, die diese Ebenen gemeinsam haben.

. 1
- (X —O0P)=0 mit 7L |-2
7

© TRoolfs
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1+ Ohne GTR

1.  Welcher Punkt auf der Geraden h ist von A und B gleichweit entfernt?
Wie grof} ist diese Entfernung?

2 0
a) f::( 6)-+t( 1), A(5|1|-5), B(5|-3|3)
-5 —2

4 0
b)  h: f(5>+t(1), A(1|1]4), B(1]-3]0)
12 3

—6 -3
2. Bestimmen Sie moglichst ohne GTR die Punkte auf der Geraden h: ©= ( 8) +t ( 1) ,
die vom Punkt A(1 |4 2) den Abstand d = 3 haben. 12

Formulieren Sie (mit Skizze, keine Rechnung) fiir diese Fragestellung einen zweiten Losungsweg.

3. Untersuchen Sie, ob es ein k gibt, so dass die Punkte A(k|2]| 1), B(2|1| k), C(—6|3|4)
auf einer Geraden liegen.

4.  Welche Punkte auf der Geraden durch A(0|0|0) und B(1|1] 1) sind von A dreimal (k-mal)

so weit entfernt wie von B?

5. Fiir welches A sind die Punkte A(1|1]2), B(5|5]4) und C(2\ | A| A) Eckpunkte eines
rechtwinkligen Dreiecks mit dem rechten Winkel in C'7 Zeigen Sie, dass alle Punkte auf einer
Kugel mit dem Radius 3 liegen, jedoch nicht auf einem Kreis.

6. Beweise: Fiir die senkrechte Projektion von b auf @ gilt: 55 = (5 @) -a°

© Roolfs
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1+ Ohne GTR

Welcher Punkt auf der Geraden h ist von A und B gleichweit entfernt?
Wie grof} ist diese Entfernung?

2 0
a) h: F= 6 |+t 1], AGB|1]-5), B(|-3]|3) P(2|3|1), d=71
) -2
4 0
b) ke F= 5]+t 1], A(|1|4), B(1]|-3]0) P(4|1]0), d=5
12 3
—6 -3
Bestimmen Sie moglichst ohne GTR die Punkte auf der Geraden h: = 81+t 1],
die vom Punkt A(1 |4 2) den Abstand d = 3 haben. 12 4

t1=—3, ta=—2, Py(0]6]4), P(3|5]0)

Formulieren Sie (mit Skizze, keine Rechnung) fiir diese Fragestellung einen zweiten Losungsweg.

Stichworte: Abstand d(A, h), FuBBpunkt F', Kathetenléinge, Richtungseinheitsvektor, usw.

3,11 5
F(2|2 |2)7 t:72

Untersuchen Sie, ob es ein k gibt, so dass die Punkte A(k |2| 1), B(2|1| k), C(—6]3|4)

auf einer Geraden liegen. SN

—
OC=0A+tAB = t=-1,k=-2

Welche Punkte auf der Geraden durch A(0|0|0) und B(1|1]1) sind von A dreimal (k-mal)

so weit entfernt wie von B?

— — —
3-|\OB — OB|= |\ OB|

— —
3-|(A=1)OB|=|AOB|, 9-(A—1)2=)2

3-(A—1) =%\ A=3, =3

0Ty =50B, OI,= ;0B
e
Die A\-Werte gelten allgemein fiir zwei verschiedene Punkte, |OB]| fillt raus.
E-(A—1)==%A
k k
M= =T

Fiir welches A sind die Punkte A(1]1|2), B(5|5|4) und C(2\ | A| ) Eckpunkte eines rechtwink-
ligen Dreiecks mit dem rechten Winkel in C'7 Zeigen Sie, dass alle Punkte AM=1 =3
auf einer Kugel mit dem Radius r = 3 liegen, jedoch nicht auf einem Kreis. M(3]3]|3)

Cy ¢ Eapc, : 2¢ —3y+22=3

Beweise: Fiir die senkrechte Projektion von b auf @ gilt: bz = (b-@°) - a°
(b—A@°) La°, (b—Ad®)-a°=0 =— A=
© TRoolfs
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10.

11.

12.

13.

1+ Ohne GTR

Wie muss a gewihlt werden, damit die Punkte A(—3|2| —2) und B(5| -3 a)
den Abstand d = 3v/10 haben?

Welcher Punkt auf der z-Achse hat von A(1|—4|5) und B(6|6] 0) die gleiche Entfernung?
Wie grof} ist diese Entfernung?

1 3 1 1 b
Die Gerade g: #= | 0| +r| —4 soll zur Ebene E: Z= | 3 | +¢t| 2| +s| 1
1 5 1 a 2

senkrecht verlaufen.
Bestimmen Sie a¢ und b.

4 4
Welcher Punkt auf der Geraden g: & = ( 5) + A (—4) hat von A(4]2]2)
die kiirzeste Entfernung? -

Gegeben sind die Punkte A(2]3]12), B(10|—1]4) und C(8|3]0).

Weisen Sie nach, dass die drei Punkte durch einen weiteren Punkt D zu einem
Rechteck ABCD ergénzt werden konnen.

Bestimme die Koordinaten des Punktes D.

Ein Sonnenstrahl mit der Richtung ¥ wird an einer Ebene (Normalenvektor i) reflektiert.
Ermittle die Richtung ¢ des reflektierten Strahls.

Ein Lichtstrahl geht von der Lichtquelle P(—1|—3] 7) aus, wird in R(3 | =5 3)
an der Ebene E reflektiert und lauft anschliessend durch den Punkt Q(—5|3| —1).
Wie heisst die Koordinatengleichung von E?

© Roolfs
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10.

11.

1+ Ohne GTR

Wie muss a gewihlt werden, damit die Punkte A(—3|2| —2) und B(5| -3 a)
den Abstand d = 3v/10 haben?

V824 (=5)2 + (a+2)2 = 3V/10
(a+2)?%=1

aq :—1, a2:—3

Welcher Punkt auf der z-Achse hat von A(1|—4|5) und B(6|6] 0) die gleiche Entfernung?

Wie grof} ist diese Entfernung?
P0]0]2)

4P| = |BP|

V(=12 +42 4 (2 = 5)2 = \/(=6)2 + (=6)% + 22
22— 102 +42 =22 + 72

z=-3

PO]0]-3)

AP| = /(12 1 2+ (82 =9 LE

1 3 1 1 b
Die Gerade g: #= | 0| +r| —4 soll zur Ebene E: = | 3 | +¢t| 2| +s| 1
1 5 1 a 2

senkrecht verlaufen.
Bestimmen Sie a¢ und b.

Der Richtungsvektor von g muss auf beiden
Richtungsvektoren von F senkrecht stehen.

a=1 b=-2

4 4
Welcher Punkt auf der Geraden g: # = ( 5) + A (4) hat von A(4 2] 2)

die kiirzeste Entfernung? 1 2 N
a+ixi—OA L 4

1

=73, P(6]3]0)
Gegeben sind die Punkte A(2]3]12), B(10|—1]4) und C(8|3]0).
Weisen Sie nach, dass die drei Punkte durch einen weiteren Punkt D zu einem
Rechteck ABCD ergénzt werden koénnen.
Bestimme die Koordinaten des Punktes D. ﬁ 1L B?
—
OD = OA + BC
D(O|7]8)

© TRoolfs
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12.

13.

Ein Sonnenstrahl mit der Richtung ¥ wird an einer Ebene (Normalenvektor 77) reflektiert.
Ermittle die Richtung ¢" des reflektierten Strahls.

Ein Lichtstrahl geht von der Lichtquelle P(—1|—3] 7) aus, wird in R(3 | =5 3)
an der Ebene E reflektiert und lauft anschliessend durch den Punkt Q(—5|3| —1).
Wie heisst die Koordinatengleichung von E?

. —4 N -8
Normalenvektoren von E halbieren den Winkel von RP = 2 | und RQ = 8
— — 4 —4
|RP| =6, |[RQ| =12
— —
n=2RP + R(Q (zB., die Summanden miissen gleichlang sein)

B dx—3y—2z2=24
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1 Wiirfel-Aufgabe ohne GTR

Der Punkt T teilt die Wiirfeldiagonale AG im Verhéltnis 2:3.
Berechnen Sie die Koordinaten des Punktes P, der auf einer Seitenfléiche liegt.

T © Roolfs
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1 Wiirfel-Aufgabe ohne GTR

z
3
|
|
|
| G
T
|
P
|
~_T
|
|
|
A/ | T~ L
- 3y

Der Punkt T teilt die Wiirfeldiagonale AG im Verhéltnis 2:3.
Berechnen Sie die Koordinaten des Punktes P, der auf einer Seitenfléiche liegt.

6 6,6
T(5151%)
0 2 x
31+x[-3]=1]0 Der Richtungsvektor wurde vereinfacht.
0 2 Y
P(2]0]2)
T © Roolfs
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In einem kartesischen Koordinatensystem sind die Punkte A(0 |60 | 0), B(—80 |60 | 60)
und C(—80 |0 60) gegeben.

a) Ermitteln Sie eine Gleichung der Ebene FE, die durch die Punkte A, B und C bestimmt wird,
in Koordinatenform. Welche besondere Lage hat £ im Koordinatensystem?
Berechnen Sie die Gréfle des Winkels, unter dem F die xy-Ebene schneidet.

b) Untersuchen Sie, ob der Koordinatenursprung O mit den Punkten 4, B und C ein Rechteck
OABC festlegt.

Das Viereck OABC ist das Modell eines steilen Hanggrundstiicks. Die positive x-Achse beschreibt die
stidliche, die positive y-Achse die 6stliche Himmelsrichtung (im Koordinatensystem: 1 LE entspricht 1 m).

c) Im Punkt M(—40|30|30) des Grundstiicks wird ein Mast errichtet, der durch Seile gehalten wird.
Zwei Verankerungspunkte der Seile im Grundstiicksboden sind jeweils 15 m vom Mastfufpunkt ent-
fernt und liegen von diesem aus genau in Ostlicher und nérdlicher Richtung.

Bestimmen Sie deren Koordinaten.

Ein Hubschrauber iiberfliegt das Grundstiick entlang einer Linie, die im Modell durch

—20 4
die Gerade g: 7= ( 40) +t ( 5) beschrieben wird.
40 -3

d) Untersuchen Sie, ob der Hubschrauber mit einem konstanten Abstand zum Hang fliegt.

e) Der Helikopter ist mit einem Suchscheinwerfer ausgestattet, der stets in Richtung
des Vektors 7 ausgerichtet wird (denken Sie sich den Vektor T als gegeben).
Die Suche nach einem Objekt A auf der Ebene misslingt.
Beschreiben Sie, wie ermittelt werden kann, wie nahe der Scheinwerferlichtpunkt auf der Ebene
dem Objekt kam.

T © TRoolfs
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In einem kartesischen Koordinatensystem sind die Punkte A(0 |60 | 0), B(—80 |60 | 60)
und C(—80 |0 60) gegeben.

a) Ermitteln Sie eine Gleichung der Ebene FE, die durch die Punkte A, B und C bestimmt wird,
in Koordinatenform. Welche besondere Lage hat £ im Koordinatensystem? 3r+4z=0
Berechnen Sie die Gréfle des Winkels, unter dem F die xy-Ebene schneidet. 36,9°

b) Untersuchen Sie, ob der Koordinatenursprung O mit den Punkten A, B und C ein Rechteck
OABC festlegt. Dies ist der Fall.

Das Viereck OABC ist das Modell eines steilen Hanggrundstiicks. Die positive x-Achse beschreibt die
stidliche, die positive y-Achse die 6stliche Himmelsrichtung (im Koordinatensystem: 1 LE entspricht 1 m).

c) Im Punkt M(—40|30|30) des Grundstiicks wird ein Mast errichtet, der durch Seile gehalten wird.
Zwei Verankerungspunkte der Seile im Grundstiicksboden sind jeweils 15 m vom Mastfufpunkt ent-
fernt und liegen von diesem aus genau in Ostlicher und nérdlicher Richtung.

Bestimmen Sie deren Koordinaten.

(40 0 —40
oP=| 30| +15-(1|=] 45
c B 30 0 30

Norden

Yy  Osten

Ein Hubschrauber iiberfliegt das Grundstiick entlang einer Linie, die im Modell durch

—20 4
die Gerade ¢ 7= ( 40) +t ( 5) beschrieben wird.
-3
d) Untersuchen Sie, ob der Hubschrauber mit einem konstanten Abstand zum Hang fliegt.
Dies ist der Fall.

e) Der Helikopter ist mit einem Suchscheinwerfer ausgestattet, der stets in Richtung
des Vektors 7 ausgerichtet wird (denken Sie sich den Vektor 7 als gegeben).
Die Suche nach einem Objekt A auf der Ebene misslingt.
Beschreiben Sie, wie ermittelt werden kann, wie nahe der Scheinwerferlichtpunkt auf der Ebene
dem Objekt kam.
Ebene, in der die Scheinwerferstrahlen liegen, mit der Ebene E schneiden, Schnittgerade sei h.
Abstand A zu h ermitteln.

T © Roolfs
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Eine rechteckige Dachfléche ist durch die Punkte A(0]0|20), B(30|0] 20) und C(30|10]| 15)
festgelegt.

a) Ermitteln Sie eine Gleichung der Ebene E, die durch die Punkte A, B und C bestimmt wird,
in Koordinatenform. Welche besondere Lage hat £ im Koordinatensystem?
Wie lautet der 4. Eckpunkt der Dachflache?

b) Eine Kugel wird im Punkt K (20 | 0| 20) von einem Dachdecker unvorsichtigerweise losgelassen.
Wo befindet sie sich, nachdem sie 5 m gerollt ist (1 LE entspricht 1m)?

¢) Im Punkt Q(10]30]0) soll eine 23 m hohe senkrecht stehende Antenne errichtet werden.
Untersuchen Sie, ob der Schatten der Antennenspitze das Dach trifft, wenn die Richtung

2
der Sonnenstrahlen durch o= ( —4) beschrieben wird.
~1

d) Beschreiben Sie, wie die Lange des Schattens auf dem Dach ermittelt werden konnte.

T © Roolfs

44



Eine rechteckige Dachfléche ist durch die Punkte A(0]0|20), B(30|0] 20) und C(30|10]| 15)
festgelegt.

a) Ermitteln Sie eine Gleichung der Ebene E, die durch die Punkte A, B und C bestimmt wird,

in Koordinatenform. Welche besondere Lage hat £ im Koordinatensystem? y+ 2z =140
Wie lautet der 4. Eckpunkt der Dachflache? E 1 yz-Ebene, D(0]10]15)
z
A
P(10 |30 23)
D
K
L
B
S F
C Yy
Q
x

b) Eine Kugel wird im Punkt K (20 | 0| 20) von einem Dachdecker unvorsichtigerweise losgelassen.
Wo befindet sie sich, nachdem sie 5 m gerollt ist (1 LE en@richt_}l m)? .

OL=0K+5-AD , L(20|4,472| 17,764)

¢) Im Punkt Q(10]30]0) soll eine 23 m hohe senkrecht stehende Antenne errichtet werden.
Untersuchen Sie, ob der Schatten der Antennenspitze das Dach trifft, wenn die Richtung

2
der Sonnenstrahlen durch v = (—4) beschrieben wird.  S(22]6]17), z- und y-Koord. beachten
-1

d) Beschreiben Sie, wie die Lange des Schattens auf dem Dach ermittelt werden konnte.
Zwischenschritt: F'(20 |10 | 15) (Koordinaten nicht verlangt)
als Schnitt der Geraden gcp mit der Ebene Epgg berechnen.

T © TRoolfs
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1 Flugbahnen Berufliches Gymnasium Baden-Wiirttemberg 2006

Zwei Flugzeuge F) und F» fliegen mit jeweils konstanter Geschwindigkeit auf geradlinigen Flugbahnen.
Die Position der Flugzeuge wird beziiglich eines Koordinatensystems mit der Langeneinheit 1 km ange-
geben. Die x3-Koordinate gibt die Flughdhe an. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 (in Minuten) ist das Flugzeug F}
im Punkt P;(0] 0] 0) und das Flugzeug F5 im Punkt P(—15 | —30| 8). Nach 4 Minuten hat F; die Position
(Q1(16 | 16 | 4) erreicht. Fy befindet sich nach 5 Minuten an der Position Q2(30 |30 8).

a) Welches Flugzeug ist schneller?
Geben Sie fiir jedes Flugzeug eine Gleichung an, welche die Position in Abhéngigkeit von der Zeit
in Minuten beschreibt. Nach welcher Zeit hat F; dieselbe FlughGhe wie F5 erreicht?

b) Untersuchen Sie, ob sich die Flugbahnen schneiden.

¢) Bestimmen Sie den Abstand der beiden Flugzeuge in Abhéngigkeit von der Zeit.
Zu welchem Zeitpunkt sind sich die beiden Flugzeuge am néchsten?
Wie weit sind sie zu diesem Zeitpunkt voneinander entfernt?
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1 Flugbahnen Berufliches Gymnasium Baden-Wiirttemberg 2006

Zwei Flugzeuge F) und F» fliegen mit jeweils konstanter Geschwindigkeit auf geradlinigen Flugbahnen.
Die Position der Flugzeuge wird beziiglich eines Koordinatensystems mit der Langeneinheit 1 km ange-
geben. Die x3-Koordinate gibt die Flughdhe an. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 (in Minuten) ist das Flugzeug F}
im Punkt P;(0] 0] 0) und das Flugzeug F5 im Punkt P(—15 | —30| 8). Nach 4 Minuten hat F; die Position
(Q1(16 | 16 | 4) erreicht. Fy befindet sich nach 5 Minuten an der Position Q2(30 |30 8).

a)

H
Welches Flugzeug ist schneller? Fi: |PQ1| =528, v = —&28 % = 5,74%

H
Fy: |PyQo| = V5625 =75, vy = 2km —q5km

5 min min

Geben Sie fiir jedes Flugzeug eine Gleichung an, welche die Position in Abhéngigkeit von der Zeit

in Minuten beschreibt. N 4
F12 j:t'iplQl’ r=t| 4

1

R R ~15 9

Fy: = OP2+t-3P2Q2, r=|-30 | +¢t]|12

8 0
Nach welcher Zeit hat Fj dieselbe Flughthe wie Fy erreicht? rx3=8,t=8
Untersuchen Sie, ob sich die Flughahnen schneiden. Die Flugbahnen sind windschief.

Bestimmen Sie den Abstand der beiden Flugzeuge in Abhéngigkeit von der Zeit.
Nach ¢ Minuten befindet sich F} im Punkt P(4¢ | 4t | t),
F5 im Punkt Q(9t — 15|12t — 30 8).
Zu welchem Zeitpunkt sind sich die beiden Flugzeuge am néchsten?
d(t) = \/(5t — 15)% + (8t — 30)2 + (8 — t)?
t =3,59 (3 Minuten und 35,4 Sekunden)

Wie weit sind sie zu diesem Zeitpunkt voneinander entfernt? minimaler Abstand 5,46 km
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1 Flugbahnen

Zwei Flugzeuge F} und F; passieren zum gleichen Zeitpunkt (¢ = 0) den Ort Py(—4|4]0)
bzw. P5(7]12] 7), Einheit km. Sie bewegen sich jeweils mit konstanten Geschwindigkeiten
pro Sekunde um die Vektoren

1
U = 1—12( ) und Uy = 1—15(3) weiter.

a) Geben Sie den Ort eines Flugzeuges zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢ an.

— N N

Zeigen Sie, dass sich die Flugzeuge F; und F5 in einer Ebene bewegen.

Geben Sie fiir diese Ebene eine Gleichung in Normalenform an.

b) Aus Sicherheitsgriinden miissen die Flugzeuge am gleichen Ort einen zeitlichen Abstand
von mindestens 1 Minute haben.

Die Flugbahnen von F; und F> haben einen Punkt gemeinsam.
Ist dort dieser zeitliche Sicherheitsabstand gewéhrleistet?

Welche rdumliche Entfernung besitzen die beiden Flugzeuge F} und Fb,
wenn sich F} im Punkt P3(6 |14 | 5) befindet?

c¢) Wie konnten der Steigungswinkel und die Steigung einer Flugbahn definiert werden?
Berechnen Sie mit dieser Definition den Steigungswinkel von Fj.
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1 Flugbahnen

Zwei Flugzeuge F} und F; passieren zum gleichen Zeitpunkt (¢ = 0) den Ort Py(—4|4]0)
bzw. P5(7]12] 7), Einheit km. Sie bewegen sich jeweils mit konstanten Geschwindigkeiten

pro Sekunde um die Vektoren

a)

— N N

1
v = 1—12( ) bzw. Uy = 1—15(3) weiter.

Geben Sie den Ort eines Flugzeuges zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢ an.

~ N . . —4 . 2

F: 2=0P + tvy, T = 4 + 19 2
1

N 7 . 1

Fy: 2= OPy+ tvy, r=112| + 15 -2
7 2

Zeigen Sie, dass sich die Flugzeuge F} und F5 in einer Ebene bewegen. S(6]14]5)

Geben Sie fiir diese Ebene eine Gleichung in Normalenform an. 20 —y — 2z =—12

Aus Sicherheitsgriinden miissen die Flugzeuge am gleichen Ort einen zeitlichen Abstand
von mindestens 1 Minute haben.

Die Flugbahnen von F; und F5 haben einen Punkt gemeinsam.
Ist dort dieser zeitliche Sicherheitsabstand gewéhrleistet? t1 =60, to = —15

Welche rdumliche Entfernung besitzen die beiden Flugzeuge F; und F,
wenn sich F; im Punkt P3(6 |14 | 5) befindet?

F5 befindet sich zum Zeitpunkt t; = 60 im Punkt P mit

R 7 1 11
OP = (12) +‘f—g(2) — <4>
7 2 15
—
| PPy| = 15 [km]

Wie konnten der Steigungswinkel und die Steigung einer Flugbahn definiert werden?

Winkel «, den ¢ mit der xy-Ebene einschliefit, Steigung tan(c)
Berechnen Sie mit dieser Definition den Steigungswinkel von Fj. o = 19,47°
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1 Flugbahnen

In einem Koordinatensystem beschreibt die zy-Ebene eine ebene Landschaft, in der ein Flughafen
liegt. Im Folgenden werden die Flugbewegungen vereinfacht dargestellt. Unmittelbar nach dem
Abheben des Flugzeugs F; im Punkt P(—10 | —14| 0) von der Startbahn geht das Flugzeug in eine
geradlinige Flugbahn g tiber:

-10 3
g z=|-14]+s| 4 mit 0 < s < 20.
0 0,5

Ein zweites Flugzeug Fy bewegt sich lings der Geraden h mit

0 4
h: z=1(16]+t[-3].
4 0

Die Langeneinheit betrigt 1 km, s und ¢ geben jeweils die Anzahl der Minuten an,
die seit dem Start von F) vergangen sind.

a) Geben Sie an, in welchen Punkten sich die Flugzeuge F; und Fb drei Minuten nach dem Start
von F} befinden. Berechnen Sie, welchen Abstand die Flugzeuge zu diesem Zeitpunkt haben.

b) Das Flugzeug F iiberfliegt den Gipfel (2|2 1) eines nahe gelegenen Berges.
Berechnen Sie, nach wie vielen Minuten die Bergspitze iiberflogen wird, und ermitteln Sie
fiir diesen Zeitpunkt den Abstand zwischen der Bergspitze und dem Flugzeug.

c) Die kreisférmige horizontale Unterseite einer Gewitterwolke hat den Durchmesser d = 4 km
und den Mittelpunkt M (6 | 9| 3). Untersuchen Sie, ob die Unterseite der Gewitterwolke von Fj durch-
flogen wird.
Ermitteln Sie auch den Abstand von M zur Flugbahn von Fj. Interpretieren Sie das Ergebnis.

d) Weisen Sie nach, dass sich die Flugbahnen von F; und Fj nicht schneiden.

e) Sollte Fy genau 1 km tiefer fliegen, schneiden sich die Flugbahnen von F; und Fb im Punkt
S(8]10] 3). Untersuchen Sie, ob es dann zu einer Kollision der beiden Flugzeuge kommt.

Variation

c) Die horizontale Unterseite einer Gewitterwolke hat die Form eines Dreiecks mit den Eckpunkten
A(6]9]3), B(10]10]| 3) und C(6 | 12] 3). Untersuchen Sie, ob die Unterseite der Gewitterwolke
von Fj durchflogen wird.
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1 Flugbahnen Ergebnisse

In einem Koordinatensystem beschreibt die zy-Ebene eine ebene Landschaft, in der ein Flughafen
liegt. Im Folgenden werden die Flugbewegungen vereinfacht dargestellt. Unmittelbar nach dem
Abheben des Flugzeugs F; im Punkt P(—10 | —14| 0) von der Startbahn geht das Flugzeug in eine
geradlinige Flugbahn g tiber:

-10 3
g z=|-14]+s| 4 mit 0 < s < 20.
0 0,5

Ein zweites Flugzeug Fy bewegt sich lings der Geraden h mit

0 4
h: z=1(16]+t[-3].
4 0

Die Langeneinheit betrigt 1 km, s und ¢ geben jeweils die Anzahl der Minuten an,
die seit dem Start von F) vergangen sind.

2)

Geben Sie an, in welchen Punkten sich die Flugzeuge F1 und F5 drei Minuten nach dem Start
von Fy befinden. Fyin D(—-1|-2|1,5), Fy in E(12|7|4)

Berechnen Sie, welchen Abstand die Flugzeuge zu diesem Zeitpunkt haben. 16,01 km

Das Flugzeug Fj iiberfliegt den Gipfel Q(2]2] 1) eines nahe gelegenen Berges.
Berechnen Sie, nach wie vielen Minuten die Bergspitze iiberflogen wird, und ermitteln Sie
fiir diesen Zeitpunkt den Abstand zwischen der Bergspitze und dem Flugzeug. 4 Min, 1 km

Die kreisférmige horizontale Unterseite einer Gewitterwolke hat den Durchmesser d = 4 km

und den Mittelpunkt M (6 | 9| 3). Untersuchen Sie, ob die Unterseite der Gewitterwolke von Fj durch-
flogen wird.

Ermitteln Sie auch den Abstand von M zur Flugbahn von Fj. Interpretieren Sie das Ergebnis.

d(M,R(8|10] 3)) = 2,40 km Gewitterwolke wird nicht durchflogen.
d(M,g) = 1,02 km

Weisen Sie nach, dass sich die Flugbahnen von Fj und F5 nicht schneiden.

Sollte F5 genau 1 km tiefer fliegen, schneiden sich die Flugbahnen von F; und F5 im Punkt
S(8 10| 3). Untersuchen Sie, ob es dann zu einer Kollision der beiden Flugzeuge kommt.

s =6Min, t =2 Min Es kommt nicht zur Kollision.

Variation

)

Die horizontale Unterseite einer Gewitterwolke hat die Form eines Dreiecks mit den Eckpunkten
A(6]9]3), B(10]10]| 3) und C(6 | 12] 3). Untersuchen Sie, ob die Unterseite der Gewitterwolke
von F; durchflogen wird. R(8]10] 3) liegt innerhalb des Dreiecks.
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+ Ohne GTR

1. Gegeben seien die Vektoren a, b und @ € R3 und die reellen Zahlen r und t.
Kreuzen Sie in der folgenden Tabelle an, ob es sich bei dem Ausdruck um einen Vektor
oder um eine Zahl handelt, oder ob der Ausdruck nicht definiert ist,
Skalarmultiplikation -, Skalarprodukt o.

Ausdruck Vektor Zahl nicht definiert

2. Gegeben seien die Vektoren @ und b € R3. Geben Sie einen Term an, dessen Wert die Zahl Null
ist und der nur aus den Symbolen a, b, X, - sowie Klammern besteht. Jedes der Symbole a, b, X, -
muss dabei in dem Term mindestens einmal verwendet werden.

3. Gegeben sind die Strecke AB mit A(3|0|5) und B(—1|8|1) 6 4
und die Gerade g: & = ( 8> —|—r< 3>
6 1

a) Die Strecke AB besteht aus allen Punkten X, mit 0 < s < 1.
Ermitteln Sie die Koordinaten von Xj.

b) Weisen Sie nach, dass die Gerade g die Strecke AB schneidet.
Der Schnittpunkt sei S. In welchem Verhiltnis teilt S die Strecke AB?

c) Fiir welches a liegt C(a | —1|3) auf der Geraden g?

d) Welcher Punkt auf der Strecke AB liegt dem Punkt D(6|—1| 3) am nichsten?
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+ Ohne GTR

1. Gegeben seien die Vektoren a, b und @ € R3 und die reellen Zahlen r und t.

Kreuzen Sie in der folgenden Tabelle an, ob es sich bei dem Ausdruck um einen Vektor
oder um eine Zahl handelt, oder ob der Ausdruck nicht definiert ist,
Skalarmultiplikation -, Skalarprodukt o.

Ausdruck Vektor Zahl nicht definiert
do(b4r-7) X
@] x b x 1
(r-@) —(@ob)-¢ X
(@od)+ (r-|e)? X
Ex (t-d—r-b)? x1
bx (Zo(r-a)) x1

1 Das Vektorprodukt aus einem Vektor und einer Zahl ist nicht definiert.

. Gegeben seien die Vektoren a und b € R3. Geben Sie einen Term an, dessen Wert die Zahl Null
ist und der nur aus den Symbolen a, b, X, - sowie Klammern besteht. Jedes der Symbole a, b, X, -
muss dabei in dem Term mindestens einmal verwendet werden.

(@xb)-b=0

Das Spatprodukt gibt das Volumen eines Spates an, der durch drei Vektoren aufgespannt wird.
Man konnte sich auch einen ,,Spat* (bzw. dann eher ein Parallelogramm) vorstellen, der durch die
die Vektoren @ und b aufgespannt wird. Es ist klar, dass das Volumen dieses Parallelogramms 0 ist.

. Gegeben sind die Strecke AB mit A(3]0|5) und B(—1|8|1) 6 )
und die Gerade g: Z = ( 8> +r< 3>
—_ 6 1
a) Die Strecke AB besteht aus allen Punkten Xg mit 0 < s < 1.
Z —4
Ermitteln Sie die Koordinaten von Xj. X = (0 +s| 8], Xs(3—4s|8s|5—4s)
5 —4
b) Weisen Sie nach, dass die Gerade g die Strecke AB schneidet. r=-2,s=1/4, S(2]2|4)
Der Schnittpunkt sei S. In welchem Verhiltnis teilt S die Strecke AB? 1:3
c) Fiir welches a liegt C(a | —1| 3) auf der Geraden g¢? r=-3,a=6

d) Welcher Punkt auf der Strecke AB liegt dem Punkt D(6|—1| 3) am néchsten?

— — 1
(Xs —OD) L (-2| (Richtungsvektor vereinfacht)
1

s = —1/8 negativ, daher liegt A am néchsten.
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