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+ Lineare (affine) Abbildung
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Wir iiberziehen die Ebene neben dem vertrauten Quadrat-Gitternetz, das durch die Basisvektoren
€1 und €5 festgelegt ist, mit einem Parallelogramm-Gitternetz, dessen Maschen durch die Vektoren
a und b gegeben sind.

Jeder Punkt der Ebene P(z’ | 3) kann nun auch durch 7 = #@ + yb mit den affinen Koordinaten
(x,y) erfasst werden, z.B. P(1]2) mit (-2, 2).

/

= a1z + by
= asx + by

/
lautet in Matrizenschreibweise
(v) =) ()
y az by Yy
und fiir unser Beispiel
0\ 1 15) [«
y, B _075 055 Yy

Hierdurch ist eine lineare Abbildung gegeben, die jedem Vektor & einen Vektor z zuordnet,
bzw. jedem Punkt P(z | y) einen Bildpunkt P'(2’ | y').
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t Lineare (affine) Abbildung Fortsetzung

Die Einheitsvektoren €] = (é) und €5 = (?) werden hierbei auf @ bzw. b abgebildet
und das Einheitsquadrat auf ein Parallelogramm, das von @ und b aufgespannt wird.
Sein Flidcheninhalt betrégt |A|=]a1bs — agbs .

Folgere daraus, dass zwischen den Flicheninhalten einer Figur F' und einer Bildfigur F”
die Beziechung F’ =|A|-F besteht.

1. a) Auf welchen Punkt wird A(—2 1) (vorige Seite) abgebildet?

b) Ermittle die Fldcheninhalte der beiden Vierecke , sowie A.
Zur Kontrolle:

F =12FE
F' = 15FE
A =125

2. Der Kreis wird auf die Ellipse abgebildet.
Der Nachweis ist nicht verlangt. Hierzu benétigt man die Umkehrabbildung

z\ _ (04 12 [
y ) \04 08 Y
und eine Hauptachsentransformation (kein schulischer Inhalt).

Ermittle den Flicheninhalt der Ellipse.
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+ Quadratgitternetz

0,8 0,3
0,2 0,7
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Jedes Quadratgitternetz (allgemeiner Parallelogrammgitternetz) wird auf ein Parallelogramm-
gitternetz abgebildet. Hierzu ist zuerst zu zeigen, dass Geraden in Geraden iibergehen.

= A-7

g:

x
Jede Fliche F lisst sich durch ein feines Quadratgitternetz approximieren.
Alle Quadrate werden auf Parallelogramme mit dem | A |-fachen Flidcheninhalt abgebildet.

U

>

r=a+

Po= A (G4 M) =...

Fiir den Flidcheninhalt F” gilt daher F/ =|A|- F.

HV
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+ Affine Abbildung, iteriert

0,8 0,3
A= ( 0,2 0,7 >

T =AZ

8y

Wir bilden ... A(A(A(A(Z))))

Was fallt dir auf?

1 >$
AY AY
e
1 T 1 >$
1T © TRoolfs



+ Netz mit Eigenvektoren

Die Matrix 1—a b
a 1-0b

besitzt die Eigenwerte 1 und 1 —a — b,
zugehorige Eigenvektoren sind:

(2) wa (1) :

Erldutere die Situation. 1 T
AY AY
= 4
1 T 1 X
AY AY
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+ Lineare Abbildungen

. Wie lauten die Gleichungen der Projektion, die beliebige Raumpunkte parallel in Richtung

1
des Vektors ¥ = | 2 | auf die Bildebene E: =z —y + z =0 abbildet?
2

Losung:  (Schnitt einer Geraden mit der Ebene) Oder in Matrix-Schreibweise:

A=—x+y—2z 0 1 -1
A= -2 3 -2

x’ = y - z -2 2 -1

y = 2z + 3y — 22 Die Abbildung wird nun durch

2= "2r + 2 — 2 7' = A-T erfasst.

. Wie ist der Punkt in " = A-Z zu verstehen?

. Eine lineare Abbildung sei durch < (2) _(2) > gegeben.

Bilde das Viereck mit den Eckpunkten A(0|0), B(1]|0,5), C(2]2), D(1]1,5) ab.

1
. Wie werden Einheitsvektoren wie €= | 0 | durch "= A-Z abgebildet?
0

Welcher Zusammenhang besteht mit der Abbildungsmatrix?

. Zeige, dass beliebige Abbildungen (im Raum oder in der Ebene) = A - linear sind,

=
dh. esist A-(AN)=X(A-Z) und A-(Z+9)=A-T+A 7.

Was bedeuten diese Eigenschaften geometrisch?

. Begriinde, dass bei einer linearen Abbildung die Bilder beliebiger Vektoren mit den Bildern
von Einheitsvektoren ermittelt werden konnen.

. Wie lauten die Abbildungsmatrizen (in der Ebene)
a) Spiegelung an der z-Achse

o

) Spiegelung an der y-Achse

o
~

Punktspiegelung am Ursprung

o
—

Zentrische Streckung mit dem Faktor d

@)
~

Drehung um 90° um den Ursprung ?

. Wie lautet die Abbildungsmatrix der Drehung um den Ursprung in der Ebene (im Raum um die z-Achse)?

. Wie ergibt sich die Abbildungsmatrix fiir die Hintereinanderausfithrung (Verkettung) zweier linearer
Abbildungen?

1T © TRoolfs
matrix, lat. Mutterleib, Uterus
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a b\ (= _ ax + by )
c d Yy o dz + ey ¢ i

N B C
N i
D N D 7
N 7,
N v
N v
N 7 v
N v
N v B
\\V%
A=A x

. Die Bilder der Einheitsvektoren sind die Spalten der Abbildungsmatrix.

. Durch Nachrechnen wird bestétigt: A-(AZ) = A(A-Z) und A-(Z4+9y) = A-Z+A-§

Das Bild einer Summe zweier Vektoren &, ¢ kann auch als Summe der beiden Bildvektoren A-#, A-y erhalten
werden (siehe obige Grafik). Parallelogramme werden auf Parallelogramme abgebildet.

. Vektoren konnen als Linearkombination von Einheitsvektoren dargestellt werden. Die Bildvektoren ergeben sich
als Linearkombination mit denselben Koeflizienten der Bildvektoren der Einheitsvektoren.

. a) Spiegelung an der z-Achse ( 1 0 )

0 -1
. -1 0
b) Spiegelung an der y-Achse 01
-1 0 AY
¢) Punktspiegelung am Ursprung ( 0 _1 )
,,,,,,,,,, )
d) Zentrische Streck it dem Faktor d d 0 A
) Zentrische Streckung mit dem Faktor 0 d sin 1 } \
P
0 —1 © )
e) Drehung um 90° um den Ursprung 1 0 : >

cos

. Die Drehung ist eine lineare Abbildung, da die Linearitdtsbedingungen anschaulich erfiillt sind. Daher ergibt
sich die Abbildungsmatrix durch die Abbildung der Einheitsvektoren.

cos _sin cose —sinp 0
A= ( S.ncp cossa > A= sing cose 0
e 7 0 0 1
A= B=(°¢ 7 Sei C durch B-(A-7) = C- & festgelegt
“\c d \g h ! - gelegt.
- [ ea+ fc eb+ fd
Dann gilt: C_(ga+hc gb+hd)

C wird als Produkt der Matrizen B und A aufgefasst: C =B-A
Fiir die Bildung des Produkts gibt es eine einfache Merkregel:
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+ Parallelprojektion auf die yz-Ebene

Diese Abbildungsart ist rechnerisch einfach, wenn

-1
die Projektionsrichtung durch den Vektor o = ( a> festgelegt wird.
b

Eine Gerade durch P(xq | yo | z0) mit dem Richtungsvektor ¢ ist mit der yz-Ebene zu schneiden.
A = g, P wird somit auf P’(0]axo+ yo| bz + 20) abgebildet, insbesondere Q(1|0]0) auf Q'(0]a|b).

Die Abbildungsgleichungen lauten dann (:cé =0):
Yo = azo + Yo

!
20

bxy + 2z

/ Zo
Yy [al0 .
2 bo1) (%

20

oder in Matrix-Schreibweise:

Die zweidimensionalen Spaltenvektoren der Matrix sind die Bilder
der dreidimensionalen Basisvektoren é;.

Betrachten wir nun die Abbildung des Einheitswiirfels fiir a = —% und b= —%.
Hierbei gilt z.B.:
’ 1 1
Ey(1]0]0) — B{(0]-5|-F)
’ 1 1
Ey(1]110) — Ey(0]5] )
Insgesamt ergibt sich das Bild:
AR
11
2
T i T 1 y
4
T © Roolfs




+ Drehung um den Ursprung

O bedeutet: wird um o gedreht auf

beachte: Die Drehung ist eine lineare Abbildung, d.h.
ein Parallelogramm wird auf ein Parallelogramm abgebildet,

)« ()
)

eine Ecke liegt im Ursprung.

(1) () O
() o

0
b

a —bsin«

0

a Cos

asin o b cos «

acosa — bsina
asina + bcos o

COS @

Y o = 105°

In Matrix-Schreibweise:

a _ cosa —sina a
<b/><sina cosa>.<b>
K
| =
K

Drehung um die 2-Achse, (1,0,0)" bleibt fix:

a
a 1 0 0 a ,

’ . frd
b = 0 cosa —sina b b,

! . C
c 0 sina Ccos (v c

Drehung um die y-Achse, (0,1,0) " bleibt fix:

cosae 0 sina a
0 1 0 b
—sina 0 cosa c

Drehung um die z-Achse, (0,0,1)T bleibt fix:

cosa —sina 0 a
sin av cosa 0 b
0 0 1 c




+ Additionstheoreme

(6]

O bedeutet: wird um « gedreht auf
« .
a O acosa — bsina
<b> (asina+bcosa)
Erldutere:
1 (Oé cos « (% cosacos 3 — sinasin 3
0 sin v sin e cos 3 + sin 5 cos «
[0
(1) g (cos(aJrﬁ))
0

sin(a + )

sin (o + )

sina cos 8 + sin 3 cos

cos (a+ f)

cosa cos 8 — sina sin 3

© TRoolfs
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+ Spiegelung an einer Ursprungsgeraden

P/

o

Zur Erinnerung:
Die Spaltenvektoren der Abbildungsmatrix sind die Bilder der Einheitsvektoren.

beachte:
cos(2a — 90°) = sin 2«

sin(2ac — 90°) = — cos 2«

| 2a — 90°

@ cos2a  sin2a) [z a2
= . , « = arctan 2=
y sin2a —cos2a/ \y an

T © TRoolfs
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+ Spiegelung an der Geraden 7= a4+ \i

Pl

o

.
Um den Punkt P an der Geraden ¥ = @ 4+ A zu spiegeln, wird dieser zunéchst als P —a
an der Ursprungsgeraden ¥ = A\t gespiegelt und anschliefend wieder um @ verschoben.

QL

) +d

B 2 in 2
P C(')S « sin 2« (?7
sin 2a¢ — cos 2«
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