Lineare Gleichungssysteme

Durch die Umformungen
1. Vertauschen zweier Zeilen,
2. Multiplikation einer Zeile mit einer Zahl k& (# 0),
3. Addition des k-fachen einer Zeile zu einer anderen,

bei denen die Losungsmenge erhalten bleibt, kann ein lineares Gleichungssystem
in die Diagonalform gebracht werden.

r1 + 2 — %3 + 34 = -3
201 + 12 + w3 + 4wy = -1
2¢1 + 3x9 — bxry 4+ 8xry = -—11
—x1 + X9 — dxrz + x4 = -7
xr1 + Ty — T3 + 3x4 = -3
— x99 + 3x3 — 24 = 5
xz _ 3x§ + 2$i - _5 Koeffizientenschema:

209 — 6x3 + 4xy = —10 X1 ) x3 T4 b

T + 2x3 4+ x4 = 2 1 0 2 1 2

To — 3x3 + 234 = —5 0 1 -3 2 —5

Aus den letzten beiden Zeilen kann die Lésung unmittelbar abgelesen werden.
rT = 2 — 2.%'3 — Ty

Tro9 = -5 + 3%3 - 2%4

Da man z3 und x4 auf beliebige Weise vorwéhlen kann, hat das Gleichungssystem unendlich
viele Losungen. Die allgemeine Losung (als Vektor geschrieben) lautet:

2 — 2x3 — 14
. -5 4+ 3x3 — 214
xr =
3
T4

Das Charakteristische dieses Vorgehens ist dem Koeffizientenschema abzulesen.
Unter den ersten beiden Variablen stehen die (linear unabhiingigen) Einheitsvektoren.

Aufg.
Wie lautet die Losung des Gleichungssystems mit folgendem Koeffizientenschema?
T zs z3 To T4 b
1 0 0 2 0 10
0 1 0 3 -32 20
0 0 1 —4 -2 30
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Lineare Gleichungssysteme, unendlich viele bzw. keine Losung(en), GTR

Mit dem GTR kann fiir das lineare Gleichungssystem

1 + T2 — x3 4+ 3x4 = -3
207 + a2 + 23 + 4dxy = 1
2c1 + 3x0 — bdx3 + 8xry = -—11

—xr1 + To — Hdry + T4 = -7

das Koeffizientenschema der Diagonalform ermittelt werden.

T T2 3 T4 b
1 0 2 1 2
0 1 -3 2 -5
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

An den 0-Zeilen ist erkennbar, dass es unendlich viele Losungen gibt.

Das lineare Gleichungssystem

Ty + x99 — x3 + 3y = -3
2r1 + Tro + r3 + dry = —1
2¢v1 4+ 3x9 — bxry3 + 8xry = -—11
2c1 4+ 3x2 — bdxr3 + 8xy = -—10

hat sicherlich keine Losung (beachte die letzten beiden Zeilen).

Die Ausgabe des GTR lautet nun:

I xT9 T3 Ty b
1 0 2 1 0
0 1 -3 2 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

Die 01-Zeile signalisiert, dass das lineare Gleichungssystem
unlosbar ist (021 +0-29+0- 234+ 024 # 1).
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Rang einer Matrix

Im Koeffizientenschema der letzten Aufgabe sind drei (linear unabhingige) Einheitsvektoren vorhan-
den. x5 und x4 konnen beliebig vorgewiahlt werden, die Variablen x;, x5, =3 sind dann eindeutig
festgelegt. Deren Anzahl heifit Rang der Matrix.

Allgemein ist der Rang einer Matrix die maximale Anzahl der linear unabhéngigen Spaltenvektoren.

Die angegebenen Zeilenumformungen verdndern nicht Rang. Dies ldsst sich unschwer zeigen.

al b1 C1
Seien z.B. die Vektoren as |, by |, ) linear unabhéngig,
as bs cs

aq b1 C1
dann sind es auch die Vektoren as , bo , Co )
asz + kas bs + kbs c3 + kea
Begiindung;:

ai b1 C1
Sei A1 as + Ag bo + A3 Cc2 =0
(a3+ka2) (b3+k’52> (C3+k02>
aq b1 C1 0
— A\ (a2>+>\2(bg)+>\3(62> k( 0 )
as b3 c3 A1ag + A2ba + Asca

Aus der 2. Zeile folgt  Ajas + Agbs + Az3co = 0 und mit der Voraussetzung ist Ay = A3 = A3 =0

Aufg.
Formuliere und begriinde (eventuell mit dem Begriff Rang einer Matrix) Bedingungen, unter denen

ein lineares Gleichungssystem AT = b a) eindeutig losbar,
b) mehrdeutig l6sbar,

c¢) nicht 16sbar ist.

Um den Rang einer Matrix zu bestimmen, kénnten auf die Matrix auch zu den Zeilenumformungen
analoge Spaltenumformungen angewandt werden. Sie &ndern den Rang ebenfalls nicht.

Begiindungsskizze:  Sei der Rang einer Matrix 3 und

@, b, @ linear unabhéngig = linear unabhéngig sind
a, b+ke, ¢
a, b+ k:ci: ¢ falls d eine Linearkombination von @ und & ist,
a, J: c falls d keine Linearkombination von @ und & ist.

Im letzten Fall miissen @, b+ k:cZ c, d linear abhéngig sein, da sonst im Widerspruch zur Voraussetzung
4 linear unabhéngige Vektoren @, b, ¢, d vorhanden wéren. Der Rang &dndert sich also nicht.
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