10.

11.

Merkhilfe Vektorrechnung

Was ist ein Vektor?

Verbindungsvektor AB =7

Punkte A und B, Gerade g
Punkte A, B und C', Ebene F

Mitte M der Strecke AB 074 =7

al o b1
a= as |, b= b2
as bs

Betrag des Vektors |a| =7

Einheitsvektor a°="7

Skalarprodukt a-b="7

oder

Rechenregeln

Vektorprodukt axb =7
AParaHelogramm (Raute) — ?

ADreieck =7
Rechenregeln

Punkte A, B und C, Normalenform der Ebenengleichung
HNF

Koordinatenform
. —
P teilt die Strecke AB im Verhaltnis 2:1 OoP ="
Winkel o zwischen Vektoren
Geraden
Ebenen

Gerade und Ebene

©® Roolfs
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

@, b linear abhéngig (kollinear)
@, b, ¢ linear abhingig (komplanar)
a, l;, ¢ linear unabhéngig

Abstand Punkt A, Gerade g: ¥ =d+ \u
GTR

Punkt A, Ebene E: 71° % —a =0
Ursprung, Ebene E: n° % —a =0

windschiefe Geraden

g T=a+ M\
h: @=b+ uo
FuBBpunkte

@ liegt auf dem Dreieck, das durch
die Ortsvektoren @ und b gegeben ist.

Volumen eines Spats Vepat =
Volumen einer Pyramide

Winkelhalbierende, Ortsvektoren @ und b

Lagebeziehung zwischen Ebenen
Ey: (¥ —a)=0
By iy (T —b) =0
By || By, Ey # Ey
Ey = Ey
E1 1 E2
FE, und FE, schneiden sich in einer Geraden.

©® Roolfs

2



20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Lagebeziehung zwischen Geraden

g T=d+ su

h: =0+ t7
gllh,g#h
g=nh

gLh

g und h haben genau einen Schnittpunkt.
g und h sind windschief.

Lagebeziehung zwischen Gerade und Ebene

g r=ad+tu
E:n-(Z —-b)=0
gl E, gCE
gC kL

gl E

g und E schneiden sich in einem Punkt.

Spurpunkte einer Geraden
Spurgerade einer Ebene

Lagebeziechungen GTR

Gerade/Gerade
Gerade/Ebene
Ebene/Ebene

allgemein

Punkt A spiegeln
an der Ebene F
am Punkt @)

an der Geraden g

Schwerpunkt eines Dreiecks

Punkte A, B, C ergénzen zu
einem Parallelogramm

einer Raute

einem Quadrat

©® Roolfs
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27.

28.

Schnitt einer Geraden mit einer Ebene in
Normalenform

Koordinatenform

Ebenenbiischel E, , Triagergerade g (gemeinsame Schnittgerade)
g gegeben, Nachweis: ¢ ist die Tragergerade von F,

g ermitteln
Ebene G, Nachweis: G € E,

©® Roolfs
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zum Anfang
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ay
Mit Vektoren @ = | as | im R® (entsprechend im R?) konnen Punkte
as oder Richtungen festgelegt werden.

Die verschiedenen Bezeichnungen wie
Ortsvektor O—1>4 (Stiitzvektor), Ursprung O, lat. origo, engl. origin
Verbindungsvektor AB (Verschiebungsvektor),
Richtungsvektor @ (die Lange ist unerheblich)

ergeben sich daraus, ob in erster Linie ein Punkt oder eine Richtung festgelegt werden soll.
Fiir Vektoren sind beide Interpretationen (gleichzeitig) moglich.

Vektoren sind in der Geometrie daher von zwittriger Natur.

Neben der Bezeichnung bestimmt der Anwendungskontext den Verwendungsschwerpunkt.

Bei der Addition @+ b von Vektoren beinhaltet ein Vektor (Verschiebungsvektor) die
Koordinatendnderungen des anderen Vektors (Ortsvektor). Ein Vektor wird an den anderen
drangehangt.

AY AY
: 1 ai+b
//J/r
T T 1: T T 1:
Ortsvektor @, Verschiebungsvektor b Ortsvektor l;, Verschiebungsvektor @
%
A(1)3]2), B(4|5]|1) B
—
Verschiebe P(2|2|4) in Richtung des Vektors AB. A/
P/
P
Ov

vector (lat.) Trager, ,tragt (verschiebt) A nach B*

©® Roolfs
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OP" = OP + AB
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— — — — — —
Verbindungsvektor AB=0B - OA OB =0A+ AB

,Spitze minus FuB3“ oder ,rechts vor links*

A(L]3]4), B(4]5]5)

©® Roolfs
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— —
Punkte A und B, Gerade g g: £ =0A+)XAB (z.B.)
Punkte A, B und C, Ebene E

z
35 g
4 1
S a
\1 \2 \3 \4
1
2
3

A(—=1|2]| =3), B(—=3]—1]|2) liegen auf der Geraden g.

Geradengleichung
— —
g: T =0A+)\AB

RERG

©® Roolfs

11



Punkte A und B, Gerade g
— — —
Punkte A, B und C, Ebene E E: ¥ =0A+XNAB+puAC  (z.B.)

xﬂ

1N
<l

o
=
5

A(1]-2]3), B(=4|—=1|5) und C(2]—-3| —4) liegen in der Ebene E.

Parameterform

— — —
E: = OA+\AB + 1 AC

()

©® Roolfs
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Mitte M der Strecke AB

oder

— 1,= —
OM = (0A + OB)
— — 12
OM = OA + 3 4B

©® Roolfs
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Betrag des Vektors |a| = /a3 + a3 + d} =Va

A2

x |G| = V2314 = V29

©® Roolfs
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Einheitsvektor a’

=i
S

| 7| = 3. Vektoren wie 4°= 1

3u mit der Lange 1 heifien
Einheitsvektoren. Mit ihnen konnen Punkte mit

vorgegebener Entfernung und Richtung ermittelt werden

<_

2
a= -1
—2
2
i = 5|1
—2
©® Roolfs
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Skalarprodukt a-b= a1by + agbs + asbs

oder
Rechenregeln
1 =0
3 —1
© Roolfs
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Skalarprodukt

oder @-b=|al-|b|-cosa
Rechenregeln
© Roolfs
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Skalarprodukt

oder
Rechenregeln
Satz: alb — a-b=0
Rechenregeln:
1) a-b=b-a
2) a-(b+d)=d-b+a-é
. z
3.)  (A@)-b=X(a-b)
4)  (@+Db)=a*>+2ab+b> b
wobei gilt:  @* = a@-a
Y
a
— x
b
a N
g @
i-b=a -¢=|al-|é (x 0° <o <90°)

¢ ist die senkrechte Projektion von b auf die durch @ bestimmte Richtung.

©® Roolfs
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Vektorprodukt

o
N— N—

ai
az
as

X

b1 agbg — a3b2
b2 = a3b1 — a1b3
bg albg — a2b1

AParallelogramm (Raute) —

ADreieck -

Rechenregeln

©® Roolfs
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Punkte A, B und C, Normalenform der Ebenengleichung

HNF
Koordinatenform
%
T
©® Roolfs
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Punkte A, B und C, Normalenform der Ebenengleichung

HNF Hessesche Normalenform

Koordinatenform
%
3
Normalenform 0|lxr—14
4
3
1 S B!
HNF 5 I 5
—14
1 © Roolfs

21



Punkte A, B und C, Normalenform der Ebenengleichung

HNF
Koordinatenform
—)
n-(f— 0OA) =

n-r —a

ny

To r—a = 0

ns

nxr 4+ noy +nzz = a Koordinatenform

%

A(4]01]0), B(0|4]0) und C(0]0| —4) liegen in der Ebene E.
Wie lautet die Koordinatenform von E?

Parameterform

— — —
E: T =0A+\AB+puAC

4 —4 —4

Z=|0]|+A| 4] +u| O

0 0 —4
Normalenform

BN —-16 1
n=AB xAC= [-16| = —16 1
16 -1
1 4
1 [:E‘ — 10 ]: 0
-1 0
Koordinatenform
r+y—z=4
©® Roolfs
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axb =7

Vektorprodukt
AParaHelogramm (Raute) — |a@ x|
ADreieck =7
Rechenregeln
b
a
Beachte die Vereinfachung, wenn ein Rechteck vorliegt.
%
1 © Roolfs
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Vektorprodukt

axb =7

AParaHelogramm (Raute) = ?
1 N —
ADreieck = 2 | axb |
Rechenregeln

S

a

Beachte die Vereinfachung, wenn das Dreieck rechtwinklig ist.

©® Roolfs
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Vektorprodukt

axb =7

AParallelogramm (Raute) = ?
ADreieck =7
Rechenregeln

Genau dann ist @ x b = 0, wenn a, b kollinear sind.

C_L” b7

o

a X

b bilden in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem.

&

€2X€3:€1

I
DL

&y

©® Roolfs
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P
A
O
_ — — 9 —
P teilt die Strecke AB im Verhaltnis 2:1 OP = 0OA + 3 AB
B
Q
A
@)
e 1 - . ey e A B
Q teilt die Strecke AB im Verhéltnis 2:3 0Q =0A+:AB
® Roolfs
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Winkel « zwischen

Vektoren

Geraden

Ebenen

Gerade und Ebene

©® Roolfs
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Winkel a zwischen Vektoren
Geraden |- U] = || || cosa
Ebenen
Gerade und Ebene

Beachte: Kanten koénnen auch den Winkel g = 180° — « einschlieflen.

©® Roolfs
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Winkel « zwischen Vektoren
Geraden
Ebenen iy - 7o | = |71 ] - |2 | - cos
Gerade und Ebene

Beachte: (Dach-)Fléchen konnen auch den Winkel 5 = 180°—« einschliefien.

©® Roolfs
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Winkel o zwischen Vektoren

Geraden
Ebenen
Gerade und Ebene |- 7| =|d|-|7] sina
verschiedene Objekte, sin verwenden
K
B
7
7
/
7
7
7/
7
7/
%
© Roolfs
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@, b linear abhingig (kollinear)

a=M\b

oL

©® Roolfs
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@, b, ¢ linear abhéngig (komplanar)

“x

Ein Vektor (mindestens) kann als Linearkombination
der Ubrigen dargestellt werden.

z z
b I
/”’/ y /'/ @
/. /.
a a
VR x
C
2.B. b=rd+s¢ 2.B. E=tb+0-a
1 —2 —6
d=13|, e=| 0], f=]-6
2 1 —2
f=(-2)-d+2b
Das Spatvolumen ist genau dann null.
1 —2 —6 3
dxé&)-f=113] x| 0 —6]=0 dxée=|-5
2 1 —2 6

©® Roolfs
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a, l;, ¢ linear unabhéngig
Kein Vektor kann als Linearkombination der Ubrigen dargestellt werden.
Aus \ia + )\25—1— A€ =0 folgt, dass alle A\; null sind.

Yo

o~

T © Roolfs
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H
Abstand Punkt A, Gerade g: ¥ = a+ A\u Bedingung AP 1 «
laufender Punkt 073 =a+ i

e
oder PA 1 @ (auf Klammern achten)

GTR
Punkt A, Ebene E: 1° 7 —a =0
Ursprung, Ebene E: 7° % —a =10

windschiefe Geraden

g T=a+\u
he T =0b+ v
FuBpunkte

alternativ:
Wir legen zunéchst eine Ebene (Normalenform) durch A, die senkrecht auf g steht.
Als Stiitzvektor nehmen wir O—}l, als Normalenvektor den Richtungsvektor der Geraden g.
Dann berechnen wir den Schnittpunkt F' dieser Ebene mit g.
Der gesuchte Abstand d wird dann mit d = |F—1>4| bestimmt.

alternativ: —

— OA—3d)-u
A lasst sich aus (@ + A — OA) - 4 = 0 allgemein berechnen: X\ = %
u

— —
A eingesetzt in die Geradengleichung ergibt den Fupunkt F' und schliefllich gilt: d=|OF — OA].

T © Roolfs
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Abstand Punkt A, Gerade g: ¥ =a + A\
GTR dN) =|ad+ i — 54| Minimum

Punkt A, Ebene E: 1° 7 —a =0
Ursprung, Ebene E: 7° 7 —a =0

windschiefe Geraden

g T=ad+ i
he T=b+ uo
FuBpunkte

—
d(A) =|AP|  Minimum

—)
Empfehlenswert ist, die Vektoren @ und OA zusammenzufassen.
Der Betrag wird wie iiblich mit einer Wurzel aus einer Quadratsumme gebildet.

d(\) = \/(...+)\u1)2 + (oo Aug)? + (L Aug)?

0 2
Berechne den Fupunkt und den Abstand: PG|l -2), g Z= ( 2) + A ( 0)
-2 -1

T © Roolfs
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Ergebnis: F(412]-4), A=2, d=+6

©® Roolfs
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Abstand Punkt A, Gerade g: ¥ =a + A\
GTR

Punkt A, Ebene E: 7i° 7 —a =0 d:|ﬁ°OHA—a|
Ursprung, Ebene E: 7° 7 —a =0

windschiefe Geraden

g T=ad+ i
he T=b+ uo
FuBpunkte

Um den Abstand eines Punktes A von einer Ebene E zu bestimmen, setzt man fiir ¥
in die linke Seite der Hesseschen Normalenform den Vektor OA ein und nimmt den Betrag.

s 1
A(2]3]3), E:| 0|i-4=0 |%
—4
3
HNE 4| of#—1 =0
—4
3\ /2
1 4
dAE) =g 0f|3|-5|=I-2/=2
—4)\3
1 © Roolfs
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Abstand Punkt A, Gerade g: ¥ =a + A\
GTR

Punkt A, Ebene E: 1° 7 —a =0
Ursprung, Ebene F: 7° 7 —a =0 d=a

windschiefe Geraden

g r=a+ \u
he T=b+ 1)
FuBpunkte

Um den Abstand des Ursprungs von einer Ebene E zu bestimmen, setzt man fiir &
in die linke Seite der Hesseschen Normalenform den Nullvektor O ein und nimmt den Betrag.

Fir die HNF 7° % —a =0 mit a > 0 ist der Abstand der Ebene zum Ursprung daher a.
Der Normalenvektor n° zeigt fiir a > 0 als Ortsvektor in Richtung von E,
da fiir den Schnitt mit der Geraden ¥ = rn° der Parameter r positiv wére.

Fir 7n° 7+ a =0 mit a > 0 multipliziere man die Normalenform mit —1.

3
Normalenform 0|z—4 =0 ‘%
4
3
N e

HNF = 07—z =0
—4

d(0,E) = *

T © Roolfs
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Abstand Punkt A, Gerade g: ¥ =a + A\
GTR
Punkt A, Ebene E: 1° 7 —a =0
Ursprung, Ebene E: 7° 7 —a =0
windschiefe Geraden
g r=ad+ \u
h: T=0b+ v d(g,h) = |7 (b—a)|

n=1uxu
FuBpunkte
x
%
© Roolfs
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Abstand Punkt A, Gerade g: ¥ =a + A\
GTR

Punkt A, Ebene E: 1° 7 —a =0
Ursprung, Ebene E: 7° 7 —a =0

windschiefe Geraden

g r=a+ \u
he T=b+ 1)
FuBpunkte Bedingungen (Gleichungssystem fiir A\ und

— —
PQ 1L u, PQL U

laufende Punkte auf g und h:
— — —
OP=d+ \u, OQ= b+ uv

©® Roolfs
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Q liegt auf dem Dreieck, das durch
die Ortsvektoren @ und b gegeben ist.

g —
Wenn OQ als Linearkombination von @ und b dargestellt wird,
muss die Summe der Koeffizienten kleiner gleich 1 sein.

Fiir einen Punkt P auf der Strecke AB gilt:

— —

OP=ad+m(b—a) mit 0<m<1
= @+ mb—ma
= (1—m)d+mb

———
n

@)

N — —
P liegt daher genau dann auf der Strecke AB, wenn fiir OP = nd + mb
die Summe der (nicht negativen) Koeffizienten 1 ergibt, n +m = 1.

1 © Roolfs
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Volumen eines Spats

Volumen einer Pyramide

—

)- €[ =|det(d, b, c)|

l

(=

VSpat = | (6 X

(Tipp: h=|¢|-cosf )

Ein Spat ist ein gescherter Quader.

Genauer miisste der Betrag genommen werden, da beim Vertauschen
der Vektoren das Ergebnis auch negativ werden kann.

Sind zwei Vektoren linear abhéngig, so ist das Volumen null.

-,

Der Term (a@ x b) - ¢ heifit auch Determinante.

h
5 . -3 0
-1, b= 11, ¢=11
0 1 4
5 -3 0 B -1
—1x| 1 1| =3|[VE] axb=[-5
0 1 4 2
©® Roolfs
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S

Volumen eines Spats Vspat = | (@x b)- |

Volumen einer Pyramide

% _ly
Pyramide (Grundfliche Parallelogramm) — 3 " Spat

% _ly
Pyramide (Grundfliche Dreieck) — g " Spat

©® Roolfs
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Winkelhalbierende, Ortsvektoren @ und b Richtungsvektor « = a°+ b°

©® Roolfs
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Lagebeziehung zwischen Ebenen
Eli ﬁl(f—(i):O
EQI ﬁg(f—g):()

E\ || Es, Ey € Es ny = rng, die Normalenvektoren sind kollinear (linear abhingig) und
der Ortsvektor @ fithrt nicht zu FEs.

Ey = Ey

E, L Es

FE, und F, schneiden sich in einer Geraden.

T © Roolfs
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Lagebeziehung zwischen Ebenen
Eli ﬁl(f—(i):O
EQI ﬁg(f—g):()
By || By, By C B
B, =F, E; || E5 und der Ortsvektor a fihrt zu Fs.

E, 1 E,
E, und F5 schneiden sich in einer Geraden.

T © Roolfs
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Lagebeziehung zwischen Ebenen
Eli ﬁl(f —6)20
EQI ﬁg(f —[;):0
By || By, By C Ey
El - E2
E1 1 E2 ﬁl uE ﬁ2
E, und F5 schneiden sich in einer Geraden.

T © Roolfs
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Lagebeziehung zwischen Ebenen
Eli ﬁl(f —6):0
By iy (Z —b)=0
By || Es, By C By
El - E2
By 1L E,
E, und FE5 schneiden sich in einer Geraden.

%

Gegeben sind die beiden Ebenen:

3 )
Eli —4 5—1:0 EQI 2 5—6:0
1 -3

Gesucht ist eine Gleichung der Schnittgeraden.

Der Richtungsvektor der Schnittgeraden zweier Ebenen
steht senkrecht auf den Normalenvektoren beider Ebenen.

Ein Richtungsvektor ergibt sich daher aus dem Vektor-
produkt der beiden Normalenvektoren.

()0 )+

X
Ein Stiitzvektor |y | miisste beiden Ebenengleichungen
genugen: z

GO (6

Hierbei kann eine Koordinate, hier z.B. z = 0, vorgegeben werden,

2 und y sind dann auszurechnen. v — 4y = 1
or + 2y = 6
x 1
1
y=2

1

Insgesamt erhalten wir eine Gleichung der Schnittgeraden: g IT= % + A
0
1 © Roolfs
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Lagebeziehung zwischen Geraden

g T=d+ su

h: @ =0+ t7
gllh,g#h @ =rv  Richtungsvektoren sind kollinear (linear abhéngig) und
der Stiitzvektor von g fithrt nicht zu h.
g=nh
glh

g und h haben genau einen Schnittpunkt.
g und h sind windschief.

z
g
h
Pl
- b
-
)

x

1 © Roolfs
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Lagebeziehung zwischen Geraden

g T=d+ su

h: @ =0+ t7
gl h g#h
g=nh identisch, ¢ || h und der Stiitzvektor von ¢ fithrt zu h.
gLh

g und h haben genau einen Schnittpunkt.
g und h sind windschief.

%
z
A b
G
)
x
1 © Roolfs
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Lagebeziehung zwischen Geraden

g T=d+ su

h: @ =0+ t7
gl h,og#h
g=nh
gl h u-v =0, d.h. die Richtungsvektoren sind orthogonal.

g und h haben genau einen Schnittpunkt.
g und h sind windschief.

T © Roolfs
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Lagebeziehung zwischen Geraden

g T=d+ su

h: &=0b+t0
gllh,g#h
g=nh
gLh

g und h haben genau einen Schnittpunkt. a+ su = b+t0 fir jeein s,t € R
g und h sind windschief.

£y

ST

1 © Roolfs
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Lagebeziehung zwischen Geraden

g T=d+ su

h: @ =0+ t7
gl h g#h
g="h
gLh
g und h haben genau einen Schnittpunkt.
g und h sind windschief. g und h sind nicht parallel und schneiden sich nicht.
%
z
U
i h
g <_ b
a
Y
x
1 © Roolfs
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Lagebeziehung zwischen Gerade und Ebene
g r=d+tu

E:n-(Z —-b)=0

gl E, gCFE ili,da¢l
gCFE
gl FE

g und E schneiden sich in einem Punkt.

z g parallel zu FE

n

S

ST

1 © Roolfs
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Lagebeziehung zwischen Gerade und Ebene
g T=a+tu
E:it-(Z —b)=0
gl E gCE
gCkFE uln, deF
gl FE
g und E schneiden sich in einem Punkt.

z g liegt in

n

]
&

ST

1 © Roolfs
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Lagebeziehung zwischen Gerade und Ebene
g T=a+tu
E:it-(Z —b)=0
gl E gCE
gCFE
gL FE u=rn
g und E schneiden sich in einem Punkt.

%
z g parallel zu F
n
u
E
a
)
x
1 © Roolfs
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Lagebeziehung zwischen Gerade und Ebene
g r=d+tu

E:n-(Z —-b)=0

gl E, gCE
gCFE
gl FE
g und E schneiden sich in einem Punkt. g in E einsetzen, es gibt genau ein t.
%
z g schneidet E
g
S
i E
A
e
a
Yy
x
1 © Roolfs
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Spurpunkte einer Geraden
Spurgerade einer Ebene

Spurpunkte einer Geraden

Die Punkte, in denen die Gerade die Koordinatenebenen schneidet,
heiflen Spurpunkte.

aj uy
g T=las |+ A ou Py
as us

Fiir den Spurpunkt auf der xy-Ebene gilt z = 0.
Es muss fiir diesen Punkt 0 = a3 + Aus sein. T

Diese Beziehung wird nach A aufgelost und x\y =
in die Geradengleichung eingesetzt. \\\
\\ i
\
N\ ‘
— 2=0
x
T ©® Roolfs
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Spurpunkte einer Geraden
Spurgerade einer Ebene

Spurgerade einer Ebene

Die Geraden, in denen die Ebene die Koordinatenebenen schneidet,
heiflen Spurgeraden.

a uy 01
E: Z=lax |+ Mu |+ p|ve
as u3 U3

Fiir die Spurgerade in der xy-Ebene gilt z = 0.
Es muss fiir diese Gerade 0 = a3 + Aug + pv3 sein.
Diese Beziehung wird nach A oder p aufgelost und
in die Ebenengleichung eingesetzt, anschlieffend
wird zusammengefasst.

<_

T © Roolfs
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Gerade/Gerade s () ) ma=()esf)

Gerade/Ebene
Ebene/Ebene ;
allgemein
a) s Das LGS ist eindeutig losbar, r = 3, s = 2.
10713 Die Geraden schneiden sich. Y
0172 Die 3. Zeile r- 04 s -0 = 0 ist fiir
00 _O beliebige r und s erfiillt.
x
z
by r s | r=0, s=0
1 010 Bis hier sieht es nach einer
0 1]0 eindeutigen Losung aus.
0 0|1 3. Zeile: Widerspruch s-0=1 y
- Die Geraden sind windschief.
x
c) r_s z
— Fiir » und s gibt es unendlich viele
154 Losungen r 4+ 5 -5 = 4.
0 010 2. und 3. Zeile sind ohne Belang.
00 _0 Die Geraden sind identisch.
Y
x
d) r s <
. 5 —4 1. Zeile: unendl. viele Losungen
00l 1 2. Zeile: Widerspruch, also kein Schnittpunkt
0 0lo 3. Zeile: ohne Belang
| Die Geraden sind parallel und nicht identisch.
Y

Die erste Gleichung enthélt genau eine freie Variable (ein Wert kann
beliebig gewihlt werden). Eine weitere Gleichung, die nicht nur
aus Nullen besteht, verringert hier die Anzahl der freien Variablen des LGSs auf null.
Denn die Gleichung konnte nach einer Variablen aufgelost und in die Erste eingesetzt werden.
Ein Schnittpunkt lage vor, wenn nicht noch eine Widerspruchzeile folgte.

T
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Gerade/Gerade

Gerade/Ebene giz()—i—t(), E;§:<>+r<>+3<>
Ebene/Ebene
allgemein
z
a) t r s
1 0 0| =1 genau eine Losung
01 0 9 genau ein Schnittpunkt
0 0 1 1
x
z
b) t r s
1 010 2 freie Variablen
0 1 2 1 freie Variable, Gerade
0 0 011 Widerspruch, keine Losung
g und E sind parallel
x
z
c) t r s
1 0 1|1 2 freie Variablen
01 2|1 1 freie Variable, Gerade
00010 Schnitt ist eine Gerade
g liegt in
x
%
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Gerade/Gerade

Gerade/Ebene
Ebene/Ebene Elzﬁt:<>+r<>+s<>, E2:§::<>+u<>+v<>
allgemein
a) r s u v
1 0 4 310 3 freie Variablen
01 2 510 2 freie Variablen
00 1 312 1 freie Variable
Es liegt eine Schnittgerade vor.
Die 3. Zeile u 4+ v - 3 = 2 kann nach einer Variablen aufgelost
werden. Durch Einsetzen gelangt man zur Geradengleichung.
b) r s u v
1 0 0 3| 4 3 freie Variablen
01 0 - 2 2 freie Variablen
0 0 O 110 1 freie Variable
Es liegt eine Schnittgerade vor.
Die 3. Zeile liefert v = 0.
Durch Einsetzen gelangt man zur Geradengleichung.
c) ros u v
10 4 310 3 freie Variablen
01 2 5|0 2 freie Variablen, Ebene
00 0 010
Die Ebenen sind identisch.
d) r s u v
1 0 4 310 3 freie Variablen
01 2 510 2 freie Variablen, Ebene
0 0 0 0]1 Widerspruch
Die Ebenen sind parallel aber nicht identisch.
Schnittgerade:

Falls keine einfache Beziehung wie v = 0 (siehe b)) existiert, so sucht man sich eine Gleichung,
in der nur r und s oder aber nur u und v vorkommen (siehe a)). Da der eine Parameter vom
anderen abhéngt, kommt man durch Einsetzen in die entsprechende Ebenengleichung zu einer
Geradengleichung. Wenn auch dies nicht moglich ist, sind 2 Gleichungen zu verwenden, die einen
Parameter gemeinsam haben. Durch Eliminieren gelangt man zu einer Beziehung von r und s
bzw. u und v.
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Gerade/Gerade
Gerade/Ebene
Ebene/Ebene

allgemein

Die verschiedenen Moglichkeiten der Lagebeziehungen von gleichen oder verschiedenen Ob-
jekten
(Geraden, Ebenen) lassen sich aus der Dreiecksform auf einheitliche Weise ablesen.

2 freie (unabhéngige) Variablen, Ebene
1 freie Variable, Gerade
keine freie Variable, Punkt

i
UJ
0
0

ol =
000 |e»
ogdno

Wir ermitteln die Anzahl der freien Variablen des LGSs und beginnen mit der 1. Gleichung.
Sie hat (hier) 2 freie Variablen (2 konnten beliebig gewahlt werden, der Wert der 3. Variablen
ergibe sich aus der Gleichung). Von n Variablen einer Gleichung sind n — 1 unabhéngig.
Jede weitere Gleichung, die nicht nur aus Nullen besteht, verringert die Anzahl der freien
Variablen um 1 (eine Gleichung konnte nach einer Variablen aufgelost und in die Andere
eingesetzt werden).

Die Anzahl der freien Variablen bestimmt das (Schnitt-)Objekt.

Bei einer Widerspruchszeile der Form 0 0 0 | 1 ergibt sich kein Schnittobjekt.
2 Ebenen, bzw. eine Gerade und eine Ebene verlaufen dann echt parallel, 2 Geraden entweder
parallel oder windschief, je nachdem, welche Entscheidungslage vor dem Widerspruch vorlag.
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Die drei Seitenhalbierenden eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkt.
Der Schnittpunkt teilt jede Seitenhalbierende im Verhéltnis 1:2.
Dieser Punkt ist der Schwerpunkt des Dreiecks.

— —

Sei A der Ursprung und a = A—é und b = AC' .

e
Gerade BF': ¥=da+ \ BF
- C
T=a+A(5b—a)
Gerade AL: sz%(EL’—I—ﬁ) E
. o 1- 1, =
Schnitt: — d+A(5b—a) = p5 (a+0)
= (1—/\—l a+(l>\—l)5—6 A
2H 27 T 2MP T

wWIiNo

— =3, u:%

Die Gerade CD verlauft auch durch S.
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Punkt A spiegeln
an der Ebene £

am Punkt ()

z
an der Geraden g
A S A
E
Y
x
E:n-7—c=0
e
Ermittle mit ¢: © = OA+ {7 den Schnittpunkt S.
— — —
OA'=0S + AS
%
Spiegel den Punkt P(—4|—9| —1) an der Ebene
a) E: —2r+y+22=6 Schnittpunkt S(—6 | -8 1), P'(—=8|—=T7]3)
b) E: —x4+y+2z=2 S(-11/2| =15/2] 2), P'(=7|—6]5)
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Punkt A spiegeln
an der Ebene E

am Punkt @)

an der Geraden g

— — —
OA = 0Q + AQ

%
x
Spiegel den Punkt A(—4|5]3) am Punkt
a) Q(1]2]-2)
b) R(=2]3]-2)
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Punkt A spiegeln
an der Ebene E

am Punkt ()

an der Geraden g

— — —
OA' = OF + AF

Der Fulpunkt F’ wird bendtigt,
siche Abstand Punkt/Gerade.

Spiegel den Punkt P(6|3| —3) an der Geraden

N O W

(Y
)
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FuBipunkt F'(4]2]0), P'(2]1]3)

F(=1]7/2] =%/2), P'(=8|4]-2)




Punkte A, B, C ergénzen zu
einem Parallelogramm
einer Raute

einem Quadrat

— — —
OD = OA + BC
oder

— — —
OD = OC + BA

Gegeben sind die Punkte A(4 2| 3), B(1]8]5) und C(-2|1]| —3).
Bestimme die Koordinaten eines weiteren Punktes D so,
dass das Viereck ABC'D ein Parallelogramm ist. D(1]|-5]| =5)
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Punkte A, B, C ergénzen zu
einem Parallelogramm
einer Raute

einem Quadrat

D
C
— — —
OD = OA + BC A
oder
— — —
OD = OC + BA B
%
Gegeben sind die Punkte A(2 | —2|0), B(=2|1| —3) und C(—6|4| 0).
a) Zeige, dass das Dreieck ABC' gleichschenklig und nicht gleichseitig ist.
b) Bestimme die Koordinaten eines weiteren Punktes D so,
dass das Viereck ABCD eine Raute ist. D(-211]|3)
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Punkte A, B, C ergénzen zu
einem Parallelogramm
einer Raute

einem Quadrat

Skizze A4

— — —
OD = OA + BC
oder

— — —
OD = OC + BA

Untersuche, ob die Punkte A(3[12]2), B(1]8|6) und C(5]4]4)
zu einem Quadrat ergédnzt werden kénnen.

— —2 — 4
AB = | -4, |AB| =6, BC = |—4|, |BC| = 6
4 —2
N N N 3 4 7
OD=0A+ BC = |12|+|-4| =18, D(7|8]0)
2 —2 0

Die 4 Seiten des Vierecks sind gleich lang.
— —
Ein Quadrat liegt vor, da gilt: AB 1 BC (Skalarprodukt ist null)
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Schnitt einer Geraden mit einer Ebene in
Normalenform

Koordinatenform

2 0 0 0

1 [ 1f+r[-2|4+]2 ] =0 g eingesetzt

1 3 1 2
2 0 0
1 [ —1]|4+r|-2 ] =0 zusammengefasst
1 1 1

O—r =20
r 0
0
*)
OosS= 11
3

Der Schnittpunkt lautet S(0 1] 3).
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Schnitt einer Geraden mit einer Ebene in
Normalenform

Koordinatenform

Normalenform von F

2
0z = 4
—1
2 2 0
0 [ 1]1+r|2 ] =4 g eingesetzt
—1 3 1
1—r 4
r -3
R 2 0 2
OS=|1|-3|2|=1|-5
3 1 0

Der Schnittpunkt lautet S(2|—510).
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Ebenenbiischel FE, , Trigergerade g (gemeinsame Schnittgerade)

g gegeben, Nachweis: ¢ ist die Tragergerade von F, laufenden Punkt von ¢g in F, einsetzen

g ermitteln
Ebene G, Nachweis: G € F,

%
E;:z+(1—-a)y+(a—3)z=3, aeR

3 2 3+ 2\

g =0 +A[1]|= A

0 1 A

3422 +(1—a)d+(a—3)A=3

3=3
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Ebenenbiischel FE, , Trigergerade g (gemeinsame Schnittgerade)

g gegeben, Nachweis: ¢ ist die Tragergerade von F,

g ermitteln Schnittgerade g von Ey und FE; ermitteln, g C E, nachweisen

Ebene G, Nachweis: G € F,

E;:z+(1—-a)y+(a—3)z=3, a€R
Ey: x+y—32=3

Fi: x—22=3
3 2
g T=10+ A]1
0 1
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Ebenenbiischel FE, , Trigergerade g (gemeinsame Schnittgerade)
g gegeben, Nachweis: ¢ ist die Tragergerade von F,

g ermitteln
Ebene G, Nachweis: G € E, G geeignet multiplizieren, rG = E,, Koeffizientenvergleich

E;:zxz+(1—-a)y+(a—3)z=3, aeR.
G: 2x —6y+22=06

E,=G-3
l—a= -3
a—3 =1
— a=4
E, =G
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