Adams-Bashforth-Verfahren
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Approximiere f unter Verwendung der Stiitzstellen x;_3, Tp_o, Tp_1, Tp
mit einem Lagrange-Polynom (hier 3. Grades) und integriere.
Jeweils zwei benachbarte Stiitzstellen haben den Abstand h zueinander.
Das Interpolationspolynom ist dann:
L(z) = fr3- Li—3(w) + fo—2 - Li—2(2) + fr—1 - Li—1(x) + fi - Li(2)
mit z.B.
L, — (x —xp_1)(r — x—2)(x — TK_3) es fehlt (x — )
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Ly
(Tp—1 — op)(Tp—1 — Tp—2)(Tp—1 — T_3) (Tp—1 — Tp—1)

Die Polynome konnen aufgrund ihrer regelméfligen Struktur sofort angegeben werden.

Es gilt:
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Adams-Bashforth-Verfahren

Mit der Schrittweite h ist z.B. das Polynom 3. Grades mit Ly(zy) = 1:

- @)@ —ae)(@ —zp-s) (@ - 2 (@ — Ta) (@ — 2p-3)
k (v — zp—1)(zk — Tp—2) () — TR—3) h-2h-3h

Th41 Tr+1 _ _ —
/ Li(z)dr = / (@ xkl)(;f 2;’“32)(% T—3) dxr  Substitution x = x, + h€, dv = hd§
T T

_ / (a4 1€ — o) (o hE — @) (wp + hE —wres) it
0

h-2h-3h

1
_ (h+ h&)(2h 4 hE)(3h + hE)
= /o e hd§

"R+ +OEB+E)
/0 e hd¢§

1
— %/O (64 11¢ + 662 + €% de = 32

Auf diese Weise ermittelt man auch die anderen Koeffizienten.

Yerr = Y+ 95 [55Fc — 59fi1 + 37 fioa — 9fi—s]

Um yy41 zu ermitteln, benétigt man nur eine Funktionsauswertung von fi. = f(xg, yx),
der rechten Seite der Differentialgleichung. Die anderen Werte liegen schon aufgrund der
vorherigen Rechnung vor.



Adams-Bashforth-Verfahren 3. Grades

Yert = Yp + o [55fi — 59fi1 + 37 fioz — 9 fis]

Mit der Schrittweite h ist
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Adams-Bashforth-Verfahren 4. Grades

Interpolationspolynom 4. Grades (5 Stiitzstellen):

L(x) = fo—a - Li—a(®) + foes - Li—s(x) + fo—2 - Li—2(x) + fi1 - Li—1(x) + fi - Ly(2)

Ykt = Ui + =as [1901 i — 2774 f_1 + 2616 fy_ — 1274 fi_s + 251 4]
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Mit der Schrittweite h ist z.B.
L= (# —mp1)(@ —ap2)(@ —wps)(@ —wpa) _ (@— 7))@ — To2)(@ — Th—3) (T — Th—4)
(.%'k — xk,l)(xk — xk,g)(xk — xk,g)(xk — .%'k,4) h . 2h . 3h . 4h

Tp41 Th+1 _ . _ _
/ Ly(z)dx = / (@ = @)@ mk_;i;ﬁ Zis)(Z = 1) dx Substitution z = xy + h¢
x T

k

[N @+ hE — mp ) (wh + hE — p0) (g + hE — 2p_3)(2k + hE — 2p_y) hdeé
o 24h4

__t/ﬂ(h—FhfﬂQh—Fh£x3h—khfx4h—%hf)hd£
A 24

TR+ +OBHOU+E)
-/ b

1

h 1901
= 5 0(24—%50&—%35§2+—10§3%—§4)d§::—?X;h



Adams-Moulton-Verfahren
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Wir befinden uns an der Stelle .
Um f auf dem Intervall [z, xx41] zu approximieren, wurden bisher nur zuriickliegende
Stiitzstellen verwendet. Die Verwendung von fj; verspricht eine Verbesserung.

Fiir ein Lagrange-Polynom 3. Grades (4 Stiitzstellen xy_o, Tx_1, Tg, Tpy1 ) fihrt dies auf
Yer1 = Y+ % [9fks1 +19f% — 5fx1 + fra],
fiir 4. Grades (5 Stiitzstellen zy_3, xg_o, Tr_1, Tk, Tpr1 ) auf

Yk+1 = Ykt % (251 f.41 + 646 f), — 264 f,—1 + 106 f,—o — 19f1,_3].

Zur Funktionsauswertung von fyi1 = f(Zki1, Yrr1) ist leider yyyq erforderlich.
Es &hnelt der Situation, sich am eigenen Schopf aus dem Sumpf zu ziehen. Hier gelingt das.

Yr+1 wird zunédchst mit dem Adams-Bashforth-Verfahren geschétzt
(vorausgesagt engl. predicted), z.B. (Grad 2)

= -

und dann mit dem Adams-Moulton-Verfahren verbessert
(Pradiktor-Korrektor-Methode), z.B. (Grad 3)

Yk+1 = Yk + 2—}2 [9f(9€k+17y;(£)1) +19fi = 5fi1 + frz].

Wird an der Stelle z;, auch fr,, verwendet, ist das Verfahren implizit, sonst explizit.



B D F—Vel"fahren Backward-Differential-Formulae

Yy :f(l',y) A
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Wir befinden uns an der Stelle x, haben die Werte y;., yx_1 usw. ermittelt und suchen ;.
Zuerst stellen wir (z.B.) mit 3 Stiitzstellen xy_1, xy, 541 und den Stiitzwerten yi_1, Yr, Yr_1
das Lagrange-Polynom 2. Grades auf.

L(z) = yr—1 - Lie—1(x) + yr - Li(2) + Yry1 - Lis1(2)

L(zx) approximiert nun also y(z).
An der Stelle 25, sollte dann L' (xpy1) = f(@ky1, ypr1) gelten, wegen y' = f(z,y).
Aus dieser Gleichung kann y, 1 ermittelt werden. Eine Rechnung (Ableitung, siehe unten) ergibt:

3Yk+1 — 4k + Uk—1 = 2hf(@pi1, Yer1) -

Dies ist auch schon die Iterationsgleichung fiir die Ermittlung der y-Werte der Losungsfunktion.

Klammern auflosen
ableiten
T = Tpy1 einsetzen

vereinfachen mit xy = xp1 — h, xp_1 = 211 — 2h ergibt

L(xg41) = ﬁ [e—1 — 4y + 3yr] = f(@rs1, Yns)

Fiir ein Lagrange-Polynom 3. Grades ist

1
L'(zp41) = g [ = 2952 + Yyt — 18yx + 1lypi1 | = F(Ths1, Yar1)-

Fiir 4. Grad gilt: L'(wpy1) = ﬁ [3yr—3— 16y—o+36y5—1 — 48yx +25ys+1] = f(Ths1, Ys1)



Siehe auch: Numerische Integration

Lagrange-Interpolation



