Chi-Quadrat-Verteilung

Die Verteilung einer Summe X3 + X2 + ... + X2, wobei X1, ..., X,, unabhingige standard-
normalverteilte Zufallsvariablen sind, heifit y2-Verteilung mit n Freiheitsgraden.

Eine N(0, 1)-verteilte Zufallsvariable hat die Dichte
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p(x) = Vor €
Sei nun x? = X?2. Fiir die Verteilungsfunktion gilt:
Fp(r) = P(X? <z) = P(—/z < X <) =20(/7) -1

und fiir die Dichte:
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Tasten wir uns weiter vor: Y3 = X7 + X2
€T
fa() = ; fe®) - fye(@—y) dy  (Faltung)
S R S | 1 amy
:/—y 2¢ 2-—(zx—y) 2e 2 dy
0 V2rm 2T
1 -z [ 1
= 5-¢ 2/7613/ (Substitution y = z(1 — u?))
0 Vylz—y)
U tmudu _ f2dw ot
1 V(1 —u?)z2u? 0 V1—u? 0
x
= %675

Das Weitere ist wesentlich einfacher: x% = X7 + X2 + X3
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y2-Verteilung ~ Fortsetzung

Xi= X7+ X3+ X5+ X7

f@) = [ ha)- e =) dy

Wenn wir diese Berechnung weiter fortsetzen, wird das Regelméflige erkennbar.

Die Dichte der y2-Verteilung kann schliefilich geschlossen durch

n_1 2z
x2 e 2, z >0

fx%(x) =

angegeben werden.
Dabei ist n! =n - (n— 1)l und (— 3)! = /7.
Eine weitere iibersichtliche Darstellung benutzt die I'-Funktion.
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2-Anpassungstest

Ist ein Stichprobenergebnis mit einer gegebenen Verteilung vertréiglich?

Xi—p
o

X sei eine binomialverteilte Zufallsvariable. Dann ist Z =
niherungsweise N (0, 1)-verteilt und somit
72 — (Xl — M)Q
o2

x3-verteilt.

Z? kann mit Xy = n — X7 und py = 1 — p; umgeformt werden:

72 _ (X1 —np)?
np1(1 —p1)

(X1 —np1)2(p2 + p1)
npip2

_ (X1 — np1)? n (X1 —npy)?

np1 np2

(X1 — np1)? n (X1 —n(l —po))?
np1i np2

(X1 — np1)? n (X1 — (X1 + Xa) +np2)?

np1 np2
_ (X1 — np1)? n (X2 — np2)?
np1 np2

Allgemein:

Tritt von k Ereignissen A; jeweils eines mit der Wahrscheinlichkeit p; ein
und zahlt X; die Haufigkeit von A;, dann ist die Testgrofie

(Xl - np1)2 + (Xz - np2)2 + .+ (Xk - npk)2
npi nps NPk

T —

X%_l—verteilt.

Da V(X;) = E(X; —np;)? = np;(1 — p;) ist, folgt fiir den Erwartungswert von T':

E(T) = nprd—py)  npe—pa) o) g
np1 np2 NPk

k — 1 (Anzahl der Freiheitsgrade) der X; konnen frei gewihlt werden,
X, ergibt sich dann aus X7 + Xo +... 4+ X = n.
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Chiquadrat-Test

Die verallgemeinerungsfihige Uberlegung, die diesem Test zu Grunde liegt, soll erhellt werden.

Wir betrachten einen Einzelversuch mit den beiden Ausgingen A; und As, die mit den Wahrscheinlich-
keiten p; und p, angenommen werden (p; + p2 = 1). Fiir die n-malige Wiederholung des Einzelversuchs
zéhlen die Zufallsvariablen X7 und X5 das Auftreten von A bzw. As (X7 + X2 = n). Es liegt also eine
Bernoullikette vor, allgemein eine multinomiale Verteilung.

. . X4
Die Ergebnisse < X, )

der Zufallsversuche liegen auf der Geraden z + y = n.

Xi1—n-m
V1Pl
Wir gehen nun zum Zufallsvektor <Zl > =
Z2 Xo—n-pa
iiber. V1 P2

Die Varianz von Z; lautet:

1
V(Z1) = 55, npi-p2=p2

entsprechend:
V(Z2) =p1
Hieraus ist zu erkennen, dass ( Zl > (gendhert) normalverteilt ist, bezogen auf eine Achseneinteilung
2

auf der Geraden, u =0, 0 = 1 (Pythagoras und p; + p2 = 1). Der Freiheitsgrad 1 wird versténdlich.
Anders formuliert: \/Z% + Z3 ist N'(0, 1)-verteilt. Die Chiquadrat-TestgréBe Z3 + Z3 ist daher x3-verteilt.
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Chiquadrat-Test Fortsetzung

Wir kénnen uns auch den Test mit 2 Freiheitsgraden veranschaulichen. Hierzu betrachten wir einen Einzel-
versuch mit den 3 Ausgingen A1, Ao und As, die mit den Wahrscheinlichkeiten pi, p2 und p3 angenommen
werden (p1+p2+p3 = 1, genau ein A; tritt ein). Fiir die n-malige Wiederholung des Einzelversuchs zéhlen
die Zufallsvariablen X7, X9 und X5 das Auftreten von Ay, Ay und A3, X + Xo + X3 = n.

Xi—n-p
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g 21 Xo —n-po
Der Zufallsvektor OP = §2 = W
’ X3 —n-p3
VAL ]
Z3
liegt stets in einer Ebene mit der HNF:
H
( OP steht senkrecht auf dem Normalenvektor)
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Die Varianz von Z; betrégt:

1
V(Zi) =5 nepi-(L=pi) = 1=pi
ﬁ
Um die Verteilung des Lingenquadrats |OP|? = Z2 + Z3 + Z2 (= Chiquadrat-Testgrofe)
zu ermitteln, kann durch einen Vergleich mit der multinomialen Verteilung von OP gezeigt werden, dass
die beiden rechtwinkligen Koordinaten von P, hinsichtlich der Ebene E, N (0, 1)-verteilt sind (n — o).

H
Damit ist |OP|? x3-verteilt.
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Chiquadrat-Test Ergédnzung

Die heuristischen Uberlegungen wiren noch treffender, wenn sich die Einheiten des Ebenen-
Koordinatensystems durch senkrechte Projektion der Standardabweichungen von Z; und Zs
ergében und die Koordinatenachsen auf E (als Schnittgeraden mit der xz- bzw. yz-Ebene)
orthogonal wéren. Beides ist jedoch nicht der Fall.

Es kommt nicht auf die Lage der Koordinatenachsen in F an: Das Lingenquadrat, d.h. das

N
Skalarprodukt OP 2, ist stets gleich. So kann eine zweidimensionale Standardnormalverteilung

0 N
mit einer orthogonalen Matrix so auf E abgebildet werden, dass der Vektor (0) in <\/p_2>
iibergeht. 1 N

.o Zl
Die Ubereinstimmung (fiir n — oo) dieser Verteilung mit der Verteilung von ( Zs ) wird mit

Hilfe von charakteristischen Funktionen nachgewiesen. Zs
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