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+ Clifford-Algebra

Clifford entdeckte 1878 wie aus Grassmann-Algebren durch geringfiigige Abénderung
der Multiplikation vielfdltige Strukturen entstehen.

Die Verbindung von Grassmann-Algebra A(R?) und Quaternionen ist nicht offensichtlich.

1 el e ejney 1 7 7 k

1 1 el e ejnes 1 1 ) 7 k
e e 0 e1ney 0 1 1 —1 k -7
e ey |—einey 0 0 J 7 —k -1 )
einey | ejneg 0 0 0 k k 7 —1 -1

e ney beschreibt im R? das Vektorprodukt, desgleichen gilt 4 x j = k.

Wenn man nun e;ne; = —1 abéndert, ansonsten alle Rechenregeln der Grassmann-Algebra bei-
behilt (e;ne; = —ejne; fiir i # j), liegen mit e; = ¢, e; = J, e;ne, = k die Quaternionen vor.
eine; = —1 kann als (erweiterte) Skalarmultiplikation aufgefasst werden.

Die Assoziativitdt der neuen Verkniipfung ist allerdings noch zu zeigen.

Das Verkniipfungszeichen wird beibehalten.

Rechenbeispiele

Jn(ing) = ean(ejnes)
= —E€Eo9NEaNneq

:elz’l:

(irg)rng = (er1nex)nes

= _el = —1
(81/\62)/\(81/\62> = —E1NE1NEaNEY
= -1
1 (A} €9 €1NEY
1 1 €1 €9 E1NEQ
(5} (5} 1 €1NEy €9
Die obige Grassmann-Algebra wird zu 1
. . . e e —ejne —e
einer weiteren Clifford-Algbra fortgesetzt. 2 2 1n=2 !
Man teste die Assoziativitét. einey | ejney | —eo e —1
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+ Clifford-Algebra

Aus A\(R?)
1 (A} €9 €3 €1NE €1NE] EoNE3 €E1NExNEZ
1 1 e €9 €3 [SAWND) €1Ne] EoNE] E{NExNE]
€q €q 0 E{NEY €1Ne]3 0 0 €1NEoNE3 0
€9 €9 —€E1NE2 0 €Ea2NE] 0 —€1NEgxNE] 0 0
€3 €3 —€1Ne3 —E€osANE3 0 €1 NEgNEe]3 0 0 0
€1NEY [SAUND) 0 0 €1NEoNE3 0 0 0 0
[SAWAYER] E1NE] 0 —€1NExNESZ 0 0 0 0 0
[SHYANR EoNE] €1NEoNE3 0 0 0 0 0 0
E€1NEoNE3 | €1 NEaNE] 0 0 0 0 0 0 0
entsteht mit e;ne; = 1 die Clifford-Algebra Cl s:
1 (A} €9 €3 €1NEy €1NE] EoNE3 E1NExNEZ
1 1 e €9 €3 [SAUND) €1Ne] EoNE] E{NExNE]
(4] €1 1 E1NE [SAWAY R €9 €3 E€1NEoNEZ EoNE]
€9 €9 i AN 1 [SHYA R —eq —€1NEgoNE] €3 —€1Ne3
€3 €3 —€1Ne3 —E€oNEe3 1 E{ANExNEeE] —€q —€9 €e1NEY
€1NEy E1NE —€9 €1 E1NEgQNEZ —1 —€gNE3 E1NE] —E€3
€1Ne] €e|{Ne] —e3 —€1NEaNE] e EoNE] —1 bl AW D) €9
[SHYANR] EoNE] €1NEoNE3 —e3 €9 —€1Nes €e1NEY —1 —€q
E1NEoNEZ3 | €E1NEQNE] €EoNE] —€1Ne3 €1NEY —E€3 €9 —eq —1

Die verschiedenen Algebren Cli(R™) ergeben sich durch die Festlegungen:
el=...=e;=-1, e ,=...=€;=1 mit € =e;ne;.

Alternative Bezeichnung Cl,; mit €3 =...=e2=-1, €2, =...=¢€2,, = 1.
T © Roolfs




+ Clys vereinfachte Schreibweise

Clifford-Algebra Cly 3

€1 NEy9 = €19, USW.

1 €1 €2 €3 €12 €13 €23 €123
1 1 €1 €9 €3 €12 €13 €23 €123
€1 €1 1 €12 €13 €2 €3 €123 €23
€2 €2 —€12 1 €23 —€ —€123 €3 —€13
e; | e3 —e3 —ea3 1 €123 —e; —es e
e | ep —es e €123 —1 —eos3 e —e3
€13 | €13 —€3 —€123 €1 €23 —1 —€12 €2
€23 | €23 €123 —€g3 €9 —€13 €12 —1 —€;
€123 | €123 €23 —€13 €12 —€3 €2 —€ —1

Die reellen Zahlen konnen eingebettet werden, indem die 1 als reelle Zahl interpretiert wird.
Fiir Skalare ist dann arf = af und ara = aa.

Fiir eine bilineare, antisymmetrische Verkniipfung gilt:
aeb = (a161 + aseq + ageg) o (b1€1 + bgez + bgeg)
= a161 (61061) —+ azbg(ezoez) -+ agbg(egoeg) —+

((lgbg — CL362)(620€3) + (agbl — albg)(€30€1) + (a1b2 — agbl)(el 062)

Mit e; ee; = 1 wird in der Grassmann-Algebra die Definition des geometrischen Produkts
aob:=a-b+anrb motiviert (- ist das Skalarprodukt). Es entsteht eine Clifford-Algebra.

a o x =1 ist eindeutig losbar. Fiir das Skalar- und Dachprodukt ist das nicht der Fall.

aor=a-¢,+arer =1
~—— =
1 0
Die Losungen fiir @ - € = 1 bilden eine Ebene, die senkrecht zu a verlauft.

Die Losungen fiir arax = 0 bilden die Gerade = = \a. ]
Die Schnittbedingung a - Aa = 1 ergibt ein eindeutiges . Wir erhalten: a=! = 27

o {—ejoei, L7

€;0€; = €;NE;j, Z;’é] e, o0e; = . .
5 1 , 1=

aca=a-a=|al

Fira L b gilt aob=arb=—-bra=—-boa und fiir ¢ # j

(e;nej)* = (e;nej)o(eine;) = —(ejne;)o(enej) =—ejo(e;oe)oe;=—e;joloe; =—1.

Die wiederholte Anwendung dieser Regeln fiithrt zur obigen Verkniipfungstafel.
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+ Geometrisches Produkt o,  Beispielrechnung

Das geometrische Produkt aob = a -b + ab in der Grassmann-Algebra ermoglicht
vielfaltige Umformungen, z.B.:

(arb)? = (anb)o (anrbd) 1

= (aob—a-b)o(aocb—a-b) laob=a-b + anrbd

= (a@aob—a-b)o(a-b —boa) larb = —bra

= (aob)(a-b)—(a-b)>—(aob)o(boa)+ (a-b)(boa) |beachtea beR

= (a-b)laob+boal— (a-b)?—a’b’ laca=a-a, a*=|al? €R
(a-b)(2a-b) — (a-b)> — a’b? laob+boa=2a-b

= 2(a-b)*— (a-b)* - a’b?

= (a-b)? — a’b?

= a’b’cos’a — a*b? = a’b*(cos®a — 1)

= —a’b’sin’a

Hier wird sowohl in der Grassmann- als auch in der Clifford-Algebra

als Verkniipfungszeichen verwendet.

Grassmann bezeichnete das Wedge-Produkt als dufleres oder progressives Produkt, da es

eine hohere Dimension erzeugt oder null ist, das Skalarprodukt als inneres Produkt und das
geometrische Produkt als mittleres Produkt. In Sur les différents genres de multiplication, Crelle’s
Journal Bd. 49, zeigt Grassmann, dass mit aob := —a -b+ arb die Quaternionen-
Multiplikation vorliegt, siehe 1 Der Ort der Hamilton’schen Quaternionen in der Ausdehnungs-
lehre.

In der Literatur wird fiir das geometrische Produkt statt a o b haufig vereinfachend ab
geschrieben.


https://archive.org/details/hermanngrassman00engegoog/page/267/mode/2up
https://archive.org/details/hermanngrassman00engegoog/page/267/mode/2up

TCZQ,n, 8%:...26 =1

Multiplikation

Sei e, gemeinsamer Faktor zweier Basiselemente.
e,, kann durch a bzw. b Vertauschungen an die 1. Stelle gebracht werden.
Wir legen daher fest:

((—1)“emAei1/\ . /\eik) A ((—1)bem/\ej1/\ . /\ejz) = (=1)*" ke, n... nejnejn ... A€

Damit e,,ne,, vorliegt und dann verschwindet, sind weitere k£ Vertauschungen erforderlich.

Assoziativitat

(emAeil/\ N T WY =T NV =73 )/\ emN€p A ... N€p =
(—1)*ejn... € A€ A ... NCHACLAEY A ... AEY, =
i N s NG ACH A ACHA EMAEp A - ACp,

(1) e nei A . A€ LACHA .. NN Ep A .. NEy =

(1) ... =

= emA€i A ... NE; A (em/\ejIA S NEANEpAe, A L. Aeps)

= (=D'emnein... € A€jr...AEjAEYN ... E,

Die Assoziativitit der Grassmann-Algebra wird verwendet.
Mehrere gemeinsame Faktoren sind entsprechend nach links zu tauschen
und in der Definition der Verkniipfung zu beriicksichtigen.

Vereinfachte Rechnung;:

(61/\82/\65)/\(83/\65) = —E1ANExNExgNEzNE3 = —E1NExNE]3 (: —65/\65/\81/\62/\83)

Mit 2 benachbarten Transpositionen kann esaes um eine Stelle versetzt werden.

Umkehrung der Reihenfolge

(_1)1+2+3

E1NEQNEZNEYL = EQNE3NEQNE

Division mit Basiselementen

(e’i1/\ei2/\ . /\eik) A (eik/\ . /\eig/\eil) =1

Allgemein in Cl;(R™) (unmittelbar einsichtig):

1
eil/\eiQ/\.../\eik) AN (eik/\.../\eiQ/\eil

(eil/\eiQ/\.../\eik)/\( )(ez’k/\---/\eiz/\eh) =1

T © Roolfs
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+ Konstruktion der Clifford-Algebra C'ly, mit e? =1

Die Herleitung der Grassmann-Algebra wird abgedandert.

Den Produkten e;nes, ejnes, e;nejneg,... werden Teilmengen zuordnen.

Wir gehen von einem Vektorraum R™ mit der Basis ey, ..., e, aus und betten ihn
in einen Vektorraum der Dimension 2" ein (hdngen geniigend Nullen dran).

Er ist nun Teilraum von R?!

Die e; werden zu einer Basis des R?" erginzt.

Die Basiselemente indizieren wir mit den 2" Teilmengen von n, so dass wir

haben 6{1} =€, ..., E{n} = €,, 6{172}, 6{173}, e 6{17“.7n}, e{},

und definieren eine Multiplikation mit Hilfe der symmetrischen Differenz, RAS = (RUS)\ (RN S).

ernes = [ (r,5) eras mit (r,s) = { 1 r=s
r€R,sES -1 r>s
Beispiele
eqsnep = (1,2)(3,2)eq 3 = —€q,2,3
e,/ €23 = €13} Die Indexmengen haben ein gemeinsames Element.
€(1,35N€{23} = —€{125}
€{1,34}N€{234} = —€{19}
€35/ e{rs = (—1)3'26{778}/\6{27375} Die 6 Faktoren wechseln beim Ubergang von (r,s)
nach (s,7) das Vorzeichen.
e[} €34 = €234 Fir das leere Produkt setzen wir 1.

Das Basiselement e ist somit das Einselement.
emren =eqy =1

€{1234} = E{1}NE{234} = EPNERNERB A = EPNERNEEZNE{Y

Assoziativitdt  (nicht offensichtlich, obwohl A assoziativ ist)

(ernes)rnepr = [](r,5) erasner
rER,seS

= H(T’, S) H(h,t) ERASAT

réeR,s€S heERASteT

= H (T, h) H(S,t) ERASAT

reR,heSAT  seS,teT

= egnr(esner) fiir R, S, T paarweise disjunkt siche Grassmann-Algebra
Durch gemeinsame Elemente kénnen zusétzliche ( )-Terme entstehen, jedoch stets paarweise.
(8{17577}/\6{477})/\8{277} = 6{17577}/\(8{477}/\6{277}) Rechts tritt (7,k) mit 7 > k doppelt auf, k = 2.

T © Roolfs
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+ Konstruktion der Clifford-Algebra Clj(R")

Festlegungen (z.B.): R*
el=es=-1,el=ei=1

Multiplikation auf Cl, o

-1 (1,1) oder (2,2)

. 1 (3,3) oder (4,4
ernes = [ (r,5) eras mit  (r,s) = 3.3) (4.4
rER,sES 1 r<s

-1 r>Ss

Mehr bedarf es nicht.

Beispiele Cly(R?)

/]\

e ne; = -1
(epsreun)reps = (A)eqasnrepn = (5,4)(4,2)(5.2)(7.2)eq 245 = €{1,24,5

ensrleunrepn) = 4.2)(72)eqsnrepg = (4,2)(7,2)(5,2)(5.4)e1,2,45 = €{1,2.4,5

(esnegnes)n (esnegnes) = —eznesnegnesnegnes
= E€3NE3NEYNE5NEYNE
= E€QNE5NEYyNE5
= —eynegnesne; = —1

(61/\63/\e5>/\(€2/\63) = (—1)362/\61/\63/\65/\63

= (—1)3'2_162/\63/\(61/\63/\65)

allgemein

ernes = (—1)IEHSI-IESleg e = epnegnep' = (—1)FI1SI-IENSlgg

(|R| oder |S| gerade) und RN S ungerade (gerade)
ernes = —egner (egneg = egner) <
(|R| und |S| ungerade) und RN S gerade (ungerade)
n n n
(and) + (bra) = Z aib;[eine; +ejne;| =2 Zaibie? = 2{(a,b) a=> ae;
i,j=1 i=1 Skalarprodukt =1
n
b= ijej
=1
(eineanesnesnesnes)r(enesnesnesnesnes) = (—1)1H2HB3 5 e2e2elelelel !

© Roolfs
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+ Clifford-Algebra Cly(R?) = Cly

el=es=-1,e:=1
1 () €9 €3 €1NEy €1NE] EoNE3 E1NENEZ
1 1 e €9 €3 €1NEy €1Nne] EoNE] E{NExNE]
(5] €1 —1 €1NE [SAWAY R —€9 —E€3 E€1NEoNE3 | —ExNE3
€9 €9 AN —1 €EoNE3 el —€1NEgoNE] —e3 €1Nne]
€3 €3 —€1Ne3 —E€oNEe3 1 E€{ANExNEeE] (5} €9 i AR )
€1NEy €1NE €9 —€q E1NEoNEZ —1 EoNE] —€1NE3 —E€3
€1Ne]3 €E{NeE] €3 —€1NEaNE] e —€oNEes3 1 bl AW D) —€9
€EsNE3 EoNEe] €1NEoNE3 €3 €9 E|{Ne] €e1NEY 1 el
E1NEoNE3 | E1NEQNE3 | —E2NE3 E|NE] €1NEY —E€3 —€9 (5] -1
Inverse

Inverse existieren nicht fir e; & 1.

—

2
€3
2

63_

— (e3s—1)r(es+1) =

Wiirde ein Inverses z.B. fiir e3 — 1 existieren, so folgte durch Multiplikation
es; + 1 =0 und damit e3 = —1.

(ei + ej)_l/\ (ei + ej)

=1 fiir i # j,

(81/\62/\83)/\(63/\82/\61) =1

ejney +ejney =

= 81/\62/\83/\(63 ‘I—eg)
H/_/ H/—/

Inv. existiert

Inv. existiert

(ei + ej)_l =

€1NEoNE3NE3 — €1 NE9QANEQNE]

© Roolfs
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Clio=CL(R?) =C

4+ Isomorphien

Cll (R2) 1 €q C 1 7
1 1 e 1 1 1
(A} el —1 i 7 —1
Clyg = Cly(R?*) ©H Quaternionen

ClQ(R2> 1 (4] €9 €1NEY 1 j k
1 1 (5} €9 [SAUND) ) ] k
€q €q -1 E1NEQ —€9 —1 k —]
€9 €9 —€E1NE9 -1 e -k —1 )
€1NEy | E1NEY €9 —€ —1 ] —1 —1

© Roolfs




Bei der Behandlung der Grassmann-Algebra hatte ich mich an der Ausarbeitung
einer von E. Artin 1960/61 an der Universitdt Hamburg gehaltenen Vorlesung
Analytische Geometrie und Algebra II orientiert.

Der (naheliegende) Ubergang zur Clifford-Algebra erfolgte 2016 ohne Vorlage.
Eine direkte Konstruktion der Clifford-Algebra entdeckte ich dann in dem Buch
GEOMETRIC ALGEBRA von E. Artin, 1957 (hétte ich mir auch denken kénnen).

T © Roolfs
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