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+ Differenzialgleichung, Lie-Transformation

y=a2 y=elg?
AY
4 4
N y = e~22
2 /
N y = e~3z2
1 2 3 4 =
Wir betrachten die Kurvenschar y = ca?, z > 0, ¢ > 0.
Eine Differenzialgleichung mit dieser Losungsschar lautet g—z = %
Das ist unmittelbar zu sehen.
s=3+Inr
s=24+Inr
Mit der Variablentransformation (Rechnung folgt)
r =4 s=1+1Inr
xz
s =Inx
s=lInr
geht die DGL 2 = 22 i 45 _ 1 gper,
Die Losungfunktionen sind s = Inr + C.
Im z, y-Koordinatensystem sind das die Parabeln y = c2?
Nachweise finden sich auf den néchsten Seiten.
Um eine Differenzialgleichung der Form g—z = Q(x,y) zu lsen, ist eine Variablentransformation

erforderlich, so dass die DGL in % = Q(r) iibergeht. Diese ist leicht zu integrieren, da die rechte

Seite nur von einer Variablen abhéngig ist.
Die Funktionen y = cz? kénnen durch Transformationen der Ebene (Grafik mit A\ = 1)
I: (x,y) — (6)\1" e/\y)
ineinander iiberfithrt werden. Fiir s = Inr + C sind es Translationen (z,y) — (x,y + A).
Sophus Lie erkannte um 1870, dass eine Variablentransformation mit einer Transformation wie I'y

und Iy mit der Differenzialgleichung (ohne die Losungsschar y = cz?) ermittelt werden kénnen.
Seine umfangreiche Theorie kann auf partielle Differenzialgleichungen angewandt werden.



+ DGL transformieren

Mit der Variablentransformation

oy o
= = y=x-r (1)
_ ds _ 1
s = Inx = =7 (2)
geht die DGL % = % in % :% iiber
dy @ dr
v — " T dx
_ dr ds
=rtr ds dx
@ dr
= r+
dy .
Ir = 2r siehe DGL
X
= 2r=r+ %
ds 1
= dr "7
alternativ
DGL Z—z = Q(z,y) Variablentransformation
r = r(z,y)
s = s(z,y)
ds

- 2 d d . . . . . .
ds _ dp _ S20TFSy0dY Differenzial fiir Funktionen mit 2 Variablen im Z&hler und Nenner
dr dr Ty dx+ 1y dy

dx
dy
(sz+ syg—x )dx
Y
(ra+ry Tr )dx

Sz+ Q(Zay) Sy
7“9;+ Q(Zay) ry

Die rechte Seite kann mit (z,y) — (r,s) als Funktion von r und s geschrieben werden.
Das ergibt (nach ldngerer Rechnung, CAS empfehlenswert) die DGL % = Q(r).



+ Funktionen transformieren

Mit der Variablentransformation

r=12
X

s = Inz

und der Riicktransformation

r = €’
y = re’

geht y = cx? mit ¢ > 0 in s = Inr + C iiber und umgekehrt.

y=cr? = re’ = ce* s=Inr+C = Inz =Ilny—lnz+C
r = ce’ 2lnx = lny+C
Inr = Inc+s 2?2 = eyt
s =Inr+C = ye’
y = cx?

Die Funktionsschar y = cz? mit ¢ > 0 wird durch eine Transformation (\ beliebig)
I (x,y) — (6)\1.7 €Ay>

aufeinander abgebildet.

y=cr? = (z,c2?) — (e z,erca?) Parabel und Bild als Parameterkurven
T=cr
- T .
Y= erex? T =3 einsetzen
— =2
y=-xT

Aufgrund des Faktors e ist Iy: (7,y) — (z,y) die identische Transformation.

© Roolfs
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+ Variablentransformation, kanonische Variablen

Az, ety)

kann die Variablentransformation (kanonische Variablen)

Mit Ty: (z,y) — (z,y) = (e

r=4
x
s = lInz AY
ermittelt werden.
4 4
Durch T () fest) geht y = 22 in y = ¢,2? iiber,
hierauf kann erneut Iy, angewandt werden, usw. 37
Im r, s-Koordinatensystem werden die Kurven
in y-Achsenrichtung verschoben. 21 / / /1/7
Fiir jeden Punkt (zo,0) auf y = 2% (und fiir alle L
weiteren) entsteht durch variiertes A eine Bahn- P S
kurve A — (erzg, etyp). -
Hier sind die Bahnen geradlinig (siehe Seite 1), im 1 2 3 1T
allgemeinen jedoch krummlinig. Fiir kleine A\-Werte
erfasst fiir A = 0 der Tangentialvektor AS T T T T T
(z,9)" = (&(z,y),n(z.y)) "
die Wirkung von I}. 41 T T T T T
dx dy
d_i A:? £(z,y), d_g /\:? n(z,y) 31 T T T T T
Die obere Grafik veranschaulicht das Vektorfeld der 9
Tangentialvektoren (z,y)" (die Linge der Vektoren | | f ! !
wurde in beiden Grafiken halbiert). 14
Im r, s-Koordinatensystem erhalten wir fiir die Trans- T T T T T
lationen (z,y) — (z,y + A) das Vektorfeld (0,1)". ‘ ‘ ‘ s
1 2 3 4 r
Uberpriifen wir das.
A — (:L‘_Oa %) = (6)\170, 6/\90)
In r, s-Koordinaten: 0
o d(A+Inz
A — (& n(ehag) = (2 A+ ), 5| —o, SR g

Allgemein gilt mit () = (2o, Yo):
A— (), 5())

In r, s-Koordinaten r = r(z,y), s = s(x,y):

A — (r@0),50), 3@0).50))

v~ g

=1

4|
dALa 0 dA\A

Mit der Kettenregel ergibt das: re( )EC)+ry()n( ) =0
1



+ Variablentransformation

re( )EC) +ry()n() =0
se( )E() +s(In() =1
Fiir das Beispiel:
T—% :m:—%, ry:%
s = Inx — S, = -, 5y =0

Das war zu erwarten.

Bei gegebenem &(z,y) und n(x,y) kénnen die Gleichungen

rz€ +1yn =0

5.6+ 5y =1
dem Aufspiiren und der Uberpriifung einer Variablentransformation r(z,%), s(x, y) dienen.
A

Wiederholte Anwendung von Ty: (z,y) — (e
2)

z, ey)
Zo, 62)\3/0)7 (6

Das erméglicht eine Verschiebung in s-Achsenrichtung.

3

liefert die Folge (z9,%0), (e*7o,e*yo), (e T, €Myo) . . ., fiir die r = % konstant ist.

Nehmen wir an, dass s = s(z) nur von x abhéngig ist, so vereinfacht sich s,z + s,y =1 zu
s;x = 1. s = Inx ist eine Losung.



+ Kanonische Variablen anschaulich

N
o

1

Die Bahnen von Iy gehen bei der Variablentransformation

in Koordinatenlinien r = const iiber. s ist dann eine Parametrisierung einer Bahn.

<Y



+ Charakteristiken- Methode

r(z,y) und s(z,y) konnen aber auch aus den Gleichungen

ret +1yy = 0
Spr 4+ syy = 1

ermittelt werden.

Die partielle Differenzialgleichung 7,z + r,y = 0 vergleichen wir mit der Ableitung (beide Seiten)
von r((x(t), y(t)) = C, also mit r,@+r,y =0 (Methode der Charakteristiken).

Fiir (z,y) wird die Kurve ((z(t),y(¢)) mit dem Parameter ¢ (charakteristische Kurve, kurz
Charakteristik) eingesetzt.

Ubereinstimmung liegt vor, falls gilt: z(t) = x(t) = x(t) = c1€
y(t) = y(t = y(t) = ce!
y(t) _ o _
— x—t) = c? C3
Die Division sichert in diesem Fall die Konstanz (= C), r((z(t),y(t)) = Z(—g

r(z,y) = % l6st 1,z + ryy = 0.

S22 + syy = 1 vergleichen wir mit der Ableitung von s((z(t),y(t)) = C, also mit s,& + 5,5 = 0.

Ubereinstimmung liegt vor, falls gilt: x(t) = x(t) x(t) = €' Diese Losung nach t auflésen
y(t) = y(t) y(t) = €' und in s einsetzen.
s =1 s=t
— s=Inz

Nebenstehend ist der Graph von r(z,y) =
abgebildet. Fiir jedes C' legt r((x(t), y(t))
einen Zusammenhang (Niveaulinie) von

x und y in der zy-Ebene fest, % =C.

Il & ke

C

r ist also auf jeder Niveaulinie konstant.
Die Niveaulinien {iberdecken die xy-Ebene.
Wir leiten ¢ — r((z(t),y(t)) = C

nach ¢ ab

ro((2(), () &' (t) + 7y ((x(t), y(1)) y' (t) = 0

und kehren zu den (z, y)-Koordinaten zuriick

roT + 1ryy =0,
siehe Charakteristiken-Methode.

© Roolfs




+ Symmetrie- Bedingung

Die fiir die Berechnungen erforderlichen Eigenschaften der Transformationen (Lie-Gruppe)

D (z,y) — (erx,ety)  sind:

—_

) I ist eine bijektive Abbildung der Ebene oder eines Bereichs.
) I ist die identische Abbildung.
)
)

w N

I\ (FE(:E> y)) = F>\+5(l', y)

4)  Die benotigten Ableitungen existieren.

Einer Differenzialgleichung der Form g—z = Q(x,y) konnen derartige Transformationen

D (z,y) — (T(z,y), y(z,9))

nicht unmittelbar abgelesen werden.

Die Symmetrie-Bedingung (die Transformationen I'y werden auch Symmetrien genannt):

dy —
& =2T.7)

stellt sicher, dass Iy die Losungsfunktionen aufeinander abbildet.

Falls diese Bedingung erfiillt ist, reicht eine Umbenennung der Variablen x,y in =,y aus, um

Z—z = Q(z,y) zu transformieren. y = f(x) 16st diese DGL genau dann, wenn y = f()

% = Q(z,y) lost. y = f(T), nun mit der Transformation z,7y, 16st dann Z—Z = Qx,y).
Die Symmetrie-Bedingung bedeutet, dass mit der Variablentransformation

= Z(z,y)
= y(:c,y)

< g

Ypdr+y,dy
Tpdx+ Tydy

SIS

gilt: Vorgehen bekannt

_  _ dy
(yz+yyccll—x)d$
_ _ dy
(:chrxy%)d:c

Im Beispiel:

y

2y

2 € _26)\?4 7. =7 =0
P N Yo = Ty =

10



Lie-Gruppe
Dy (z,y) — @y) =(@—Ay+A)

Symmetrie- Bedingung

T =@+ +@-1)
(:E+1y)1 — 47

Variablentransformation, kanonische Variablen

r=x+y re§ +ryn =
s =Y 52€ + 5yN)

Mit der Charakteristiken- Methode erhalten wir:

DGL transformieren und integrieren

ds _ setQzy)sy  _r _q1_ 1
dr = ra+Qzy)ry 141 1+r

s=r—In(l+r)+C

Riicktransformation

y=xz+y—In(l+z+y)+C
In(l+z+y) =a+C
l+a+y = etc

Y = ce¥* —x —1

Qz,y)=2+y

1-(=1)+1-1
1-1

—t+C

I

\Y

Ysa Y2

Y1 Yi/2 Yi/4

11
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t+y =x+vy Erginzung

Variablentransformation, kanonische Variablen

Mit der Charakteristiken- Methode erhalten wir alternativ: T
)
S¢

r=ux+y rz&+ryn =0

S = =7 52§ + 5y1

I
—_

DGL transformieren und integrieren

ds _ st Qzy)sy 1

dr = rp+Qxy)ry, 147

s =—In(l+r)+C
Riicktransformation
—z = —In(l+z+y)+C | (1) |eV

y =ce'—x—1

12



4+ Linearisierte Symmetrie-Bedingung

Fiir eine Differenzialgleichung g—z = Q(z,y) wird die kanonische Variablentransformation

r = r(z,y)
s = s(x,y)

mit den Gleichungen rz€+ryn = 0

_ dr| _ dy| _

ng + SyT] - 1 d\ )\:E £(xay)a d\ A:E n(xay)

ermittelt.

Von der Lie-Gruppe I, wird also nur das Vektorfeld (£(z,y),n(x,y))" benétigt,

das lokal die Richtung der Transformationen I\ angibt.

Diese Richtung muss durch die Einfiihrung der Koordinaten (r, s) in eine zur y-Achse

parallele Richtung geéndert werden.
Mit der noch herzuleitenden linearisierten Form
Nz + (ny - &;)Q - ngQ = me + nQy

der Symmetrie-Bedingung @ _q z,y) werden zukiinftig ¢ und 7 ermittelt.
dz

T = x+d\&(x,y) d\ infinitesimal —— T, = 1+ M\,
Yy =y+d\n(z,y) Ty = Ay

Yo = Ml

y, = 1+ An,

Fiir d)\ schreiben wir einfacher \.

Q7,7 = Uz, y) + Mz, v)E(x,y) + Uz, y)n(z,y))
= O+ A(E + Q)

Die Terme werden in die Symmetrie- Bedingung eingesetzt.

o Yo+ QY)Y
O,y = Tt Q(%y)fj
Q4+ A +Qny)
L+ A(&+ Q&)

24 )‘(771‘ +Q77y)
T+ A (& + Q&)

Q4+ MNQE+Qn) =

(Q+AQE+2m) (1+A(&+QE)) = Q+A(ne + Q)
A2 bleibt unberiicksichtigt

Ne + (ny — &) — 53/92 = &8, + 18,

13
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linearisierte Symmetrie-Bedingung

Nz + (ny — &) — ng2 = {8 + 1€y, Qz,y) = % +z

Wir versuchen es mit den Annahmen ¢ = 0 und n = n(x).
Die Bedingung vereinfacht sich erheblich.

e = 18y
e = 2
/@:/d_m
n T
Inn =hx+C
n=x c=1

kanonische Variablen

rz§ +ryn = 0 ryr = 0 r=x
5§ +sym = 1 syr = 1 S:/@:E
X

DGL transformieren und integrieren

@ . 31'+Q(Iay)sy _ -1 — _ Y P 1
dr = re+Qxy)ry, — T T T T2 Sy T
s =r+k
Riicktransformation

s=r+k

y _ \

T ~T+k \\

y = 22+ kx \

14



Ansatz £ =+ cy+cs
N = ¢4 + csY + Cp

linearisierte Symmetrie-Bedingung

x

o+ (My = &) — 60 = EQ +0Qy,  Qz,y) = +y

at+ (=) + 0 = (ar+cy+ce)+ (ar+ey+e) | -y?

—2€% + c4me® + cge® + (2c5€% — €Pcyx — c1e® — €%c3)y + (cq — 3cae® — ey — c6)y? — 1yt — oyt = 0

Die Terme wurden nach Potenzen von y geordnet.
Die Koeffizienten miissen null sein. Es folgt ¢y = ¢y =c3=c¢4 = ¢ =0.

Ubrig bleibt: ¢ =1

1
N =3y
kanonische Variablen
=1 — xz(t) =t — %2 = ¢t/?
= %y = y(t) = cel/? = ce®/?
= r = A const
=5 =
sy = 1 = s=t==x

AY

. . . Y500 Y100 Y20 Y4 Yo,8
DGL transformieren und integrieren 4

ds _ S+ Qzy)sy r

dr — e+ Qy)r, T 12

Yo = £V ce2® — 2e7

s = 1n(§+1)+0

Riicktransformation

Yo = EVce® — 2e”

15



+ Lie-Transformation mit kanonischen Variablen ermitteln

AY
Y500 3/1004y.0 Ys  Yos

Yo = £V ce2® — 2e”

y = ey—z + vy wird mit der Variablentransformation

r = 63/2 - y:r-e“/Q
s =
integriert. Wie lautet I'\? YA s A
| (z,y) |
i i A (ea:/27 T+ )\)
(z,y)
| | (63/27 J])
T T T T >[L' T T T T >T’
(T,7) = (x+ X\ 7r-etV/2) Das Vorgehen kann den Abbildungen entnommen werden.
= (z+\r-el?.eM?)
= (z+\y-e?) Das Ergebnis ist plausibel, siche Grafik.

y = Ve —2e® Uberpriifung
Y- eM? = ;l:\/cleQ(er/\) — QeT+A
= ++/c1e2@TN) — 2er A
= +eM2\/cre2red — 2ev
y = £Vce® — 2e7, ey = cre

16



+ Infinitesimale Transformation

Die Transformationen I\: (z,y) — (Z,¥)

werden durch das Tangentialvektorfeld
.
(x’y)—l— = (f($ay)a7l($>y))Ta d_i A:? £(xay)a d\ = n(xay)
charakterisiert.
Mit den infinitesimalen Transformationen

=+ X(z,y) A infinitesimal
= y+An(z,y)

kann I'y rekonstruiert werden.

< 8

Fiir das Vektorfeld &(x,y),n(x,y)) " fiihrte Lie die symbolische Notation X = &(z, y)% +n(z, y)%
ein. X ist ein Differenzialoperator und wird Generator von I’y genannt, im Sinn

von wiederherstellen. Mit der Operatoren-Schreibweise geht
ro()EC) +ry()n() =0 in X(r()) =0 iiber
se( )E() +sy()n() =1 X(s()) =1

Z.B. erfihrt s( ) wegen @ N X(s( )) den Zuwachs X(s( ))A = s,( )&( )A+s,( )n( )A

bei Ausfithrung der infinitesimalen Transformation.
Fiir die Lie- Rotationsgruppe gilt:
T = xcos A+ ysin A
= 2 oS\ — xsin, (f(xay)an(xay»—r: (y7 _x>T ]

_ g9 .0 T
X =yg; —Tpy (2,9)

<

Das Sinnvolle dieser Schreibweise erschliefit sich erst bei weiterem Eindringen
in die Theorie. Die Generatoren bezeichnen Symmetrien, andererseits kann mit
ihnen als Operatoren gerechnet werden.

Z.B. sind die Symmetrien X; und X, vertauschbar, wenn [X;, Xy] = 0 gilt,
wobei [Xi, Xo] := X;(X3) — X»(X;) ist (Lie-Klammer).

17



+ X in kanonischen Variablen

Wie wirkt sich auf X = &(x, y)% + 1n(z, y)a% ein Koordinatenwechsel nach r, s aus?

Sei F'(r, s) eine beliebige differenzierbare Funktion.

XF(r,s) = XF(r(z,y),s(z,y))
= {[roFr + 5. ) +nlry Fr + s, F] Definition von X

= (Xr)F, + (Xs)F} Xr=r{+rm=0 Xs=s5+s,n=1
= 0, F
X = 0 F beliebig

In (r, s)-Koordinaten ist (0,1)" der Tangentenvektor der Bahnen und daher ist X = 0.
Die Begriffsbildung des Generators ist somit konsistent.

Wie lautet X = —y% + x% in Polarkoordinaten?

r = VT

_ Yy
¢ = arctan -
_ _ or _ _w or _ _ Yy
Xr = =0 O 224 y2 dy 22 112
_ _ ¢ _ dp _ _ =
Xp = =1 9r —  12+4g2’ Jy — 22442

18



+ Polarkoordinaten

Wie gelangt man vom Operator X = —y (% +z 8% zu den Polarkoordinaten r

'

Die kanonischen Variablen werden mit — —yr, +xr, = 0

—YSy + sy, = 1 ermittelt.

Charakteristiken- Methode

—yry + a1y =0
w(t) = —y(t)
y(t) = =(t) — i(t) = —=(1)
= z(t) = C'cost
y(t) = Csint
= 2%+ = (7 sin®t + cos?t = 1
= [ +y?) = C?
= VAP
—YSy + x5, =1
s(t) =1
s =t = z(s) = Ccoss

y(s) = Csins

— % =tans

¥

— s = arctan p

19
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+ Differenzialgleichungen zweiter Ordnung y" = Q(x, y, y/')

Die noch nachzuweisende Symmetrie-Bedingung fiir die Transformationen

I\: (x,y) — (E(l‘,y), @(x,y))

lautet 7" = Q(z,y,7) und in der linearisierten Form:

Nz + (me - £zz)y/ + (nyy - 2£xy)y/2 - gyyy/3 + (ny — 28, — 3£yy/)y//
=8, — nQy - [nw + (ny - fz)y/ - gyylz]Qy’ =0

Beispiel —y” + ey +y? =0

linearisierte Symmetrie-Bedingung

Moz + 2Ny — Eax)¥ + (Myy — 28y )y — &y + (ny — 26 — 36,Y)) (—e™y™* — %)
~————
O
= (=3¢™y") —[ne + (1) — &)y’ — &%) (—4e™y" - 2) = 0
H—/ [N ’,

Q Q,

/

Y Y

Wir ordnen nach Potenzen von 3’ und erhalten ein Polynom 5. Grades,
dessen Koeflizienten gleich null gesetzt werden.

O+ O+ Oy + Oy + O+ ()y® =0

Das ergibt die Gleichungen (vereinfacht, beachte z.B.: aus &, = 0 folgt &,, = &, = &y = 0):

y/O New = 0
yll ga}a} =0
le Myy — 2£zy +ny = 0
y"? e = 0
¥t 3y +n) —2& =0
y/5 fy — O

Nee = 0 (1. Gleichung) folgt aus der 4.Gleichung 7, = 0.
Nyy — 24y + 10y = 0 (3. Gleichung) folgt aus der 5. Gleichung (nach y differenzieren
und 6. Gleichung beachten).

Man iiberzeuge sich davon, dass £ = ¢; + 3cox, 7 = 2¢9 + c3e ¥ die (restlichen 4) Gleichungen 16st.

X = (1+32) 5 +(2+e )5

20



+ Symmetrie- Bedingung fiir y" = Q(z,y,v')

Wir wenden uns noch einmal der Symmetrie-Bedingung fiir 3’ = Q(x,y) zu, um sie
zu verallgemeinern. Symmetrien Ty: (z,y) — (Z(z,y), Y(z,y))
liegen vor, wenn 3’ = Q(x,y) auf ¥y’ = Q(z,y) bzw. y’' = Q(z,y,y') auf " = Q(z,7,7’)
transformiert werden. x und y werden geméf
T =2+ A(x,y)
Y =y+An(z,y)
transformiert. Wie sieht es mit 3’ bzw. y” aus?

/

Zunichst kann nur Y = ¢y + A
y// — y//+)\<'2

angenommen werden. ¢; und (, sind zu ermitteln.

T
7 = % siehe Symmetrie-Bedingung
x y
= g—g abkiirzend wird der Operator D = 0, +y'0, verwendet
"+ D : =
= y1+>\D§77 sieche x, y
=y + X\(Dn —y'DE) Bruch wurde mit 1 — AD¢ erweitert, Terme mit A? entfallen
G
Weiter gilt:
= _ Dy’
Y =~ Dz
= 7111 j:i\]]))gﬁ siehe 7’
=y + A\(D¢ — y'DE) Bruch wurde mit 1 — A\D¢ erweitert, Terme mit A\? entfallen
—————
G2

G = ne+(ny—8&)Y — gyylz
C2 = Mgz + (2nwy - £zz)y/ + (nyy - 2£$y)y/2 - gyyy/:«; + (7731 - 2590 - 3§yy/)y”

y" =Q(z,y,y") geht durch Ersetzen in y" + X(o = Q(z + X(x,y),y + An(z,y), vy + A1)
tiber. Mit der Ableitung nach X\ an der Stelle A =0

erhalten wir die linearisierte Symmetrie-Bedingung: (s = £Q, + 1€, + G182y

Fir y' = Q(xz,y) lautet sie ¢; = £Q, + 0.
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+ Symmetrie- Bedingung Ergéanzung

y"" wird geméif

g/// — y/// 4 )\(DC2 . y"'Df)
G
3

G = TNeae + 3Neay — Eewa)Y' + 3(Mayy — fmywa + (Myyy — 3€xyy)y,3
_éyyyyl4 + B[nwy - £zz + (nyy - 3£xy)y/ - 2§yyy/2]y//
_3€yy//2 + (ny _ Sfx _ 4§yy/)ym

transformiert.

Linearisierte Symmetrie- Bedingung fir y"” = Q(z,y,y',y"):
§3 = £Qm + nQy + Cle’ + §2Qy”

Eine Symmetrie I\: (z,y) — (E, @) liegt genau dann vor, wenn jede Losungskurve y = f(x)

der DGL 3" = Q(x,y,y’) in eine Kurve y = f(7) iibergeht, die y” = Q(7,y,y’) erfiillt.
Hierbei werden im R* den 4-Tupeln (z,y,v,y") = (x, f(z), f'(x), f”(x))
die 4-Tupel (7,7,7,7") gemal

T = x4+ A(x,y)

y = y+An(z,y)

vV =9y +AQ
g// — y//+)\<‘2
zugeordnet.
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+ Transformations-Gruppe zur infinitesimalen

Transformation
Zur infinitesimalen Transformation T = x4+ Ax? bzw. zum Operator X = xQ% + xyagy
Y = y+Azy

ist die Transformations-Gruppe gesucht.

Es muss gelten:

i _ _,
o =T :c’)\zo =2x
dy  __ _
D =T0 T, =v
1 . — 1 ___ _© s
Fiir dieses System kann leicht x = o T g bestétigt werden.

Die Anfangsbedingungen liefern ¢; = —1/z, ¢ = —y/x.
Somit ergibt sich die Symmetrie-Gruppe (projektive Transformationsgruppe):

E:1—)\3:
___y
Yy=71"Xz
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+ Differentialoperator X = + y + y” 9

Y

Um fiir einen Kreis den Zusammenhang von z,y, vy’ aufzudecken,
um also eine Differenzialgleichung fiir den Kreis aufzustellen, differenzieren wir implizit:

2?4 y? = 12
20 +2y-y =0

2u-y = —2x

I _Z

Y=y

Anders formuliert:

Wir wenden auf beide Seiten von x? + y? = r? den Differenzialoperator X = % +/ % an.

Differenzialoperatoren dieser Art geben an, wie nach der Kettenregel implizit abzuleiten ist.
/
(v?) =2y-y

(y/3)/ _ 3(y’)2-y”

Allgemein ermoglichen Differenzialoperatoren kompakte Schreibweisen.
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+ Exponentialdarstellung von Iy

Die Transformationen I'\: (z,y) — (7,7)
konnen mit dem Tangentialvektorfeld
dx dy
(z.9)" = €@y, G| =@y, g = @)

bzw. dem Operator X = &(x, y)% + n(z, y)a% rekonstruiert werden.

Dazu betrachten wir die Taylor-Reihe der Funktion g: A\ — f(z,7).

g = g(0) + A+ L2 Oy

1@ = 1@+ drEn|_ e v

f(xay)’A - f(xay> ox )\—i—?](l‘,y) ay A
= Xf(z,7) Korrekter wire X, jedoch gilt X = X fiir A = 0.
f'(z, g)’ = X(Xf(z,7)) erneute Ableitung, X f(Z,7) tritt an die Stelle von f
A

@7, = XXX 7))

f(z, g)’ = X(X(...(X f(z,y)...) = X"f(z,y) Fiir A = 0 geht (Z,7) in (z,y) iiber.
A=0 —_——————
n-mal Mit X" ist die n-malige Hintereinanderausfithrung gemeint.

FED| = Sy + X @y) + 5 X (y) +-

2 3 4
= M f(z,y) symbolisch mit e“”zl—i—%—l—%jL%—l—%jL
7T = My fir f(z,y) =71
J= ey
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+ Rekonstruktion von Iy  Beispiel

Ermittle Iy zum Operator X = —y(% + x(%

3

2
x—l—%Xm—l—%X%—i—%X%qL...

8|
I

<|
|

A X X2
= y+aXy+ 5 XY+ 57 X% + .

Offenbar gilt:

Xz = —y Xy =2
X(Xz) = -z X(Xy) = —y
X(X(Xx) = y X(X(Xy)) = —a
X(X(X(Xz))) = « X(X(X(Xy))) =y

Die GesetzméBigkeit ist zu erkennen.

— A A2 A3 A4
T=r -y grrt iyt g T
A2 A4 A A3
= :L'(l—i—i-ﬂ—...)—y(ﬂ—g-l—...)
Ccos \ sin A
— A A2 A2 2
Yy = y+ﬁx—§y—§x+ﬂy—...
A A3 A2 A4
= :L‘(ﬁ—g—i-...)—l—y(l—i-i-ﬂ—...)
N——— N v
sin A Ccos \

Wir erhalten erwartungsgeméaf die Lie-Gruppe der Rotationen um den Ursprung.

T = xcosA—ysin A\

= xsin A + ycos A

<|
|
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+ Lie's integrierender Faktor

-2

Lie wies nach, dass fiir eine Differenzialgleichung
M(z,y) + N(z,y) -y’ =0
(alternative Schreibweise: M (z,y)dx + N(x,y)dy = 0, sieche exakte Differenzialgleichung)

mit einer Symmetrie X = &(z, y)% +n(x, y)%

= w ein integrierender Faktor ist.

Die Losungskurven sind durch F'(z,y(x)) = C implizit gegeben.

Der Graph der Funkton F'(z,y) wird mit einer zur zy-Ebene parallelen Ebene geschnitten,
die zu dieser einen Abstand C' hat.

F kann durch G(F(x,y)) mit h — G(h) ersetzt werden, die Losungsschar bleibt gleich.
Zu einer Symmetrie, bei der also Losungskurven in Losungskurven transformiert werden,
gibt es die Zuordnung C' — S,(C).

Lie leitete ein Gleichungssystem fiir F, und F, her: NF, — MF, = 0
EF,+nF, =1 (=XF)

Die 1. Gleichung ist wegen F, = vM und F}, = vN offensichtlich, v integrierender Faktor.
Auf die nicht einfach einzusehende 2. Gleichung komme ich noch zuriick.

. . B M B N .
Mit den Losungen F), = EM 4N und Fy = EM+ 7N erhalten wir den gesuchten Faktor.

dF = Fpdx + Fydy
__Mdx Ndy  Mdx+ Ndy
= EM+nN TEM1nN = EM+nN

© Roolfs
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+ Lie's integrierender Faktor DBeispiel

/

y:

8|

2
+ i—g, in Differenzialform (z?y + y?)dz — z*dy = 0

Generator X = ﬁ% + xya%

integrierender Faktor p = Ve M—lk nN

1 1
2 (2?y+y?) -2ty — 2%y

x
Beachte: XF =¢F, +nF, = 22
SRR T2y y

Bemerkenswert:

o : _ .9 9
Mit einem weiteren Generator X = x 95 T2 2y

erhalten wir einen zweiten integrierenden Faktor v = EM+N

zy(y —?)

und damit ohne Integration die Losung: % =C
2 _
y—z° = Czy
Y= 1"Cx
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+ Idee von XF =1

DGL —4dx+dy =0

F(z,y) =y —4z

Probe Fo(r,y)=—4, Fy(z,y)=1

Die Parallelenschar F(x,y) =y —4x =C
wird durch die Lie-Gruppe der Translationen der Ebene = T+ a)\

T
¥y =y+0b\ aufeinander abgebildet.

Eine Gerade y — 4x = (' geht iiber in
y—br—4(x —a)) = C)
y—4§ = Cl—l—b)\—4a)\
F(7.7) = F(x,y) + (b — 4a)
e : o 9 9 9,0
Fiir die infinitesimale Transformation mit X = {(z,y) 7 + n(z,y) 95 = %ar b3,
gilt (siehe Exponentialdarstellung von I}):

F(z,y) = F(x,y) + \XF(z,y) A klein und fest

Da fiir gleiche Losungsscharen eine Funktion G existiert mit F(z,y) = G(F(z,vy)),
muss auch XF'(z,y) abhéngig von F sein, d.h. es existiert eine Funktion h — K (h) mit

XF(x,y) = K(F(z,y))

OF  ; OF
agy +0g, = K(F(z,y))

Fiir das Beispiel gilt: XF(z,y) = b—4a

a 881;* + baalz* =1 fir F*(z,y) = ﬁF(m, y) und allgemein mit
dh . % . _9G B 1 B
G(h) :/m XF*(z,y) = XG(F(z,y)) = oh ’th(m,y) - XF = K(F(z,y)) K(F(x,y) =1

Die 1. Gleichung des Gleichungssystems lautet nun NF; — MF; = 0.
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Wegen des Quotienten in der vorletzten Zeile muss XF(z,y) = K(F(z,y)) # 0 sein.

M = X(F()) =0 bedeutet, dass der Zuwachs X(F( )X = F,( )§( )A+ F,( )n( )A

bei Ausfithrung der infinitesimalen Transformation gleich null ist und somit
Punkte in Punkte derselben Losungskurve iibergehen, die Losungskurven also invariant sind.

Wegen M (z,y)dz + N(z,y)dy = 0

M(z,y) + N(z,y)-y =0
r M(x,y)

Y = TNy

sind die Vektoren (£, 7)"und (N, M)" kollinear.

Es ist plausibel, dass diese trivialen Transformationen nichts zur Losung beitragen.

Zwei Gleichungen F(z,y) = C und K(z,y) = C stellen genau dann dieselbe Kurvenschar
dar, wenn K eine Funktion von Fist: K(z,y) = G(F(z,y))

Die Kurvenschar F(z,y) = C' ist genau dann unter der Gruppe X invariant,

wenn XF' = G(F) ist, XF also eine Funktion von F ist.

Insbesondere bleibt jede Kurve der Schar einzeln bei allen Transformationen der Gruppe
invariant, wenn XF' = 0 ist.

Zum Nachweis der Umkehrung ziehen wir
— = A A2 A3
F(z,y) = F(r,y) + {XF(z,y) + 5 X?F(2,y) + 5 X°F(2,y) + ...
heran.

Mit XF = G(F) folgt, dass X2F = XX(F) = XG(F) =

desgleichen X3F usw. und somit die rechte Seite.

dG(F)
dF

G(F) eine Funktion von F ist,
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t+ w, v integrierende Faktoren, F(x,y) = £

NF,—MF, =0
NF, = MF,
F, M
E:W <~ Mh:qunth:Fy

Aus NF, — MF, =0 folgt M(z,y)dx+ N(z,y)dy =0 <= F,dx + F,dy = 0.
Die Umkehrung wurde schon als richtig erkannt.

Seien nun p und v integrierende Faktoren.

_ oM OuN -
(z.y)dr + pN(z,y)dy =0 = “5= =" Fyp = Fuy
F, Ja
(z,y) dz + vN(z,y)dy =0 —> 85M _ 381/N
F, r
ouM  OuN
oy — Oz
9 oM 9 ON
85M+ 33/ - 8/;N+ HFor | = Produktregel

ouM  OM _ OuN  ON
8y,u+8y_8xu+8x

lgp oM _ . Olgp  ON
M8y+8y_N&c+8:c

agzj/\/[ = agiv folgt in analoger Weise = M aéi v + %_]\y/[ o Naglai v N %_j;[ . ..

Aus

Wir subtrahieren (linke und rechte Seiten) #* von %, fassen mit lg% = lgp — lgv zusammen
und erhalten

3 M 0 L
Ma, lg, = Nogley
Somit ist lg% und dann auch % ein Integral der DGL M(x,y)dx + N(z,y)dy = 0.

Damit % nicht konstant ist, muss noch die lineare Unabhéngigkeit

von i und v vorausgesetzt werden.
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+ Lie-Klammer

Zur Herleitung eines fiir die weitere Entwicklung wichtigen Sachverhalts bedarf es einiger
Vorbereitungen. Dazu sehen wir uns die Verkettung zweier Differenzialoperatoren und die
Lie-Klammer an. Zum besseren Versténdnis wende man die Operatoren auf f an.

0 0
X1 = &l@y)gy +mley)y,
0 0
X2 = &loy)p; +m(ey)p,
. ) 02 02 02
XXy = leQ% + X17728_y +&& 02 + (&m2 + ﬁlfz)axay + &6 0y

_ 9 9 0% 02 Kol
Xo X = X&) oz + Xom Dy + &6 02 + (&am + ﬁzfl)axay + 26 8y2
X1, Xo] = X5X, — XoX)
= (X4& — XQfl)% + (Xum2 — X2771)(%

Im Operator [X;, X;] fallen die zweiten partiellen Differentiationen heraus.
Die Lie-Klammer ist beachtenswerterweise vom gleichen Typ wie Xy, Xs.

Sie besitzt die Eigenschaften:
[Xla X2] = _[X27 Xl]
[Xl,Xl] - 0
(X4, X £ X3] = [Xq, Xo] £ [X4, X5

[9(x,y) X1, Xo] = (2, y)[X1, Xo] — Xod(z,9)Xy
0= [Xl, [Xg, Xg]] + [Xg, [Xg, Xl]] + [Xg, [Xl, Xg]] Jacobi-Identitat

Ein Vektorraum (hier der Raum der Operatoren) zusammen mit einer Lie-Klammer
wird Lie-Algebra genannt.
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+ Jacobi-Identitéat

Die Formel

(X1, [Xa, Xa]] + [Xa, [Xs, Xq]] + [X3, [X1, Xa]] = 0

wird fiir das Weitere benotigt und soll bewiesen werden.

Die Summanden werden mit [X;, X;] = X;X; — X;X; umgeformt.

[X1, [Xo, X3]] = Xi[Xo, Xs] — [Xo, X5]X,
= X;(XoX5 — X5Xo) — (XoX3 — X3X5) X,
= X;X5X5 — X1 X5X5 — Xo XX + XXX
N e N e N e

1 2 3 4
[Xo, [X3, X1]] = XoX3X; —XoX; X5 — X;3X X + X1 X3X5
T/ HQ,—/
(X3, [X1, Xa]] = X3X1Xo — X3XoX; — X X0 X3 +X5X, X5
T 5[/—/

Bei der Addition heben sich ersichtlich alle Terme paarweise auf.

Eine entsprechende Formel gilt in der Vektorrechnung, wenn fiir die Lie-Klammer
das Vektorprodukt genommen wird. Zum Beweis ist @ x (b x ¢) = (@¢)b — (a@b)¢ zu verwenden.

Die Jacobi-Identitéat bleibt offensichtlich auch fiir Dimensionen gréfer als 2 giiltig.

Beispiel
9 90 0 20 9 0
Xl_x8x+y3y+282’ Xo=2"5; Xs=7; T o;
9 0 o 9
[XI;XZ]—IQ%’ [X27X3]——2$8 s [X37X1]:a——}-$

Und weiter:

[Xla [X27X3H = —21‘8&

l.)

[Xo, X3, X0]] =0, X, (X0, Xo]] = 207

Die Summe der linken (rechten) Terme ist null.
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+ Kriterium fiir eine Lie-Gruppe einer Differenzialgleichung

Wir sahen, dass wenn F'(z,y) = C eine Losung (ein erstes Integral) von Mdx + Ndy = 0 ist,

dann ist F' eine Losung der partiellen DGL AF = N%—i — M%—Z =0. x

Und weiter, wenn die Kurvenschar F(z,y) = C durch eine nichttriviale Transformation X
aufeinander abgebildet wird (die DGL bzw. die Losungsschar ist unter der Gruppe invariant),

dann gilt XF = G(F).

Betrachten wir nun die Lie-Klammer

0 0
X,A] = XA - AX = (XN — Af)% — <XM+A77)8_y' *

Wegen  [X,A]F = X(AF) — A(XF) = X(0) - A(G(F)) =0~ %ZAF =0

st (XN — A9 - (xar + An)%—g 0.

Mit * folgt XN ¥ A _ XMA} An _ Mz,y) oder XN —Af=AN, XM+ An= M.

In #x eingesetzt ergibt die notwendige Bedingung: [X, A] = A(z,y)A

Sei umgekehrt [X, A]F = X(AF) — A(XF) = ANz,y)AF =0
Mit * folgt A(XF) =0

Mit der Losung XF der DGL muss gelten XF' = G(F)
und somit ist die Losungsschar F'(x,y) = C unter der Gruppe X invariant.

Die Differenzialgleichung Mdx + Ndy = 0 ist genau dann unter der Gruppe X invariant,

wenn [X, A] = A(z,y)A ist, A = N% —M%.
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Beispiele

Wir betrachten die Schar der parallelen Geraden =z —y = C

mit der Lie-Gruppe T} der Ahnlichkeitstransformationen

T =zxe', y=ye
und dessen Generator X = 5@ + 9 _ :L‘Q + g x —y = c geht iiber in T —y = e’c
— S0z "oy T Tor Yoy y=cs y=cc
Die Differenzialgleichung der Geradenschar lautet —dz +dy =0 (Mdx + Ndy = 0)
0 0 0 0

undesistA:N%—Ma—y:%—Fa—y.

9 9 _ 9 9 _ _
[XaA] = (XN—A@@:E - (XM+An)ay =~ T 0r Oy —A, MNz,y) =—-1

Die Schar der Ursprungsgeraden % = (' bzw. die zugehorige Differenzialgleichung

—ydzr + xdy = 0 (Mdx + Ndy = 0) gestattet (ldsst zu, iibliche Sprechweisen) die Gruppe

der Rotationen mit dem Generator X = —y% + :E(%

. 0 0 0 0 )
Mit A:N% —Ma—y =15 +y8_y folgt:

XAl = (XN - A& —(XM+A77)8%: (—y— (=) — (—x+a)=0, A(z,y) =0

Damit ist der Nachweis erbracht.

Ohne Beweis sei genannt:

Die lineare partielle DGL Af = N g—£ + M g—]yt = ( gestattet die infinitesimale

Transformation U genau dann, wenn eine Relation der Form [U, A] = o(z,y)A besteht.

Der Sachverhalt gilt auch fiir Dimensionen grofier zwei.
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+ Infinitesimale Transformation aus zweien erzeugen

Nehmen wir an, die lineare partielle DGL Af = N % +M

gestatte zwei infinitesimale Transformationen U und V.

of _

ﬁy_o

Dann gilt [U, A] = pA, [V,A]=0A
und in die Jacobi-Identitéat eingesetzt:
[[U, V], A] + [[V,A], U] + [[A, U], V] = 0

[[U, V],A] + [cA, U]+ [-0A, V] =0

Mit [0A,U] = ¢[A,U]-UcA
[—QA,V] = _Q[A7V]+VQA

entsteht die Identitat:

[U,V],A] = —0[A,U]+UcA + p[A, V] - VoA
N—— S——
—0A —0A
= UcA — VoA

= (Uo—Vp) A
~—_——
7(2,y)

Mit U und V ist somit auch [U, V] eine infinitesimale Transformation.

Gestattet die lineare partielle Differenzialgleichung Af = 0 die beiden infinitesimalen
Transformationen U und V|, so gestattet sie auch die infinitesimale Transformation [U, V.

Dieses Vorgehen liefert jedoch nicht notwendig stets etwas Neues.

Mit U und V ist auch jede Linearkombination aU + bV eine infinitesimale Transformation
und iiberdies sogar aU + bV + A(z,y)A.

[aU + bV + Az, y)A, A] = (ap + bo — AX(z,y)) A

(N 7

S(z,y)

beachte X1,X4] =0
[P(z,y) X1, Xo] = o(,y)[Xy, Xa] — Xad(, )Xy
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Lie zeigte, dass jede zweidimensionale Lie-Algebra sich durch eine geeignete Wahl ihrer
Basiselemente und geeigneter kanonischen Variablen auf einen von vier nicht &hnlichen
Standardfille transformieren ldsst, um alle Gleichungen zweiter Ordnung y” = f(x,y, )
zu integrieren, die eine zweidimensionale Lie-Algebra zulassen.

(Nail H. Ibragimov, Differentialgleichungen und Mathematische Modellbildung)
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