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+ Differentialformen

Differentialformen sind (noch zu interpretierende) Terme der Art: w = zy*drady + zdyadz

¢ = (2%yz — yz)dzadyndz

Das Dach-Produkt A ist die alternierende Verkniipfung der Grassmann-Algebra.

Bei einem Dach-Produkt von Summen konnen die Klammern daher distributiv aufgeldst werden,
fiir Benachbartes gilt e;Ae; = 0 und e;ne; = —e;ne;. Die Addition wird hier jeweils nur fiir
k-Formen bendtigt. Eine typische Rechnung lautet (das Produkt von 1-Formen ergibt 2-Formen):

anb = (a161 + aqseq + ageg)/\(blel + b2€2 + bgeg)
= a1b1(61 /\81) + a1b2(61 /\82) + ...

= (agbg — agbg)(eg/\eg) + (a3b1 — albg)(eg/\el) + (a1b2 — agbl)(el /\62)

Differentialformen im R*
Im R* gibt es folgende k-Formen, auch jeweils deren Summen:

0-Formen: differenzierbare Funktionen

fR* =R

1-Formen (Pfaffsche Formen, a; differenzierbare Funktion R* — R):

a1dxy, asdws, azdrs, asdry

2-Formen:

algdxl/\dxg, algdl'l/\dl'g, a14dx1/\dx4, aggdl'z/\dl'g, a24dx2/\dx4, a34dx3/\dx4

3-Formen:

alggdl’l/\dl‘g/\dl‘g, CL124dIL‘1/\dl’2/\dl’4, a134dx1/\dx3/\dx4, &234d[L‘2/\d[L‘3/\dl’4

4-Formen:

a1934 d[L‘l A dZL‘Q N dl’g N dl’4
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Beachte: Es gilt zwar dz; Adx; = 0, aber es gilt nicht fiir alle k-Formen waAw = 0.

Fir w = adzyAnday + bdrsandey gilt wAaw = 2abdry AdroAndrsAdey.

Beispiele, siehe Grassmann-Algebra
(adxyAdzsz)Abday = —abdzy AdxgAdag
(adzy Adzo) A (bdaandas) =0 dzy gemeinsames Element.

(adxsAndzy) A (bdzyAday) = (—1)?2abdzy Adag AdzgAday

Die Beziehung zur Analysis kann mit dem (duBleren) Differential dw einer Differentialform w
erahnt werden. Fiir eine Funktion f ist df definitionsgemé&f das totale Differential:

af L L

df = 8 dy + G auflere Ableitung

Sei w= Pdxr+Qdy. P und @ sind Funktionen mit passenden Voraussetzungen. Dann ist

dw = dPAdz +dQAady definitionsgemif, es wird jeweils das totale Differential eingesetzt
_ (9P, 0P 0Q, 0
_<8 d:c+a dy)Ad +<axdx+8ydy>Ady
8P (7
= <%§ %5) dzAdy Dies dhnelt dem Satz von Green/Gauss im R?.

Sei w= PdyAndz+ Qdzandzr 4+ Rdxady. Dann ist
dw = dPAdyndz +dQArdzade + dRAdxady

opr oP oP 0 0
<6x dx + oy dy + s dz)Ady/\der(aner any+ anZ>/\dZ/\dl'+...

= %—de/\dy/\dz + %—g dyndzadz + %—dezAdxAdy

_ (9P, 9Q  OR — 0P 0Q _oRm
= <6$ + Em + az>dx/\dy/\dz beachte: divF = 7- + Ty +5,

Dies dhnelt dem Satz von Gauss im R3.

k-Formen werden in naheliegender Weise auf geeigneten
k-dimensionalen Teilmengen (Mannigfaltigkeiten) des R™ integriert.

/w—/fxl,..., Ydxy ... dxg
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Sei w= Pdxr+ Qdy+ Rdz. Dann ist
dw = dPAadz +dQAdy + dRAdz

_ <%de+%Pd )/\dx+<g—de+%de>/\dy+<%Rdx+aaRdy>/\dz
B s (B (B By

Dies dhnelt dem Satz von Stokes.

Beachte:

eachte 6_R B @
oy 0z
rot?z 8_P — 8_R
0z Ox
0@ _ op
ox dy

oh oh Ofh

or 0Oy 0z

dfindfondfs = % %—J; % deadyndz siehe Grassmann-Algebra
Ofs 9fs Ofs
Jdr Jdy 0z

Die Integralséitze von Gauss

/] “”A‘AV Py (,y) + Qy(x.y) + Qy(z.y) ) drdydz

—

Divergenz dIV(—>) F(z,y)= (P(x,y),@(x,y),R(x,y) )T

und Green
# Plade+ Qs = [[(Qula) - Po) dedy

weisen den Weg, wie Differentialformen zu interpretieren sind, um z.B. eine Schreibweise wie

/w:/dw
B Q

zu ermoglichen.

Mit w = PdyAndz + Qdzande + Rdxady sei [ w ein Oberflachenintegral.

Fiir seine Berechnung gibt es mehrere Moglichkeiten, z. B. Satz von Gauss, linke Seite.
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+ Weiteres zur aufleren Ableitung

2 d(fg) = %d

9g
= gza—xidwﬂrfza—%dxi

d(fg) = df-g+ f-dg

b) a = fdr;, Adxy, ... Adr,, = fdx,
B = gdxj Adzj, ... ndx;, = gdxg
anf = fgdxaAndxg

d(anp) = (df g+ f-dg)ndx,Adxg
= df -gndxoAdxsg + f-dgndx,Adxg
= dfadxangdxs + (—1)" fdxaAdgadxgs |dg muss n-mal vertauscht werden.

d(anB) = danp + (=1)"andpg

c) df = gxf dzy + (%f dzy + (%f dzs |Indizierung o0.B.d. A
d(df) = :1 89?;7; dz;andx; + 23: 8952257; dz; Adxy + ZZ: 8322823 dx; Adxs
= ;(agjaj;j - ag?jafxi ) dzindz; =0
df = ldx;adrgandrs | Vorbemerkung

d(df) = dl/\dl’l/\dl'z/\dl'g =0

dw = df adziAdrondas | allgemeiner Fall
d(dw) = d(df A (dzy Adzgndas))
= Ei(df) A (dzy Adag A dl’gz —dfa d(dzy Adzgn dl’gz | mit b)
= (I d(df) =0 = ()\:Vorbemerkung
d(dw) =0
T © Roolfs



+ Transformation von Differentialformen
(Riickfiihren, Pullback)

Mit Differentialformen wird der gemeinsame theoretische Hintergrund aller Integralsétze sichtbar.
Diese lassen sind dann besonders kompakt formulieren, da die Rechenregeln so gestaltet wurden,
dass sie das Ausrechnen der Funktionaldeterminante implizieren. In vielen Darstellungen ist der
mathematische Aufwand aufgrund der koordinatenfreien Interpretation des Differentials als
linearer Abbildung betréchtlich. Zudem wird hierdurch der Blick auf das Wesentliche verstellt.
Betrachten wir zunédchst die Transformationsformel in der Notation der Differentialformen.

[ sty asay = [ [ oot [z = s dudo
’ A dx(uw) Or(uw)

ou ov
dy(u,v)  Ay(u,v)
ou ov

Gegeben sei eine 2-Form w = f(z,y)dzady auf R? und G(u,v) = (91210,11;)’ R? — R2
g2\uU, v

Zu w wird eine Differentialform G*w definiert, die diese Integral-Transformation leistet.
f wird mit G verkettet und dx, dy durch dg;,dg, ersetzt.

G*w = f(g1(u,v), g2(u,v))dgr Adgs nach Definition

0 0 o) o)
= f(g1(u,v), ga(u,v)) (% du + aiyl dv) A (% du + ai; dv)

9g1(u,v) dg1(u,v)
ou ov
= f(gl(uav)agQ(uav)) du ndov
dgo(u,v) dga(u,v)
ou v

/ w = / G'w falls G orientierungserhaltend ist, d.h. die Determinante ist auf A positiv,
G(A) A

falls G orientierungsumkehrend ist, gilt: / w=— / G'w
G(A) A




1 Beispiele fiir den Riicktransport

Gegeben sei die 2-Form w = b;dzy Adas + bodasadr, auf R? und

ul(ua U)
O (u,v) = us(u,v) |, R? — R
ul(ua U) - UQ(U, U)

Dann ist O w = by(ur, ug, up — ug) - [dug A (duy — dug)] + gemeint u;(u, v)
bz(ul, U9, U1 — Uz) . [(du1 — dU2>/\dU1]
= (= by (w1, ug, g — us) + ba(ur, us, ug — uz)) dug Adus

Ou9

8u1 6u1
:( )(Wdu+8_ydv)A(Wdu+8_ydv)
aU1(U,U) aul(uav>
= ( . Ou v dundov
Oug(u,v) dug(u,v)
ou ov

Gegeben sei die 2-Form w = 3zdyadz + (2® + y?)dzadx + zzdzAady auf R3.
s

Berechne /w, A=[0,1] x [0, 1], o(s,t)=1[ t|, R —R3
#(A) st

¢(A) ist der Teilgraph von f(z,y) = xy auf A.

Mit dz = ds erhalten wir
dy = dt
dz = tds + sdt

¢*w = 3stdtA (tds + sdt) + (s* + t?) (tds + sdt) Ads + s*tdsadt
= (—s® —4st? + s*t)dsndt

1 rl
/w:/¢*w=// (—33—4st2+s2t)dsdt:...:—§
B(A) A 0 Jo 4
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1 d(p*w) = ¢*(dw)

d ist mit ¢* vertauschbar.
Zuerst wird fiir 1-Formen nachgewiesen, dass die rechte Seite mit der linken iibereinstimmt.
Der Nachweis fiir 2-Formen kann auf k-Formen iibertragen werden.

Gegeben sei eine 1-Form w = f(z,y), R? — R! und ¢(u,v) = ((plgu,v)>’ R? — R2
p2(U, U

¢ f=fop Verkettung f(p1(u,v), p2(u, v))
d(*f) = agff’ du agZ‘p dv nach Definition von d
= [% op- 6521 + g‘;j w-%]du Kettenregel
+ [af 81} + gjy[ oy %}dv linke Seite
df = %dx + %dy
e (df) = % o pder + 2—5 o @ dis
of 91 dp1 of )

=0z ° v (u oy Qv+ 35, 5, dv) + By © o (== 9y du—+ 8(% dv) rechte Seite

Gegeben sei eine 2-Form w = f(z,y)dzady und ¢(u,v) = (gpﬂu,v))) R? — R2

902(% U)
0w = fopdp;Andeps nach Definition von ¢*
d(¢p*w) = d(f o p)Andpi Adps nach Definition von d
= pr(df)rprdznptdy d(fop) =d(¢"f) = ¢*(df), dg1 = ¢"dx, dps = "dy
= ¢*(dfndzady) e (anpf) = p*anp*[ ist leicht zu verifizieren
= ¢"(dw)
T © Roolfs




/wz/dw
A A

Dieser Zusammenhang soll an einem
einfachen Beispiel aufgezeigt werden.

Gegeben sei die 1-Form w = f(z,y)dz + g(z,y)dy auf A,

f und g stetig differenzierbar.

rechte Seite

dg Of

dw = (8_3/ Dy ) dxAdy wurde schon ermittelt, dann gilt:

oo [ (-

linke Seite

Hierzu ist fiir die vier Randabschnitte 0A;
eine Parametrisierung ¢; anzugeben, um durch
Zuriickholen von w mit ¢} das Integral auszuwerten.

OA| ¢i(t) — (£,0),  [0,1] — R?
0As| walt) — (1,1)
0As| wa(t) — (t,1)
0As| walt) — (0,1)

1
[o=[ gwo=[ saoa=[ w0
9A; [0,1] [0,1] 0

0A,4

beachte: dz = dt, dy =0

\ Y

0As

0A,

04,




0As

8144 aA’42

(9A1 1 x

Zusammengefasst:

/dw—/ 1ydy / Oydy /fxld:c—l—/f:co /Mw

g g

0A> 0A4 0A3 0A1

Durchléuft ¢ das Intervall [0, 1] von links nach rechts, so werden die Randabschnitte
in den Pfeilrichtungen der oberen Grafik durchlaufen.

Nun gilt / dw = / w, wenn die Parametrisierung ¢; so gewahlt wird, dass die Rand-
0A

abschnitte in den Pfeilrichtungen der unteren Grafik durchlaufen werden, denn dann
liegen die erforderlichen Minus-Zeichen vor. Diese konnen anhand der oberen Grafik auch
nachtriglich hinzugefiigt werden. Der Durchlaufsinn des Randes (die Orientierung) ist
also so zu wéhlen, dass beim Umlauf der Bereich A links von der Bewegungsrichtung liegt.

0As

8144 aA’42

(9A1 1 x
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+ Hodge *-Operator

Um z.B. das Vektorprodukt

a b1 a2b3 - a3b2
ar | X | by | = agbl - a1b3
as bs arby — ashy
im R3 mit arb = (a161 + ases + CL3€3)/\ (b1€1 + bgeg + bgeg)

= albl(el/\el) + albg(elAeg) + ...
= (a2b3 — agbg)(eg/\eg) + (a3b1 — albg)(eg/\el) + (albg — agbl)(el/\eg) oder

arnb = (a2b3 — agbg)(eg/\eg) — (a3b1 — albg)(el/\eg) + (a,lbg — agbl)(el/\eg)

zu erhalten, wird ein linearer Operator mit den Zuordnungen

*(82 AN 63> = €
*(83 AN 61> = €9
*(81 AN 63) = —E€y
x(ejney) = e benotigt. Rechts steht jeweils das fehlende Element, bzw.
das Dachprodukt der fehlenden Basiselemente, xe; = —ejnes, *x1 =ejnexAes.

Anzahl der Vertauschungen

Das Vorzeichen ist sgn(o) = (—1) , z.B. ist x(e;ne3) = —es.

o= (1 ?)) ;) ) Hier ist die Vertauschung 3 mit 2 erforderlich.

x(@aAbAc) = Volgpat

Fiir den R* mit der 4-Form e; A e;Aesn e, der Basiselemente gilt entsprechend:

x(eanes) = ejney 2 Vertauschungen fiir die Reihenfolge e;Aesnesney
x(eaney) = —ejNeg 3
x(ejnezney) = e 2
x€y = —ejAezhey 1 Vertauschung

x(anb) = axb
x(axb) = anb

Allgemein gilt fiir den R™  *(e,1)A ... Aesr)) = 5gn(0)€x(ks1) A - - - ACo(n)
Auf der rechten Seite ist die Reihenfolge beliebig, sie wird in sgn(o) berticksichtigt.

T © Roolfs
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+ Tangentialraum

Die Elemente dxy,dzs, dzs, dxy einer Grassmann-Algebra kénnen wie dy = f/(zo)dz
mit dz als identische Funktion h — h als lineare Abbildungen betrachtet werden.

Die obige Tangentialebene wird von den Vektoren a und b (z.B.) aufgespannt.

Jeder Vektor dieses Tangentialraums V' ist eine Linearkombination & = ra + sb. Damit
ergeben sich die linearen Koordinaten-Abbildungen dx;: € — r und dxy: € — s.

Diese stellen eine Basis fiir den Vektorraum V* (Dualraum) aller linearen Abbildungen

des Tangentialraums nach R dar. Von V* ausgehend erhalten wir die Grassmann-Algebra A V*.

Fiir die 1-Form df = 8_?; dx + g—‘; dy ist dann
0 0 0 0
Af(v) = (Fdo+ 5L ay)(v) = G o+ v,
die Richtungsableitung von f in Richtung v, wenn v die Lénge 1 hat.

T © Roolfs
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+ Gramsche Matrix G

Uber das Volumen eines von a, b, ¢ aufgespannten Spats wissen wir bereits:

a1 biz ci3
Volgpat = det(A) = |ag1 by co3
azy by c33
a1 bz ci3 a1 Qo1 31 aa ab ac
AAT = | ag by ca3 big by bz | = | ba bb be | = G
azy bz c33 C13 C23 C33 ca cb cc

N J/
-~

Diese Matrix enthélt die Skalarprodukte ab usw.
Fiir die Determinanten gilt dann:  det(G) = det(AAT) = det(A)det(AT) = (det(A))2

Zusammengefasst ergibt das:  Volgpay = /det(G)

with(linalg): # 1in Maple
a:=vector([1,2,0]):
b:=vector([0,2,1]):
c:=vector([0,0,3]):

sk:=(x,y)—>evalm(x&*y) : # Skalarprodukt

A:=matrix([a, # genauer: Transponierte von A
b,
c1);

G:=matrix([[sk(a,a),sk(a,b),sk(a,c)],
[sk(b,a),sk(b,b),sk(b,c)],
[sk(c,a),sk(c,b),sk(c,c)] 1);

det(A); det(G);

120 540
A= 1021 G= 1453
003 039
det(A) =6 det(G) = 36
T © Roolfs
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T Diﬂ:erentialformen alternativ, siehe H.Heuser Lehrbuch der Analysis Teil 2

Differentialformen kénnen als alternierende Multilinearformen gesehen werden.
Betrachten wir hierzu einige Beispiele.

Grad 2 (2-Formen)

w = Pdyadz
R3 x R? SR
dyndz = T11 T12 To1 Too
x T
21 |, | T22 a1 T
31 32
Y = Qdzadx w = Qdxnrdx
R? x R? — R R3 x R3 — R
dzAndz = ill ilz T31 T30 deAde — Zin iu 21 T
21 |, | T22 £11 1o 21 |, | T22 211 T
SIVARNG T31) \Ts32
Grad 3
¢ = Rdzandyndzx
R3 x R? x R3 R
dzndynder = T Z12 T3 T31 T3 T33
Tor |, | P22 |, | 23 — | Ta1 T22 T3
31 T32 33 T11 T12 T13
Grad 1 Grad 1
R3 — R R3 3R
dr = 1 dz = T
To — I Ty — T3
T3 T3

Aus den Rechenregeln fiir Determinanten folgen Beziehungen wie:

deandr =0 und dyndz= —dzady und dyadzade=dzadyndz

T © Roolfs

13




Gradr, R ist auf B mit B C R" definiert.

w = Rdx; ndzj,n ... Adxj,

( R" x R" x ... x R" — R
N ~~ g
r-fach
) ) - T11 T12 T Tj1 Tjy2 - Tjyp
dzj, Adzj, A ..o ndej, = r il L g
T21 T22 Loy Tjo1 Tjg2 -+ Ljor
) 9. ) — .

\ Tni Tn2 Ty Tj1 Tj.2 -« Tjor

(71,72 - - - jr) ist ein r-Tupel mit 1 < j; < n.
Wiederholungen sind méglich. Fiir » > n miissen mindestens zwei Zahlen gleich sein.
Das Produkt ist dann null.

Fiir zwei Tupel (j1, 72, ..., 7s) und (kq, ko, ..., k) mit 1 < j;, ky,, < n sei mit dem (s + ¢)-Tupel
(J1:J2s - - -+ Js> K1, k2, ..., k) das duBere Produkt auf R" x R" x ... x R" definiert:
(s + t)-fach

(dojndxj,n oo Adej ) A (dag, Adagy A .o AdEj,) = daj, Adaj, A Lo Ada Adag, Adagy A . AdEy,

Wenn das (s + t)-Tupel zwei gleiche Zahlen enthélt, und dies liegt sicher mit s 4+t > n vor,
so ist das Produkt null.

Die Definition wird noch durch Funktionen als Koeffizienten und deren Produkt ergénzt.
Funktionen werden punktweise betrachtet, so dass die Funktionswerte nur als Zahlen in die
Rechnung eingehen.
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