Differenzialgleichungssysteme

Wir betrachten ein lineares, homogenes Differentialgleichungssystem 1. Ordnung
mit konstanten Koeffizienten.

yi(t) = anyi(t) + anya(t)
Yo(t) = anyi(t) + aseys(t)

in Matrizenschreibweise

d (vi(t) arn as1 \ [y (t) .
dt (ZUZ(t)) - <a21 a22><y2(t)> 7 §t) = A-y(t)

Eine Losung lautet yt) =M. v Eigenvektor ¥ zum Eigenwert A
Zu iiberpriifen ist % M- g=A-eMv

Auf der linken Seite erhalten wir mit der Kettenregel AeM - @
und mit A - ¥ = A0 auf der rechten Seite den gleichen Term A - e -7 = eMA\v.

Hat das charakteristische Polynom von A den Grad n und liegen n verschiedene

Eigenwerte \; mit den (dann linear unabhéngigen) Eigenvektoren v; vor, dann bilden

die n Funktionen ;(t) = e - ¥; ein Fundamentalsystem, d.h. jede Losungfunktion ergibt sich
hieraus als Linearkombination. Die Konstanten werden den Anfangsbedingungen angepasst.

yi(t) = —yi(t) + y2(t) (—1 1)
A=
= 1 -1

1—A 1

det(A—)\E):(_ RN

):(—1—)\)2—1:)\2+2)\

1 1
Eigenwerte A\; = —2, Ay =0, zugehorige Eigenvektoren o) = (_1), Uy = ( >,

1 1
allgemeine Losung  ¢(t) = cie™ (_1) + o ( 1)

1 1 1
satawere 01, 50)=2 701~ 1) res( 1) = (1)

ClL = —

[\GJ[OV)

, C2 =

D[
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Hauptvektoren

Sei A doppelte Nullstelle und ¢, zugehoriger Eigenvektor.
Mit Hilfe eines Hauptvektors v5 kann eine 2. Losung des Differenzialgleichungssystems

L () = A-y(t)

angegeben werden. Fiir v, # 0 gilt (v ist also Losung eines Gleichungssystems):

(A—)\E)772:771 e AUQ_)\ﬁQ = 771
Aﬁg = 771 +)\772 k

Die weitere Losung lautet y(t) = e’\t[ﬁg + tﬁl], Uy Hauptvektor der Stufe 2, ¢}, Eigenvektor.

Zu iiberpriifen ist % e [172 + tﬁl] =A- eAt[UQ + tUl] )

Auf der linken Seite erhalten wir mit der Produkt- und Kettenregel
)\6”[172 + t’171 ] + €>\t171

und mit * und Av; = Aty auf der rechten Seite den gleichen Term.
A- My + 11, = M| Aty + tAD, |
= 6/\t[171 + )\?72 + t)\ﬁl]

Sei A\ dreifache Nullstelle und o3 # 0 ein Hauptvektor der Stufe 3.
U: <~ Aﬁg = Uy + )\773

(A—)\E)'773:U2

2
Die 3. Losung lautet (t) = e[ v + t, + %171] )
U3, U Hauptvektoren der Stufen 3 und 2, v} Eigenvektor.

Der Nachweis erfolgt durch Einsetzen.
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Zusammenfassung, Beispiel

L 3(t) = A-y(t)

Sei A vierfache Nullstelle des charakteristischen Polynoms.

_‘1(75) = 6)‘t '771
_‘Q(t) = GM[QTQ +t771]
2
J3(t) = [T + toy + 5 5]
2 3
ji(t) = MUy + tts + S0 + 571
-1 1 0
A=|-1-1 1
0 1 -1
—1-x 1 0
det | -1 —1-X 1 =(—1=AP=(-1=N+ (1= =(-1-)N)?
0 1 —1-2A

dreifacher Eigenwert A = —1

1 0 0
o =0, v=|(1],03=10

1 0 1
Fundamentalsystem:




Differentialgleichungssystem 2. Ordnung

Ein lineares, homogenes Differentialgleichungssystem 2. Ordnung
mit konstanten Koeffizienten

a2 () anr as '\ (y1(t) d>
e <y2(t)> - <a21 a22><y2(t)> dt? y(t) - Ay(t)

kann durch Substitution in ein System von Differentialgleichungen 1. Ordnung
iiberfithrt werden.

Setze

ys(t) = (1)
ya(t) = ys(t)

y1(t) 0 0 1 0\/w®)
dlw@® | _lo o o 1 |[%®
dt y3<t) a1 ao O O y3<t)

ya(t) an azxp 0 0 /\y(l)
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Komplexe Eigenwerte

d (yi(t) Lo =1\ (yi(t) d .
at <y2(t>) = (1 1) <y2(t>> dat y@) =A- y(t)

Losung gt) = e v Eigenvektor ¢ zum Eigenwert A

1-X -1

det(A—/\E):( 1 1

)\):(1—)\)2+1 Eigenwerte A\ =144, dg =1—14

Verkiirzter Ansatz zur Berechnung des Eigenvektors zu ;.

—i —1\/c 0
1 —if\ee) N0
Multipliziert man die erste Gleichung mit ¢, erkennt man,
dass zwei identische Gleichungen vorliegen.

0} —1
Zugehorige Eigenvektoren sind o) = (1), Uy = < 1).

Eigenwerte und Eigenvektoren treten immer paarweise konjugiert komplex auf.

Der Real- und der Imaginérteil von

g(t) = eMt . g = e+t ! — oteit ! — Hleom A fam) v o —sint +icost
1 1 1 1 cost +isint

sind die reellen Losungen.
Es wird nur ein komplexer Eigenwert mit zugehorigem Eigenvektor benotigt.

Fundamentalsystem: —sint cost
et , et
cost sin ¢

Anfangswerte  31(0) =1, y2(0) =2

g(t) = ath(t) + e20(1)

gj(O):cl((l)) +02<é) _ G) — =2 06=1
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Komplexe Eigenwerte
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Differentialgleichungssystem 3. Ordnung

Eine Differentialgleichung dritter Ordnung
y"' =[xy y")
mit den Anfangsbedingungen y(zo) = a, ¥'(zo) = b und y"(zy) = ¢

lasst sich durch Einfithrung von Zwischenfunktionen auf ein Differentialgleichungssystem
erster Ordnung zuriickfiihren.

Es ergibt sich durch Umbenennung der unbekannten Funktion

y(z) in y1(z), ¥'(z) in yo(z) und y’(x) in y3(x)
das System

() = yaz)
Ya() = ys(z)
ys(x) = f(@,01(2), y2(7), ys())

mit den Anfangsbedingungen y;(zo) = a, ya2(xo) = b und yz(xy) = c.

y/// + 53/” + 8y’ + 4y — o7 s y/// — T — 5y// _ 8y’ _ 4y

yi(r) = y(x)
y2(7) = v'(x)
ys(x) = y"(v)

() = y2()
Yao() = ys(z)
ys(x) = € = dys(x) — 8ya(x) — 4y ()

0 1 0 0 y1 ()
y = 0 0 1 y+ | 0], y=| y(x)
-4 -8 =5 e’ ys(z)



