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Phénomene wie Spannungsimpuls und Kraftstof8 1 wirken nur iiber sehr kurze Zeitintervalle
und fiihren oftmals auf eine Differenzialgleichung der Form ay” + by’ + cy =1.

Zur mathematischen Beschreibung eignen sich Funktionsfolgen ¢, die bis auf x = 0 gegen null
konvergieren und den konstanten Flidcheninhalt 1 (= Impuls) mit der z-Achse einschlieflen.

tn(0) muss dann gegen Unendlich streben, so dass es zwar keine Grenzfunktion gibt, wohl aber einen
o

Grenzwert der Integral-Werte / tn(z)dx.
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Man macht sich leicht klar, dass fiir eine Funktion f gilt: / f(z) - tp(x)de — f(0)

Fiir ein sehr schmales Rechteck mit ¢, - Ax = 1 ist eine stetige Funktion f im Bereich Az nahezu
konstant, so dass das Integral durch f(0) - ¢, - Az = f(0) approximiert wird.

Fiir die Einheits-Impuls-Funktionenfolge ¢,, wird die Abkiirzung ¢ verwendet.
o0

Damit wird auch die abkiirzende Schreibweise / f(z)-d(x)dz = f(0) verstandlich.
—0o0

Die Funktionenfolge 6 und deren Verschiebung d(x — a) treten iiberwiegend in Verbindung mit der
Integration auf, wobei Grenzwerte in einfacher Weise gebildet werden.
Luschigerweise wird lim eingespart und § als Funktion bezeichnet.

n—oo

Green (1793-1841) befasste sich als Erster mit idealisierten Impulsen, die nicht mit normalen Funktionen
erfasst werden konnen. Heaviside (1850-1925) entwickelte die Idee weiter und wandte sie effektiv zur Losung
physikalischer Probleme an. Die spottische Haltung der Mathematiker &nderte sich erst, als Dirac soge-
nannte verallgemeinerte Funktionen in der Quantenphysik verwendete.
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Dirac-Folge
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d(z) = lim exp(— 2%22)
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Eine stetig differenzierbare Funktionenfolge ist durch die Normalverteilungen gegeben, o — 0.
Es gibt viele andere geeignete Funktionenfolgen. Deren Funktionsterme treten in den Anwendungen
jedoch nicht in Erscheinung.

oo
Fiir die Ableitungen ¢/, gilt: / f(x)-8(z)dr — —f'(0), unmittelbar mit partieller Integration einsehbar,
—0o0

und allgemeiner fiir die n-te Ableitung:

/ f(@)- 0™ (z)de = (=1)"f™(0),  kurze Schreibweise: (60, f) = (—1)"f(™(0)
Lesart: (6™, .) ordnet der Funktion f den Wert (—1)"f(™(0) zu.
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Dirac-Folge
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3D-Darstellung
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Dirac-Folge

d(z) = lim L sinZ
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Heaviside-Funktion
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Die Heaviside-Funktion ist nicht differenzierbar.
Im approximativen Sinn streben die Ableitungen gegen eine J-Funktion(enfolge).
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Heaviside-Funktion

%x <1
flz) =
(z—1)2+1 x>1 AY

An der Stelle x = 1 liegt ein Sprung von % vor.

S Y

| 1 2
—%:c r <1
g(x) =
(x—l)z—f—l—% z>1 Ay
Die stetige Variante (approximativ) von f lautet:
3
f(z) =g(z) + 5 H(z—1) 14
1 2z

Fiir die Ableitung erhalten wir:

1
fi(z) =4g'(z) + %5(90 —1) mit g¢'(z)= 2

r <1

-1) z>1
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Heaviside-Funktion
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Auf einen Blick zd(z)
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offensichtlich aufgrund der Punktsymmetrie
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d(ax)

Zur Stauchung in z-Richtung mit dem Faktor a (a > 0) ist eine Streckung in y-Richtung
mit dem Faktor a erforderlich, damit Flacheninhalte gleich bleiben und wieder eine Dirac-Folge entsteht.

ablaz) = 6(z) =  §(azx) = =6(x)
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d(a(x — xp))
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Zur Stauchung in z-Richtung mit dem Faktor a (a > 0) ist eine Streckung in y-Richtung
mit dem Faktor a erforderlich, damit Flacheninhalte gleich bleiben und wieder eine Dirac-Folge entsteht.

S

ad(a(x — x9)) =0(x —x) = d(a(z —x0)) = ;d(x — x0)

© Roolfs
11



5(9(%)) g hat eine Nullstelle

Die Funktion g habe die (einzige) Nullstelle zg, ¢'(xg) > 0. Da es nur auf eine (beliebig kleine) Umgebung
von zp ankommt, unterscheidet sich dieser Fall vom Vorigen (Steigung a an der Nullstelle) nur geringfiigig.

d(g(x)) = 6(z — o)

g'(xo)
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) (g(:l?)) g hat zwei Nullstellen
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()] 0 — ¥2)
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