Extrema von Funktionen mit zwel Variablen

Es gilt der Satz:

Ist an einer Stelle (xq, o)

fo(xo,y0) =0 und fy(zo,y0) =0
und besteht auBerdem die Ungleichung | S

fzz(CCanO)fyy(CCO’yO) - ny(xO’yO) > 0) 47;

so liegt an dieser Stelle ein Extremum vor, und
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Wir wollen uns diesen Satz plausibel machen und betrachten hierzu alle Kurven, die sich als Schnitt
der Fliche mit Ebenen ergeben, die senkrecht zur zy-Ebene durch die Stelle (zg,yo) verlaufen. Wenn
ein Extremum vorliegt, so gilt dies sicherlich auch fiir die Schnittkurven in z- und y-Richtung, d.h. die
partiellen Ableitungen sind an dieser Stelle null. Die Sattelfléiche (siehe Schiebeflichen) zeigt, dass diese
Bedingung noch nicht hinreichend ist.

Die Schnittkurven werden durch: g(A) = f(zg + Aa,yo + Ab), a und b beliebig, erfasst.
Es ist g”()‘) = frz(z0 + Aa,yo + D) - a* + 2fzy(x0 + Aa,yo + Ab) - ab + fyy(xO + Aa, yo + Ab) - b?

und fiir A = 0 ergibt sich: " (0) = frz(wo,0) - a® + 2fay(xo,y0) - ab + fyy(20,%0) - b2 .

Beim Zusammenfassen werden fg,(z0,%0) = fyz(20,%0) und die verallgemeinerte Kettenregel benutzt.
Beide Regeln koénnen ohne grofien Aufwand eingesehen werden (siehe weiter unten).

Um erkennen zu kénnen, welches Vorzeichen ¢”(0) hat, formen wir weiter um, zur einfacheren Schreibweise
werden die Argumente weggelassen. Falls f,, > 0 oder f,, < 0 ist, liegt zumindest fiir die Schnittkurve
in z-Richtung ein Extremum vor. Wir klammern daher f,, aus und erginzen quadratisch, damit das
Vorzeichen erhalten bleibt.

g"(O) = fa:ac'a2 + 2facy'ab + fyy'b2 = foa

fa}a} Trr

2 _r2
<a \ fay _b> 4 Jomho = 2y b2]

Nun ist zu erkennen: Der Term in eckigen Klammern ist stets positiv, falls fz fy, — J?y > 0ist (falls b =0
ist, miisste a # 0 sein), so dass f;, das Vorzeichen von ¢”(0) festlegt.
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Das Beispiel f(z,y) = (y — 22)(y — 22?)

wirft leider einen Schatten auf unsere bisherigen Uber-
legungen. Sémtliche Schnittkurven der angegebenen
Art besitzten an der Stelle (0,0) ein Minimum, doch
dieses gilt nicht fiir die Funktion f(z,y) .

Nur im Bereich zwischen den Graphen von y = 2

und y = 222 in der xy-Ebene ist die Funktion f
negativ. In jeder Umgebung des Ursprungs existieren
daher negative und positive Funktionswerte (man
setze y = 222 ein).

Wir miissen unsere Uberlegungen daher auf beliebige
Schnitte und damit auf Wege (¢1(t), ¢2(t)) erweitern,
die fiir t = 0 durch (z, yo) verlaufen und deren Ablei-
tungen nicht beide an der Stelle t = 0 verschwinden,
es muss also eine Tangente an dieser Stelle existieren.
Eine erneute Rechnung ergibt nun:

g”(O) = fa:a: -a? + Qfmy ~ab + fyy 'b27
mit a = ¢ (0) und b = ¢4(0) .

Das erwihnte Kriterium ist also auch hinreichend
dafiir, dass jede Schnittkurve, deren zugehoriger Weg
in der zy-Ebene eine glatte (d.h. differenzierbare)
Kurve ist, ein Extremum an der Stelle (xq,yo) hat.

Nun ist es plausibel, dass dann auch die Funktion
f(z,y) an dieser Stelle eine Extremum aufweist.
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Beispiel:

fz,y) = 3ey —a® —y°
Die notwendigen Bedingungen f, = 0 und f, = 0
fithren zu dem Gleichungssystem:

3y — 322
3r — 3y?

mit den Losungen (0,0) und (1,1)
f22(0,0) = fyy(0,0) =0, fggy(0,0) =3
f:c:vfyy - fx2y =-9<0
f:c:c(L 1) = fyy(la 1) = —6, fzy(la 1) =3
fxxfyy - f1'2y =27>0

Nur an der Stelle (1, 1) ist das hinreichende Kriterium
erfiillt, hier liegt ein Maximum vor.
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Satz von Schwarz: Jay(20,y0) = fyz(x0,y0)  (unter geeigneten Stetigkeitsvoraussetzungen)

Jr + fya: dx
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Die partiellen Ableitungen werden an der Stelle (xo,yo) betrachtet. Die Funktion fy(z,0),
deren Variable x ist, wird geméfl f(zo + dz) = f(x0) + f'(x0) dz linear approximiert. Dann ist

fy(mo +dz,90) = fy(z0,%0) + fay(x0,v0) dz, Entsprechendes gilt fiir f,.

Der Grafik kann entnommen werden:

dz = fedx + (fy + faydr)de = fydr+ (fo + fyedr)de = foy = fu

Verallgemeinerte Kettenregel: (einfacher Spezialfall)

Sei g(t) = f(xo+ at, yo + bt), dann ist
g'(0) = fe(wo,v0) - a+ fy(zo,v0) - b .

Betrachten wir die Tangentialebene von f(z,y) an der
Stelle (zg,y0) , es ist

dz = fx(x07 yO) dx + fy(x07 yO) dy
(siehe Tangentialebene und Gradient).

Erhoht sich ¢ fiir ¢ = 0 um dt, so wichst (zg,yo) um
adt in z-Richtung und bdt in y-Richtung und

g(t) daher um dz = f.(xo,y0)adt + fy(xo,yo)bdt .
Das ist die Behauptung (sieche Lineare Ndherung).

Der Verallgemeinerung liegt die gleiche Idee zugrunde.

gt) = f(g(t), 2(t)) = g'(t) = fald1(t), $2(1)) - @1 () + fy(D1(2), ¢2(1)) - $5(2)
Erhoht sich ¢ fiir ¢ = to um dt, so wichst (¢1(t), ¢2(t)) um ¢} (¢) dt in z-Richtung und ¢, (t) dt
in y-Richtung.
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Extrema von Funktionen mit zwei Variablen
Notwendige Bedingung fiir ein lokales Extremum von f(z,y) an der Stelle (zq| yo)
o)
%f(:ﬂo, yO) =0

0
3_yf(9€07y0) =0

Fiir eine hinreichende Bedingung ist die Hesse-Matrix aufzustellen:

°f  0f
0zx?  Oxdy ] ) ) )
M= 5 Ty partielle Ableitungen an der Stelle (x| o), die Reihenfolge der
0zdy  0y? Ableitungen ist fiir zweimal stetig differenzierbare Funktionen unerheblich.

M ist daher symmetrisch.

(uy,ug) - M - <Zl> >0 = lokales Minimum an der Stelle (z¢| yo)
2

e R?, i # 0, M ist positiv definit

(ur,ug) - M - <Zl> <0 = lokales Maximum
2

i€ R? @ # 0, M ist negativ definit

i@ — @ M ist die Verallgemeinerung von x — f”(zg)z?.

Das Vorzeichen von f”(zg) bestimmt die Art des Extremums.

alternativ

2
det M > 0, % >0 = lokales Minimum an der Stelle (z¢] yo)

2
det M > 0, % <0 = lokales Maximum

detM <0 = Sattelpunkt an der Stelle (z¢| yo)
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Extrema von Funktionen mit drei Variablen

Notwendige Bedingung fiir ein lokales Extremum von f(z,y,z) an der Stelle (zg| yo| 20)

0
72/ (0,90, 20) = 0
0
yyf(wo,yo,zo) =0

2]
72/ (0, y0,20) = 0

Fiir eine hinreichende Bedingung ist die Hesse-Matrix an der Stelle (x| yo| z0) aufzustellen:

>f  9*f  f
0zx?2 Oxdy Oxdz

_ |2 ofr  of ; ;
M = 920y 0 D0z M ist symmetrisch.

O*f  0*f  O*f
0xdz Oydz 022

Uy
(ui,ug,u3) - M- [ua| >0 == lokales Minimum an der Stelle (zo| yo| 20)
Y3 e R3, u+# 0, M ist positiv definit
Uiy
(uy,ug,ug) - M- [uz] <0 = lokales Maximum
us @ eR3 @ +#0, M ist negativ definit
alternativ
My M, Ms3
Pf| 0°f % 2f 0| 0%f 2f  0f  0%f
0x2| Oxdy 0x0z 0zx2  Oxdy| 0Ox0z 0r?2 Oxdy 0x0Z
r*f  f  02f ?f  f| f  f  0f
oxdy 0Oy? Oyoz 0zxdy Oy?| Oyoz 0xdy Oy?2  Oyoz
*f  o°f  9f >*ff  Pf *f  o°f 9*f
0x0z Oydz 022 0x0z Oylz 022 0x0z 0Oydz 022

det M7 >0, detMs >0, detMs >0 —>  lokales Minimum an der Stelle (xq| yo| 20)
det My <0, detMs >0, detM3 <0 =  lokales Maximum

Das Kriterium kann fiir f(zq, 9, ..., x,) verallgemeinert werden. Fiir ein lokales Maximum ist
die Reihe der Vorzeichen der Hauptabschnittsdeterminanten alternierend und beginnt mit —1.
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Extrema Beispiel

Wir suchen nach Extremwerten fiir die Funktion f(z,y) = 2® + y3 — 32y.

Die notwendige Bedingung lautet:

o)

7z (@,y) =0 322 =3y =0
2 —

2 e =0 s =0

Aus der zweiten Gleichung folgt = = 3.
Dies in die erste Gleichung eingesetzt, y ausgeklammert, ergibt y; = 0, yo = 1.
Falls y; = 0 ist, folgt mit der ersten Gleichung x; = 0,

so dass der erste Kandidat fiir einen Extremwert ', = (8) ist.

Falls yo = 1 ist, folgt mit der ersten Gleichung z/3 = +1.
x3 = —1 scheidet aus, weil die zweite Gleichung nicht erfiillt wird.

1
Der zweite Kandidat fiir einen Extremwert ist Zo = (1)

Hinreichende Bedingung
Die (symmetrische) Hesse-Matrix

(facx(way) fxy(x,y)):<6x —3>
fey(xy)  fyy(2,y) -3 by

wird an den Stellen Z1, &9 auf positiv/negativ definit iiberpriift.
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0 -3 Uy
(U17U2)' . ( > = —3ujuo — 3ujus
-3 0 u2
fiir u1,uo € R mal positiv, mal negativ
. 1
Tr = 1

6 -3
(u1,ug) - < s 6 ) . <Z;> = 6(u? +u3 —ujuz) > 0 beachte: (u; —ug2)? = u? — 2ujug + u3

—  lokales Minimum an der Stelle 77
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Extrema weiteres Beispiel
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Wir suchen nach Extremwerten fiir die Funktion f(z,y) = i - % — 4z +y.

Die notwendige Bedingung lautet:
0
é) 1 1
3_yf(9073/)=0 —pt1=0 T1/0 = £3,

Hinreichende Bedingung
Die (symmetrische) Hesse-Matrix

<fzm(5'3ay) facy(xv?/)> _ ) 0
facy(xv?/) fyy(xay)

y3

wird an den 4 Stellen auf positiv/negativ definit iiberpriift.

~16 0
0 2 Sattelpunkt

) Maximum
0
0 2 Minimum

Sattelpunkt
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