10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Flachenschwerpunkt  grafisch
Flachenschwerpunkt grafisch  Viereck
Flachenschwerpunkt  Hebelgesetz
Flachenschwerpunkt  Subtraktion
Flachenschwerpunkt  Subtraktion mit Kreisen
Symmetrisches Trapez  grafisch
Symmetrisches Trapez

Symmetrisches Trapez alternative Berechnung
Trapez

Trapez  Begriindung des grafischen Verfahrens
Zur Erinnerung Schwerpunkt eines Dreiecks
Krummliniges

Parabel  Schwerpunkt

Schwerpunkt  Begriindung der Formeln

Flache zwischen zwei Graphen Schwerpunkt
Halbkreis, Viertelkreis

Kreissektor (Kreisausschnitt), Polarkoordinaten
Kreissegment (Kreisabschnitt)
Schwerpunkt  Kardioide
Links



+ Fléachenschwerpunkt grafisch

Die Flache wird jeweils in zwei Teilflichen unterteilt. Von den Teilflichen wird der Schwerpunkt ermittelt.
Der Schwerpunkt der gesamten Fliche muss jeweils auf der Verbindungsstrecke der Schwerpunkte der
Teilflichen liegen. Der Schnittpunkt der beiden Verbindungsstrecken ist somit die gesuchte Lage des
Schwerpunkts S.
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+ Flachenschwerpunkt

Nach dem Hebelgesetz miissen die links- und rechtsdrehenden Momente gleich sein.

my ma ms3 my
A
Tg
T ) xrs3 Tq
(xg —z1)m1 + (xg —x2)ma = (23 —xg)m3 + (x4 — Tg)My

Durch Auflésen nach xg und unter Beriicksichtigung von mq + mg + ms + my = m folgt:

1M +Tomo+T3ma+Tamy
m

rg =
Analoges gilt fiir die y-Koordinate yg des Schwerpunkts.

Somit kann der Schwerpunkt aus den Fldchen und den Koordinaten der
Schwerpunkte der Teilflichen berechnet werden: ) )
xs=3> r5,Ai  ys= 7Y ys,Ai

Ay
6
5,
4, 7777777777
1 S5(2,25]3,5)
3,
2,
- _15-1243-12
14 TS = — o = 2,25
i 2-12+4+5-12
ys = L1212 _ g5

Die Schwerpunkte der Teilflichen sind durch Addition zu verkniipfen.

T © TRoolfs




+ Flachenschwerpunkt

Ay
4
A
3,
(zs]ys)
sl|ys
2 +
1,
1 2 3 4 5 6
rsA+11Ay = w24,
ysA+y1ds = A1 =
ra — oAl —x1 A2 x2ArL —x1As
s = A T T A —A4,
_ A1 —yAr A — A
Ys 1 1~ A,
_3.24-3.12 _ .
Trg = 18 3 ohnehin klar
2-24—-15-12
= 2 7" 7 — 2
Ys 24— 12 D

Subtraktion

AY

4,

3,

2 1 As

1 (ﬂfl\yl)
1 2 3 4

AY

4

3 A,

2 O(332\3/2)

1,

Es ist also der Schwerpunkt der ergédnzten Fliche durch Subtraktion
mit dem Schwerpunkt der Ergénzung zu verkniipfen.

© TRoolfs




+ Flachenschwerpunkt — Subtraktion

ys = 0
To — 22A1 —w1As _ 12A1 — 1A
o A A — A,
po = Q¥ -2.m22 2
s = w42 — 722 3

© Roolfs




+ Symmetrisches Trapez

a
b
h
a
b
Der Schwerpunkt kann grafisch sehr leicht ermittelt werden.
Mit dem Strahlensatz folgt:
a
b
!
!
!
!
!
h !
!
!
!
Ys |
!
!
s
b
a
ys _ b+ 5
h a b
b+ 5 + 3 +a
_ ha+2b
Ys = 3 a+b



+ Symmetrisches Trapez

AY
4. b
3 A
h
24 —
(xs|ys)
1,
1 2 3a4 5 6 T =
AY AY
b
4 4
3 3.
h A
2 o 24
($1|y1) + 2
] 1 (z2]y2)
1 1 Ay
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5
a—>

Das Trapez wird so zerlegt, dass der Schwerpunkt erhalten bleibt.
Nur die y-Koordinate yg muss errechnet werden.

ys

Ys

Yys =

y1A1 + y2 42
A1+ A

a—b

h
bh+§ D) h
a—"b

h
2

bh + h

2

Fiir den Schwerpunkt des Dreiecks gilt yo = %

rs = 3,5

© TRoolfs




+ Symmetrisches Trapez  alternative Berechnung

Ay ;
1f (57 1n) (5= +bln) = (“571h)
3 A
(l’ 1) h
27 -
\)Sf
1- Ay (z2]y2)

Das Trapez wird in 2 Dreiecke zerlegt. Die Formeln

zg = DRIDR A a4
_ y1Ar + 924,
Yys = a1

werden mit Vektoren zusammengefasst:

(22) = [ ()~ (52)15

rs —

Yys =

T © TRoolfs



+ Trapez

Ay
5 d |
b
4] (d—0|h) (d|h)
3 Ay
(z1491) h
2,
)
1- As (z2|y2)

Fiir ein unsymmetrisches Trapez benétigen wir die weitere Grofle d.
Das Trapez wird in 2 Dreiecke zerlegt. Die Formeln

e Y R
_ y1Ar+y2 A2
Yys = A

werden mit Vektoren zusammengefasst:

() = [ () v (32)]
7)1l

a? —b* 4 d(a + 2b)

SN

[(Z) _><a62>].+><a62>}](a—f®h

s = 3(a+ b)
_ h(a+2b)
Ys = 3@+
T © TRoolfs



+ Trapez

a
b My %
h
S
Y
b
Der Schwerpunkt S kann grafisch leicht ermittelt werden.
re — a? — b* 4 d(a + 2b)
S 3(a+b)
_ h(a+2b)
Ys = 3@+
Ay
d |
|
a
] b My ~
h h
1 S
- Ys
b a M, T
_4_b_a_ 5, a+b
ME = d 5 5= d 5
S(zg|ys) liegt auf der Geraden durch M, und M: y = MhE (x — %) (einsetzen und umformen)
. e h _Ys .
Weiter gilt: b dTe - .4 (einsetzen und umformen)
Das grafische Verfahren ist somit begriindet.
T © Roolfs
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+ Zur Erinnerung Schwerpunkt eines Dreiecks

Q ist der Mittelpunkt der Strecke BC.

N — —
S teilt die Strecke AQ im Verhiltnis 2 : 1, d.h. AS= < AQ.

wl N

s
=
©w Q Q
< n
Q Q
oy oy

11



+ Krummliniges

Um den Schwerpunkt einer zur x-Achse symmetrischen Figur zu ermitteln,
denken wir uns eine hinreichend feine Unterteilung in Rechtecke.

b

/Qxf(x)dx /b:vf(x)d:v
ab

Dann sollte rg = =

/ 2f(z) do / f@)dz

a a

unmittelbar einleuchtend sein.

T © Roolfs
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+ Parabel  Schwerpunkt

AY

4T

3,

S fla) = a?

24 ?h

14 AY
T T J T T 27
-2 -1 1 2 x

xv/x dz

py = Y = == £ =24

/\/Edm

o
—=
w
=
—
%)
1
NS
L

alternativ ohne Umkehrfunktion

Fiir f und g (begrenzende obere und untere Funktion) lautet yg, siehe nichste Seite:

b
ws = o7 [ (@) = (o@)] do
Cl2
= i/[zg _ (1‘2)2] dux
2

s Y

T © TRoolfs
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+ Schwerpunkt

AY
4 T
f
3
Fiir den Schwerpunkt einer Flache mit dem Inhalt A
gilt allgemein:
9 A\
- L [[zaa diskret 25 = =3 14, A
xrg = 1 x SKTIe rs = A , Ti4 1 \
A K]
\
_ 1 dA _1 > A
Yys = ) Yy Yys = A2 YiAq \é
A K3

A=) "4

i

Falls die Fliache durch eine obere Funktion f und eine untere Funktion g begrenzt wird,
ergibt das:

b f(x) b f(z) b
1 1 1
xg = Z/{ xdy}dx—z/{x/dy]dx—Z/x{f(:ﬂ)—g(x)}dx
a g(x) a  g(x) a
b f(z) b
_ 1 _ L 2 _ 2 : _ 12
ys = A/ { ydy]dx = 2A/ [(f(ac)) (9(2)) }dx, beachte: /ydy— 5Y +C
a g(x) a
Unmittelbar einsichtig fiir g(z) = 0:
b AY
1
rg = —/xf(x)dx
A 4
a N
b b BXK flz)=4—2?
1 2 1 1
vs = 57 [ (F@)'de = 5 [ J@) ) 11|k
Ein infinitesimales Rechteck hat den Inhalt f(x)dz. 21°1°00 . XX S( 3.8 )
Fiir yg ist zu bedenken, dass der Schwerpunkt des Rechtecks o 475
jeweils auf der Hohe % f(x) liegt. 14 ’
©]
1 2 x
T © Roolfs
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+ Fléche zwischen zwei Graphen Schwerpunkt

flz) =
g(i) = i2—2x MY
5
.
1] f g
1 1 2 3 x
1
b 3
Ts = %/w[f(fﬂ)—g(w)}dw = %/ [—x3+3x2]dx = :%
a 0
b 3
v = g | (060" = oo Jae = g [ [t rart-afar - <
a 0

© TRoolfs
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1 Schwerpunkt des Halbkreises AY

zs =0 Symmetrie
1 / 2 1 L
Ys = 54 (f(:c)) dz
a
1 1
2
:l/(l—x2)dx:—/(1—x2)dx beachte z? +y? =1
™ ™
-1 0

. . . 4
Fiir einen Radius r erhalten wir durch Streckung yg = —r.

3T
1 Schwerpunkt des Viertelkreises AY
1 m
TS = Ys Symmetrie ®
b
1 2 ‘
us = o [ (H@) s T
a
1
2 2
= — 1 —
- / (1—2%)dz
0
=4
T 3¢

4
Fiir einen Radius r erhalten wir durch Streckung yg = 3.7
’/T

Die Rechnung ist nicht erforderlich. Fiir einen Halbkreis mit » = 1 liegt der Schwerpunkt auf der
4 . .

Geraden y = —. Da sich der Halbkreis aus zwei Viertelkreisen zusammensetzt, liegt der Schwer-
us

punkt des Viertelkreises auch auf dieser Geraden. Aus Symmetriegriinden ist dann zg = yg.

T © Roolfs
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1 Kreissektor (Kreisausschnitt)

)
!
R [
ys = 0 Symmetrie }
!
. a ‘
ve — 2R sina a ; I
3 « \
!
!
!
!
Die Berechnung erfolgt mit Polarkoordinaten. Aus
rs = 1 x dad
s =7 Y
A
1 .
ys = o //y dzdy wird
A
1 T2(p)
1
Ts = o / [ / 2 cosgodr] de x =rcose und Volumenelement dzdy = rdrdy eingesetzt
Y1 7r1(p)
o1 T2(0)
1
Yys = Z/ [/ r28in<pdr]d<p y =rsine
1 ri(p)

Kreissektor (Kreisausschnitt)

a R

Ty = %/ [/7"2 cosgpdr]dgp, A= af , obere Hilfte
0 0
« R

= %/ {cosap/rQ dr}dgp
0 0
2R sina
ry = ... = ? o
0 © Roolfs
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T Kreissegment (Kreisabschnitt)

AY
R
ys =0 Symmetrie
4 R(sin(a))’ —=
s = 4 sm'(oz)) a/
3 2a — sin(2a) L

Es besteht der Zusammenhang zwischen den z-Koordinaten der Schwerpunkte
und den Fldcheninhalten:

Tgr- + = xgr
Mit den Bezeichnungen AY
R
s/2
o
@ | R—h h T
ergibt das:
2 NS p _ 2 S B . E sina 9
§(R h)2(R h)+xs (aR 2(R h))— T oR
Mit R=1
h = 1— cos(a)

s = 2sin(«)
gelangt man zu

_2 sin(a) (cos?(a) — 1)
873 sin(a) cos(a) — «

und mit den trig. Umformungen sin?(x) = 1 — cos?(a), sin(2a) = 2sin(a) cos(a)
und einer Streckung mit R zum Ergebnis zg.

T © Roolfs
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+ Schwerpunkt, Kardioide

r1(p) = 1+ cosp

ro(v) = 2(1 + cosp)

AY
72
1 &
1 1 3 x
-1
-2
-3
w2 T2(0) 27 14cosp
1
Tg = Z/ [/T2cosgpdr]dgo A = /{ / rdr]dgngﬂ'
P11 ri(e) 0 0
27 2(14-cos @) 27 2(14-cos p)
1 2 Ay = / [ / ar|dp =
_ 9 = rdr = 67
A2A1/ [cosap / r dr}dgp 2
0 1+cos ¢ 0 0
beachte: ro = 2ry — A9 =44,
ts = ...CAS... =2
s = ... TR
Maple
f:=r"2*cos(phi);
I1:=int(f,r=1+cos(phi)..2*(1+cos(phi)));
I2:=int(I1,phi=0..2%pi);
A:=6%pi-3/2*pi;
x_S:=I2/A;
T © Roolfs
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