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Methode von Galerkin

Die DGL  ¢"(z) + y(x) = =30z(1 — z), y(0) =0, y(1) =0 ist zu losen.

Wir stellen eine Ansatzfunktion ¢ als Linearkombination der Funktionen

¢ = x(x—1)
¢y = *(x —1)
¢3 = 2*(xz—1)

auf.  @(x) = a161(x) + azpe(x) + azps(x) erfiillt die Anfangsbedingungen.

Diese Ansatzfunktion und ihre 2. Ableitung wird in die DGL eingesetzt.
¢"(x) + ¢(x) = —30z(1 — ) |- ¢1(2)
1
(@) + 6@)n(a) = =30a(1—aon(o) | |
1 1
/0 (¢(2) + 0(2))1 () dr = /0 ~302(1 — 2)éu(2) da

Um eine Gleichung fiir die Koeffizienten a; zu ermitteln, wird die DGL mit ¢ (z)
multipliziert. Bei der anschliefenden Integration féllt x heraus und wir erhalten:

3 3 19
a

B D S L I |
10°F 2072 21073
3, 13 19 1
20710572 840 % T 2
19, 79 103 2
210 1 84077 1260 % T 7

Das Vorgehen wurde mit ¢o(x) und ¢3(x) wiederholt.

. . 830 840 840
Die Losung des Gleichungssystems lautet: a; = ——, a9 = —— und a3 = —
& 855Y 1= 79997 27 Tg9 37 209
AY
830 840 840
= —1) — —a2(x — 1)+ —a3(z — 1
0,4 Von der analytischen Losung
y(z) = 32,778 sin(z) + 60 cos(z) — 60 — 302 + 3022
ist der Graph nicht zu unterscheiden.

0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1,0
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Methode von Galerkin mit Hutfunktionen

Die DGL  ¢'(z) +2y(x) = % —x, y(0) =0, ist zu losen.

Wir bilden eine Ansatzfunktion ¢ als Linearkombination von Hutfunktionen.

A
1,009

o o5 ¢3

0,5

L T T T T

0,5 1,0 1,5 20 T

o(x) = a101(x) + aspa(x) + azps(x) erfiillt die Anfangsbedingung.

Diese Ansatzfunktion und ihre Ableitung wird in die DGL eingesetzt.
¢'(2) +26() = 550 — (e
() +20(@)er(a) = (BB —ajou() | /
2
[+ 20160 e = [ A5 - i) o

Um eine Gleichung fiir die Koeffizienten a; zu ermitteln, wird die DGL mit ¢ (z)
multipliziert. Bei der anschlieenden Integration féllt x heraus und wir erhalten:

2 9 519
—-a _

34+ 3% = 550

2 9 269
gt 30t 3a3 = 1555

1 2 19

__a _a = @ —_—)
302+ 303 = 1505

Das Vorgehen wurde mit ¢o(x) und ¢3(x) wiederholt.

3171 3057 3513

Die Losung des Gleichungssystems lautet: a; = 000" % = goop d a3 = 1500



1538
y'(z) +2y(z) = 1500 — = ¥(0)=0

0,4- analytische Losung: y(z) = 1,019(1 — e72%) — /2

0,2-

0,5 1,0 L5 2,0
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DGL 2. Ordnung mit Hutfunktionen

Die DGL  ¢"(z) = —z, y(0) =0, y(2,5) =0 ist zu losen.

1,01

d1 ¢2 3 o

0,51

Q < ' Q

0.5 1.0 1.5 2.0 25 T

o(z) = a101(x) + agpe () + asps(x) + asps(z) erfiillt die Anfangsbedingung.

Das Einsetzen in die DGL erfolgt erst nach einer partiellen Integration (Ordnung wird verringert).

y(z) = —z - 61(x)
Y (@)dr(z) = —a(2) yA’
;—A’y@WK@dx::—AZWA@dx

—_————
= 0, ¢ erfiillt die Randbedingungen.

Yy (x)¢1(x)

_ 0 7¢/(x)¢/1(1‘) dr = —/0 7x¢1(x) dz | .(_1)
/O (016 (2) + axdh (@) + asdy (@) + asd)(2)] & () do = /O 261 (x) do

| T @164(2) + aady (@)t (0) + andhlo)oh (@) + anti@)ol (@) J e = [ aon(o) da
=0
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Steifigkeitsmatrix

y'(z) = =z, y(0) =0, y(2,5) =0

A
1,04 Y analytische Losung: y(z) = —%aﬁ + %x
0,8
0,6 -
0,4
0,2
0.5 1.0 15 2.0 25
da; — 2a9 = % rechte Seite /xgbl dzx
I
1
—2a1 +4ay —2a3 = 3 /xqﬁgdx
I
—2a9 +4as+2a4 = % /xqﬁgdx
I
—2a3+4ay = 1 /x@ dx
I
. e . 1 7 3
Die Losung des Gleichungssystems lautet: a; = 30 2= 3, a3 = 1 und a4 = 1

Es gilt z.B. (im Kopf) /¢/1¢/1 dr =4 und /¢/1¢/2 de = -2, ¢(0)=2, ¢ (1) =-2.
I I

Die Ergebnisse werden in einer sogenannten Steifigkeitsmatrix (symmetrisch) festgehalten.

4 -2 0 0

. -2 4-2 0
Az‘,j:/ﬁbiﬁbjdf:

I 0-2 4 -2

0 0-2 4

In Matrixform: Aa=Db mit b;= / x¢; dx
I
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Matrizenschreibweise

analytische Losung: y(z)=1—e"*

AY
1,04
¢1 ¢2 ¢3 ¢4 5
084
0,61
0,41
0,24
Q @ < S >
0.5 1.0 15 2.0 25

Die Matrizenschreibweise ist hier empfehlenswert.

0-1 0 0 0
1 0-1 0 0
Ai,j:/lqs;qudx:% 0 1 0-1 0
00 1 0-1
00 0 1 1

1 7
g@l + ECLQ

5 1 7
—Eal + g(lg + Eag

5 7
—— a9 + —as + —Qy

12 3 12
—1—52a3 + %a4 + %%
3 0t Zag
14643

Losung : a; a

37328’

5907
9332’

Bl= Nl NN ND= N

4 1 0 O

1 4 1 0
1

, Bi,:/@-as-dx:— 001 4 1
J s J 12

0O 0 1 4

0O 0 0 1

rechte Seite /1 -1 dx
A
A
I
28953 4041 und ar — 34203
T 37328° 4T 4666 > 7 37328
© Roolfs
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Methode von Rayleigh-Ritz

y = flz,y)
f(xa y) - y, =0
b
/ [ flx,y) — y']2 dr  — Minimum (Integral statt Summe der Abstandsquadrate)

Den Ansatz (approximativ):

Y(r) = a191(x) + axda(x) + azps(z) + ... + andn(x)

setzen wir samt Ableitung in den Integranden ein.

Durch das Integrieren féllt x heraus.

Den verbleibenden Term betrachten wir als Funktion der Variablen aq, as, ..., a,.

Die partiellen Ableitungen % .=0,1=1,...,n,
1

ergeben ein Gleichungssystem fiir die Koeffizienten.

v =y+x, y(0)=1, Intervall [a,b] =[0,1]

Ansatz  y(x) =1+ ax
b
F(a) Z/[f(x,y)—y’]de
= /1[1+ax—|—x—a]2dx
0

1
9a F(a) = / % [1 +axr+x — a]2 dx unter dem Integralzeichen differenzieren
0

- /12[1—|—ax—|—:p—a](:p—1)d:p



Methode von Rayleigh-Ritz

v =y+=x, y(0)=1, Intervall [a,b] =[0,1]

Ansatz  y(z) =1+ a1z + aga?

Flay,az) = /b[f(x y)—y'| da

/ 14+ a1z + asx )+:c—(a1+2a2x)]2dx
/5,i [(1+ a1z + a222) + 7 — (a1 + 2a27)]° dx
/ (14 a1 + aga®) + o — (ay + 2a97) |(x — 1) da

_ _2 L. _4
—...—3a1—|—2a2 3

W
s
o
+
w
)
[NV

Il
[0

1
8;; [(1+ a1x + aga?) +x — (a1 + 2a2x)]2dx

1
2[(1 + ayx + aga?) + = — (ay + 2a9z) |(2* — 22) da

S— S

30ay + 64ae = 130

61 140

= alzga a2—§

ylr) =1+ 2z

f(z) =2e® —x — 1 exakte Losung

y(r) =1 + 4 83 x+ 18430 x? orange

T T
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Methode von Galerkin

vy —y==x, y(0)=1, Intervall [a,b] =]0,1]

Der Ansatz  y(z) =1+ ayz + apz?
erfiillt die Anfangsbedingung.

y(z) und y'(x) werden in die DGL eingesetzt.

(a1 + 2a97) — (1 + a1z + agz®) = x |-

T+ 20902 — x — a1x® — asr® = x |

0t 30 g = 3
(a1 + 2a97) — (1 + a1z + agx®) = x | -

3

a1 2% + 20970 — 2% — 23a; — xtas = x |

1 3 1 1
2N T2y T g
o . . _ _ 20
Die Losung des Gleichungssystems lautet: a1 = 73, a2 = 3
AY
3 4
2 4
1+ f(x) =2e* —x — 1 exakte Losung
ylz) =1+ 1—513: + %xZ orange

0,5 10 =
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Finite-Elemente-Methode (FEM)

10



