Givens-Rotation
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Eine Matrix kann durch Multiplikation mit einer Matrix Q
in eine Dreiecksmatrix iiberfiithrt werden.

dyy dip dis a11 aiz2 13
0 d22 d23 = Q 91 A29 Q923 = Q A
0 0 dss as; Gz ass

Dies erfolgt durch wiederholte Drehungen.
Zunéchst wird eine Matrix @, (Drehung um die z-Achse) ermittelt, die Folgendes leistet:

bii bia b3 a1; G122 A13
0 by b3 | =Q,| a21 a2 as3
b31 b3y b33 a31 azz Aass

Durch eine weitere Drehung um die y-Achse wird auch die z-Koordinate zu null.

C11 Ci12 Ci13 bii bia b3
0 cop co3 | =Qy| 0 by by
0 c32 33 bs1 b3y b33

Keine Angst, die Drehwinkel werden nicht ausgerechnet.



Drehung

Die Matrix fiir die Drehung um die z-Achse lautet:

Aus dem Ansatz

bll b12 b13
0 b22 b23

b31 b32 b33

folgt:

—Sai + caz; = 0

A+ =1

cosp sing 0 c s 0
—singp cose O =|—-s ¢ O
0 0 1 0 0 1 A+s2=1
c s 0 11 Q12 A13
—-s ¢ 0 21 Q22 A23
0 0 1 a31 Azg Qs3

Die 1. Gleichung kann nach s aufgelost und das Ergebnis in die 2. Gleichung
eingesetzt werden. Wir erhalten als Losung (pos. Vorzeichen der Wurzel):

a11
2 2
Vai +a

a21

2 2
Vaiy +ag;

C =

Weiter mit

€11 Ci12 C13
0 ca2 c23

0 c32 c33

und

c 0 s bii bz bz
0 ]. 0 0 bgg b23

—s 0 ¢ || b3 bz b33



Drehung

Beenden mit

dyy dig dys 1 0 0 C11 C12 C13
0 dgg dgg = 0 & S 0 Co9 (23

0 0 d33 0 —s C 0 C32 Cs3

und



Drehung 3 x 3

bir bz bz ¢ s ajp aiz @13
0 by by | =|—5 ¢ Q21 A2z (23
b1 b3z b33 0 0 31 azz ass
¢ = 2a11 2
Vai +ay
s = a21

2 2
V aiy + ag;

C11 Ci12 C13 c 0 bi1 bz bis
0 Coo Co23 = 0 1 0 b22 b23
0 ¢332 33 -5 0 bsi bsa b33
. bi1
T i
11 31
o bs1
5= \/a2 +a,2
11 31
dyy dig dys 1 0 C11 Ci12 C13
0 dgg dgg =10 C 0 Co9 (23
0 0 d33 0 —s 0 C32 C33
. C22
T Tz iz
Co T C39
b.
s = 32

Die Platzierung dieser Elemente ist immer quadratisch.
—s hat die Position der zu nullenden Zahl.

Das dariiberliegende c liegt auf der Diagonalen.

Die Diagonale wird mit Einsen aufgefiillt.



C11

Cq1

Drehung

bia bis b1y &
bao bag boy —S
bza b3z b3y 0
bio sz bay ] | 0
a
c = . 11 :
Vaiy + a3
a1
§ = 2 2
Vaiy + a3
Ci12 C13 Ci4 C
Co2 C23 Co24 0
C32 (€33 C34 —S
Cq2 C43 Cyyq 0
bi1
¢ = /1.2 2
bll + b31
bs1
§ = 2 . 2
v by + 03,
dyo dig dya &
dyg dog day 0
d3p ds3 dsg 0
dyo das d44_ | —S
C11
¢ = 2 2
V €11+ ¢y
C
g = 41

o O = O

S = O O

4 x 4

- o O O

- o O O

aii
a1
a31

aq1

C11

C41

a12
22
32

Q42

bl2
622
bs2

b42

C12
C22
C32

C42

@13

@23

Q43

bis
bas
b33

bas

C13
C23
C33

C43

Q14
Q24
34

Q44

b14
b24

b34

b44

C14
Co4
C34

Cq4




Drehung 4 x 4 Fortsetzung

_611 €12 €13 €14 1 0 0 0 dyy dig diz dig
0 €32 €23 ey 0 c s 0 0 dy daz doy
0 0 €33 €34 B 0 —s ¢ O 0 d32 d33 d34

| 0 €42 €43 644_ _O 0 0 1 1L 0 d42 d43 d44_

c = d22
V3 +d3,
s — d32

Vd3y + d3,

[ fu fiz fis fu L 0 0 0 €11 €12 €13 €14
0 fao faz fou 0 ¢ 0 s 0 €2 €93 €
0 0 fs3 f34 N 0 0 1 0 0 0 e33 exn

| 00 fuis fu] |0 —s 0 c|]| O esw ess ew |

o — €2
Vel + ek

§ = ——22
N

[ g1 912 G13 14 | (10 0 O00[ fu fiz fis fua]
0 g22 923 Goa 01 00 0 fao fo3 fau
0 0 g33 g3 oo e s 0 0 fs3 fau

| 0 0 0 gu | 00 —=s c|| 0 0 fig faa

oot
Vi3 + T
fa3

V I3+ [

Eliminiere zuerst die Elemente unter der Diagonalen der ersten Spalte von oben nach unten.
Dann die der zweiten Spalte von oben nach unten usw.



Beispiel 3 x 3
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Beispiel 3 x 3 Fortsetzung

1 0 0 3 1 =2
0 1Lou
0 ¢ s V5 V5
0 _2 _2
_ 1 _ 2
NG YA
3 1 -2 I 0 0 51 =2
11 2 11 11
05 5|=" 55 5 [|) BV
0 0 0 Oii ()_i_i
5V5 556 NGV

geschafft



Q R-Zerlegung

Q:2,QA=R = A=Q/Q;Q;R beachte Q; " = Q/
—_——
Q Die Q; sind orthogonal (Drehung).

Gleichungssystem losen

Axz =0
QRx =0
Rz = Qb

Auf der linken Seite kann von unten nach oben gerechnet werden.
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Givens-Rotation

Bestimmen Sie eine Q R-Zerlegung von
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Givens-Rotation

Bestimmen Sie eine Q R-Zerlegung von

A ist fast eine obere Dreiecksmatrix.
Das Element A = 1 muss noch weggedreht werden.
Das erfolgt mit:

Vi 0 0
Q= % 0 2
0 -1 2
Wir erhalten
5 =3
QA = Vs | =R
0
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