Gradientenverfahren
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Mit dem Gradientenverfahren kénnen Minimierungsprobleme bearbeitet werden.
Dabei geht man von einem N&herungswert aus und schreitet dann in Richtung des negativen
Gradienten, also der Richtung des steilsten Abstiegs, bis man keine Verbesserung mehr erzielt.
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Gradientenverfahren fiir quadratische Funktionen

Diese Funktionen haben immer die Form

f(@) =1&TAZ+ 6" +a
Es ist dann Vf(Z)=AZ+a.
Mit d" = —vi@®)

erhalten wir (nach lingerer Rechnung, A wird als symmetrisch vorausgesetzt)
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Methode der konjugierten Gradienten

Eine geschickte Anpassung der Richtungen durch konjugierte Gradienten in jedem Schritt bewirkt,

dass das Verfahren nach hochstens n Schritten (A ist eine n x n-Matrix, symmetrisch und positiv definit)
das Minimum erreicht. Der Start des Verfahrens erfolgt mit dem steilsten Abstieg, wihrend bei allen weiteren
Schritten ein Korrekturterm in Abhéngigkeit der vorherigen Suchrichtung dazukommt.

f(@ =32"A&+d"E+a — Minimum = V (@) =AF+a=0 < Az=b
Startvektor sei 53’(0), beachte: @ = —b.
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Methode der konjugierten Gradienten
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Die Begriffsbildung ist eine Erweiterung der Orthogonalitéit, die mit A als Einheitsmatrix vorliegt.

A-konjugierte Vektoren sind linear unabhéngig.
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Methode der konjugierten Gradienten Beispiel
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3. Iteration vorbereiten: g<2> = g‘(l) —oii? = <O>

Ziel erreicht
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Methode der konjugierten Gradienten 2. Beispiel

f(&) = %:ETA:EJr i'Z+a — Minimum < Vf(@)=AZ+a=0 < AZ=0b
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Startvektor sei Z‘/ = i beachte: a = —-b= 0
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2. Iteration vorbereiten: g<1> = g(o) —na = (3 , B = G ) =1 d( ) g‘(l) +ﬁ1d(1) =
3 @""g©

32
(2 =(2) 9
@ - A.4 — <é>
9
N\ — (g'(l))T, ﬁ(l) _3
2 (&(2))T. a® 8
#2 = 70 1 2yd"” - (3)

0
3. Iteration vorbereiten: g<2> = g‘(l) —ii? = <0>

Ziel erreicht



Methode der konjugierten Gradienten  Idee

A kann als affine Abbildung gesehen werden. Kreise gehen in Ellipsen iiber.

Fiir eine optimale Suchrichtung ist das zu beriicksichtigen. Sie ist dann nicht mehr orthogonal zur Hohenlinie.
Mit A wird ein Skalarprodukt definiert. Die Orthogonalitit beziiglich dieses Skalarprodukts ist der neuen
Situation angepasst. Der Algorithmus enthilt eine Orthogonalisierung.
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