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+ Alternierende multilineare Abbildung

Definition des Vektorprodukts:

ay b azbz — azby
as X b2 = a361 — a1b3
as bs aiby — azby
€3 €3
€y X e3 = eq €3 X ey = —eq

€o

€1 €1

Das Vektorprodukt kann als alternierende bilineare Verkniipfung aufgefasst werden.
R3 x R — R3
(a,b) — anbdb

arb = (a1e; + agey + azes) A(breg + boes + bzes)

= a1b1(61 /\61) + a1b2(61 /\62) + ...

€2

= (agbg — agbg)(ez/\eg) —+ (a361 — albg)(€3/\€1) —+ (a1b2 — agbl)(el /\62)

beachte e;ne; =0 und e;ne; = —ejne;

Wir rechnen probeweise distributiv und beriicksichtigen das Vorzeichen bei Vertauschung.

((7,161 + a2€2)/\(blel -+ b2€2) = (albg — agbl)(el /\82)
—_——

Parallelogrammfléiche

arbre = (a161 + ases + (l3€3)/\ (blel + bgeg + bgeg)/\ (0161 + coeq + 0383)

= (a1b203 + agbgcl + a,gblCQ — albgCQ — a2b103 — agbgCl)(el/\eg/\eg)

=detla,b,c]=(axb)-c

T © Roolfs
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+ Grassmann-Algebra

Wir wollen nun einen Vektorraum schaffen (E. Artin 1960), in dem eine antisymmetrische,
distributive Multiplikation existiert. Die Multiplikation wird fiir die Basiselemente B,
definiert und iibertréagt sich dann geméf

arb = Zaibj(Bi/\Bj)
i,J

auf die iibrigen Elemente .
a;, b; sind die Komponenten der entsprechenden Basisdarstellungen.

Von den 9 Produkten e;ne;, i,7 =1...3, mit Elementen aus den R3 (eine; = —ejne;)
konnen hochstens 3 linear unabhéngig sein, e;Ae;, e Aes, esres, (e;ne; =0)

von 64 Produkten e;nejney, i,7,k=1...4, mit Elementen aus den R*
hochstens 4, ejNexNesg, ejNegyNey, ejNesghey, €exNezNéy.

Diese Produkte lassen sich (allgemein) im R™ den k-elementigen Teilmengen zuordnen.

Wir gehen von einem Vektorraum R™ mit der Basis By, ..., B, aus und betten ihn
in einen Vektorraum der Dimension 2" ein (hidngen gentigend Nullen dran).

Er ist nun Teilraum von R?’

Die B; werden zu einer Basis des R?" ergéinzt.

Die Basiselemente indizieren wir mit den 2" Teilmengen von n, so dass wir

haben B{l} = Bl, c ey B{n} = Bn, B{Lg}, B{Lg}, RN B{l ..... n}s B{},

und definieren eine Verkniipfung (Multiplikation, Dachprodukt, &ufieres Produkt, Wedge-Produkt).

0 fir r=s
BR/\BS:H(T,S)BRUS mit (7",8):{ 1 r<s
reR,seS —1 r>s

Das Produkt iiber alle geordneten Paare von Elementen aus R und S garantiert,
dass Vertauschungen sensibel beriicksichtigt werden. Die Bezeichnung dufleres Produkt riihrt daher,
dass die Elemente von S auflerhalb von R sein miissen, damit die Verkniipfung ungleich null ist.

Beispiele
B ABpy = (1,2)(3,2)Bpas = —Bpags
BuanBpgz =0 Die Indexmengen haben ein gemeinsames Element, (2,2) = 0.
BpssiABpsy = (—1)*?Bysi ABpa s 5 Die 6 Faktoren wechseln beim Ubergang von (r, s)
nach (s,7) das Vorzeichen.
B ABpsg = Bpsay Fir das leere Produkt setzen wir 1.

Das Basiselement By ist somit das Einselement.
B sy = BuyABpsy = By ABigy AB gy = BuyABpyABgy AByy

Fiir den Verzicht auf Klammern ist noch die Assoziativitat zu beweisen.

T © Roolfs
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+ Grassmann-Algebra A (R")

Die Algebra ist assoziativ (siche Algebren)

(BR/\Bs) /\BT = H (T’, S) BRuS /\BT

rER,s€S

= H (7”, S) H(h, t) BRUSUT

reR,s€S heRUSteT
= H (T’ 8) H (T’, t) H (57 t) BRuSuT

= BR/\(BS/\BT)

Teilraume

Der kleinste Teilraum A*(R*) von A(R*), in dem die Vektoren BiABjABy, i,j,k=1...4,
enthalten sind, besitzt die Basis B1AByABs, BianBoAaB,, BiAnBsnB,, BoAB3ABy

mit (g) = 4 Elementen (Anzahl der 4-clementigen Teilmengen).

Die Dimension von A*(R*) betrigt (3) =6 (Anzahl der 2-elementigen Teilmengen).

Basis Bl/\BQ, Bl/\Bg, Bl/\B4, Bg/\Bg, BQ/\B4, Bg/\B4

dim A*(R*) =1
Basis B1AByA Bg ANBy

allgemein:

dim AR = ()

Die Teilriiume A*(R") sind die Tensorprodukte fiir alternierende multilineare Abbildungen
auf dem R™* (unmittelbar zu sehen, siche Tensorprodukt).

Lineare Abhéngigkeit

Ay, ..., A aus R” sind genau dann linear abhangig, wenn A;A... AAp =0 gilt.

= Ein Vektor lisst sich durch die Ubrigen ausdriicken. Diese Linearkombination eingesetzt
und ausmultipliziert ergibt nur Produkte mit jeweils 2 gleichen Faktoren, die daher null sind.

<= Seien Aj, ..., Ay linear unabhéngig. Man ergénze mit A, 1, ..., A, zu einer Basis. Jedes
B, ist als Linearkombination dieser A; darstellbar. Somit ist jedes Basiselement By A... AB,,
aus A\ (R") (Einsetzen und Klammern auflosen) eine Linearkombination der AjA... A A,
deren Anzahl mit der 1 dim A (R") = 2" betrégt. Da die Anzahl der Basiselemente stets gleich
ist, ergeben die AjA... AA; mit der 1 auch eine Basis, insbesondere sind ihre Elemente # 0.

T © Roolfs
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+ Multiplikation der Basiselemente

(32 /\Bg) A\ (Bl /\B4) =
1.2 Wir beginnen mit Bs.
Das Element steht auf dem 2. Platz und muss auf den 3.
Es sind (3 — 2) Vertauschungen erforderlich.
— (—1)(372) 32 /\Bl /\Bg/\B4
B steht auf dem 1. Platz und muss auf den 2.
= (-1)(3_2)+(2_1) Bl /\BQ /\Bg /\B4
= Bl /\BQ/\Bg/\B4
(BQ/\B4/\B5)/\(B1 /\Bg) =
L. 2 3 Wir beginnen mit Bs.
Das Element steht auf dem 3. Platz und muss auf den 5.
Es sind (5 — 3) Vertauschungen erforderlich.
= (—1)(573) B,AnByAB;y /\Bg /\B5
By, steht auf dem 2. Platz und muss auf den 4.
= (=1)0=3+4=2) ByA By ABsA By Bs
= (=1)0=3+(4=2+C-1) B, A ByA B3/ By A Bs
= —Bl /\BQ/\Bg/\B4/\B5
T © Roolfs




1 B, B B1ABs
1 1 B Bo B ABy
B B; 0 B1 A\ Ba 0
B B> —B1ABs3 0 0
B1AB> B A\ By 0 0 0
AR
1 B B> B3 B1A\Bs B1N\Bs3 B>\ B3 B1ABx/N\Bs
1 1 B B> B3 B1NBs BiN\Bs3 B>\ B3 BiABx/N\Bs
B B 0 Bi1AB> BiABj3 0 0 BiAB2ABs 0
By Bo —B1AB> 0 By A\ B3 0 —B1AB2A\Bs3 0 0
B3 B3 —B1AB3 —B>A\Bs3 0 B1AB2A\Bs3 0 0 0
B1A\B> B AB> 0 0 B1ANB2A\Bs3 0 0 0 0
Bi1ABs3 BiABj3 0 —B1AB2A B3 0 0 0 0 0
B>A\Bs By A\ B3 B1AB2ABs 0 0 0 0 0 0
BiAB2AB3 | BiAB2ABs3 0 0 0 0 0 0 0
/\(R3> vereinfachte Schreibweise, B1a By = Bis, usw.
1 B, B; B3 B2 B3 Bas Bias
1 1 B By B3 B2 B3 Bas Bi23
B; B, 0 B2 B3 0 0 Bi23 0
B> B> —Bi2 0 Bo3 0 —Bi23 0 0
B3 B3 —Bj3 —B»3 0 Bi23 0 0 0
Bia B2 0 0 Bi23 0 0 0 0
B3 B3 0 —Bi23 0 0 0 0 0
Bos Bas Bia3 0 0 0 0 0 0
Bias Bi2s 0 0 0 0 0 0 0
T © Roolfs




+ Anschauung

Sei {e1, ez, €3} eine orthonormale Basis im R3, so dass
a in e;-Richtung liegt und b in der e;es-Ebene.

a = |ale;

b = |b|cospe; + |b|sinpe,y

anb = |a||lb|sinpe;ney

a A b enthilt den Inhalt des von a und b aufgespannten Parallelogramms, multipliziert mit
dem orientierten (vorzeichenbehafteten) Flidcheneinheitselement der ejes-Ebene. Die Form des
Parallelogramms ist aus |a||b| sin ¢ e; A ey nicht mehr zu erkennen.

e; und e; liegen in der von a und b aufgespannten Ebene.
anb = (a1e1 + azer) A (breg + baes) = (ar1by — asby) (€1 A ez)
—_——

Parallelogramminhalt
€2

€1
Grassmanns Erkenntnis:

Der Ubergang von Volumen = Mafzahl - Einheitsvolumen zu orientierten Volumen schlieBt die
automatische Volumenberechnung mit ein und ermoglicht eine Verallgemeinerung auf héhere
Dimensionen.

e >

anbre = (a161 “+ ageq + ageg) N (b1€1 + 6262 + 6363) N (0181 + ey + 0383)

= (a1b203 + a2b301 + a3b102 — albgcg — agblcg — agbgcl) (81 /\62/\63)

(. J

g

= det[a, b, c]

a A b A ¢ enthilt den Inhalt des von @ und b und c aufgespannten Spats,
multipliziert mit dem orientierten (vorzeichenbehafteten) Volumeneinheitselement.



+ Determinanten

Sei A = (a;j) eine n-reihige, quadratische Matrix, ¢ Zeilen-, j Spaltenindex.

n=3
11 Q12 A13
A= |aa axg ay

a31 az2 A33

Ay = an By 4+ anEy + as Es
Ay = a19E) + anEs + ass Es
As = aiz3Ey + aysEy + ass Es

Wir rechnen das Produkt der A; in A(R?) aus.

AINANA3 = (a1 By + ann By + az1 E3) A (a12E) + axEs + ase E3) N (a3 By + ass By + ass E3)

= (91161226133 + (12023031 1 413021032 — (11023032 — A12021033 — a13a22a311) E\NEynEs
det A

Dieser Koeffizient ist die Determinante von A.

Viele ihrer Eigenschaften ergeben sich unmittelbar aus der Grassmann-Algebra.

Es wird lediglich der Teilraum A*(R3), allgemein A" (R™), benétigt.

Die Determinante hangt nur von der Matrix A und nicht von der gewéhlten Basis F; ab,

und ist nur dann ungleich null, wenn die A; linear unabhéngig sind.

Ein Vertauschen zweier Matrixspalten fiihrt zu einem Vorzeichenwechsel.

Beim Spiegeln der Matrix an der Hauptdiagonalen ((a;;) geht in (aj;) iiber) bleibt der Wert
unverdndert, somit erzeugt auch ein Vertauschen zweier Matrixzeilen einen Vorzeichenwechsel.

Die Determinante &ndert sich nicht, wenn wir ein Vielfaches einer Spalte zu einer anderen
Spalte addieren. AjA(AanaAg)NA3NAy = AJNAINASNAY + aA NANAZNAY
0

Permutationen (Bijektionen von M = {1,...,n} auf M) kénnen durch eine gerade
oder ungerade Anzahl von (benachbarten) Transpositionen zerlegt werden.

det A = Z sgn(0) a1,6(1) A2,0(2) 3,0(3) Leibniz (1646-1716)
o
= Z a1,0(1) 2,0(2) @3,0(3) — Z a1,0(1) 02,0(2) @3,5(3)
o gerade o ungerade

(I k)= (15) = (12)(23)(34)(45) (34)(23)(12)
ey I—k—1

Jede Transposition (I k) ldsst sich als Verkettung von 2(I — k) — 1 benachbarter Transposi-
tionen (i 7 + 1) schreiben (7 und 7 + 1 werden getauscht). Deren Anzahl ist somit ungerade.

T © Roolfs
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+ Determinanten, anschaulich

a1 Q12 Q13 Q14 a11 Q12 Q13 Q14 a1 G12 Q13 Q14
g1 Ag22 G23 24 Q21 QA2 Q23 24 Qo1 Q22 G23 24
31 Q32 G33 (34 a3y Gz2 G33 (34 31 Gz2 (33 (34
| Q41 [ Q42 Q43 Q44 | 41 Q42 (43 | Q44 | 41 Q42 Q43 | Q44

Eine Determinante setzt sich additiv aus allen vorzeichenbehafteten Produkten von Matrix-
elementen zusammen, wobei aus jeder Spalte und Zeile genau ein Element genommen wird.

Dies entspricht beim Schach den Positionen von Tiirmen, die sich nicht schlagen.

21

a13

a13

21

@13

21

@13

21

34

Vorzeichen eines Summanden

Die Spalten werden paarweise so vertauscht, bis die rechte Diagonalfigur vorliegt.

Jeder Tausch bedingt den Faktor (—1), hier also (—1)(—1)(—1) = —1.

Fiir jeden Summanden ist die minimale Anzahl der benétigten Vertauschungen entweder gerade
oder ungerade, das Vorzeichen daher + oder —. Es erscheint plausibel, dass zusétzliche Vertau-
schungen an dieser Eigenschaft nichts &ndern. Die Begriindung ergibt sich aus dem Rechnen in der
Grassmann-Algebra.

T © Roolfs



t+ Verkettungseigenschaft fiir sgn(o)

Fiir Permutationen o, 7 gilt sgn(o o 7) = sgn(o)sgn(7).

Eg(f(l)) AT .AEJ(T(n)) = sgn(a o] 7') E.N... NE,

Zur besseren Ubersicht setzen wir A; = E;q,...,A, = E,p).
Dann ist  Eq;(5) = Ar(), also

Eg(f(l)) N.. .AEJ(T(n)) = Ar(l) N.. ./\AT(n)
= sgn(T)A1N...NA,
Ea(l) VAN /\Ea(n)

)
= sgn(7)
)sgn(o) B4 A...ANE,

= sgn(r

Aus 1=sgn(id) =sgn(c ' oo) =sgn(c!)sgn(c) folgt sgn(oc™t) =sgn(o).

T © Roolfs
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21

Q42

@13

4 SgH(U) — (_ 1>Anzahl der Fehlstinde von o

34

a13

a21

34

A42

123 4 123 4
31 4 2 12 3 4

Vorzeichen eines Summanden, alternativ

Nur fiir die Diagonalform gilt: i< j = 0o(i) < a(j)

In der linken Anordnung liegen 3 Verstoe (Fehlstdnde) gegen diese Bedingung vor, und zwar

1) (52) (33)

Ein Fehlstand einer Permutation o liegt vor, falls fiir ein Paar (i,7) mit 1 <i<j<n
o(i) > o(j) ist (d.h. also, falls o die Reihenfolge von ¢ und j vertauscht).

Behauptung:
Genau fiir die geraden Permutationen ist die Anzahl der Fehlstdnde gerade, d.h.

sgn (o) = {

1, falls o eine gerade Anzahl an Fehlstanden,
—1, falls o eine ungerade Anzahl an Fehlstanden hat.

Eine beliebige benachbarte Transposition 7 = (i i + 1) hat einen einzigen Fehlstand.

Wenn wir nun 2 benachbarte Transpositionen verketten, oder besser gleich eine benachbarte
Transposition 7 mit einer Permutation o, so verdndert sich die Anzahl der Fehlstinde von o
lediglich um =+1.

1 2 & 4§ 5 6 T 1 2 4 4§ 5 6
(0(1) o(2) o(i) o(j) o(5) 0(6)) 7 (0(1) o(2) o(j) o(i) o(5) 0(6))

™ (o )

ein Fehlstand ist, verringert sich die Anzahl um 1, andernfalls erhoht sie sich um 1,
da 7 die iibrigen Fehlstdnde unverdndert lasst.

Sei nun o eine gerade Permutation.
Sie kann in 2n benachbarte Transpositionen zerlegt werden. Von diesen moégen k die Fehlstédnde
um 1 verringern. Insgesamt liegen (2n — k) -1+ k- (—1) = 2(n — k) Fehlsténde vor. u
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21

Q42

@13

34

+ Formel fiir sgn(o)

a13

a21

34

A42

123 4 123 4
31 4 2 12 3 4

Die Betrachtung der Fehlstéinde ermdoglicht die Formel:

Cyro)—o()  3-1 3—4 3-2 1-4 1-2 4-2
sgn(o) _1:[ i—j  1-2'1-3'1-4 2-3'2-4 3-4
<]
_1-2 3-11-4 3-24-23-4_
1-2 1-31-4 2-3 2—4 3—-4
—— —— ——
-1 -1 -1
\ip 20 =00) _ o) =) o
i— j—1
o(1) —a(y
sgn(o) :H(zfj()a
{i.d}
wobei das Produkt iiber alle zweielementigen Teilmengen von {1,2,...,n} lauft.

Im Zé&hler sind, vom Vorzeichen abgesehen, die gleichen Differenzen wie im Nenner.

Wird von der Formel als Definition ausgegangen, ist der Satz
Fiir Permutationen o, 7 gilt sgn(o o 7) = sgn(o)sgn(7).

zu beweisen.

sgn(ocor) = H o(r(2)) —a(r()) _

{i.0} e g @70 e
-1I o(7(i)) - a(r(7) 11 T(%):f(])
wy TOTTE g T
o(k) —o() 71 7(0) —7()
N H k—1 H i—j
{k,1} {i.g}
= sgn(o)sgn(7)
T © Roolfs
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+ Determinanten

Multiplikationssatz fiir Determinanten
Seien A, B quadratische n x n-Matrizen.

det(AB) = det A det B

Zur (eleganten) Begriindung betrachten wir A und B als Abbildungsmatrizen
der linearen Abbildungen f und g.

Fiir die i-te Spalte von A gilt f(E;) = A;, Entsprechendes fiir g(E;).

f(E1> /\f(EQ) /\f(Eg) =det A E1 /\EQ /\E3

Die E; kénnen durch beliebige Vektoren aus R3,
allgemein R"” ausgetauscht werden. Die Rechnung fiir det A bleibt erhalten.

det(AB) ExANEsANEs = f(g(Ey))Af(g(E2))Af(g(E3)) AB gehort zur Hintereinanderausfithrung
= det Ag(Ey)Ag(Es)Ag(Es3) sieche Bemerkung
= det Adet BEl/\Eg/\Eg

Folgerung (Determinantenformel fiir eine inverse Matrix)
Ist A eine invertierbare n x n-Matrix, so gilt

41
det A = Setd

Aus A- A1 = F folgt det A-det A=t =1.

Zum Nachrechnen fiir die erstaunliche Aussage.

d ( a b u v )—d au + bw av + bz B 4 a b d U v
et cd| |w z = det cu+dw co+dx| T etcd.eth

T © Roolfs
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+ Determinanten

Multiplikationssatz fiir Determinanten
Seien A, B quadratische n x n-Matrizen.

det(AB) = det A det B

2. Begriindung

Sei die Matrix A =[Ay,...,A,] mit A; € R" durch ihre Spalten beschrieben.
In der Grassmann-Algebra gilt AjA ... ANA, =det AE\A ... NE,.
Fiir Multilinearformen R — R heifit das f(Ay,..., A,) =det A f(Ey, ..., E,).

Eine Multilinearform ist also allein durch den Funktionswert f(E,..., E,)
auf der kanonischen Basis festgelegt.

Betrachten wir nun die beiden (offensichtlichen) Multilinearformen
(Xl, Cey Xn) — det(AXl, Cey AXn)

(X1,.... X,) — det A-det(Xy, ..., X,)

Fir (E,..., E,) stimmen die Funktionswerte iiberein. Damit gilt

det(AXy,...,AX,) =det A -det(Xy,..., X,) =x

Sei B = [B,..., B, mit B; € R",
man erhélt AB = [ABy,..., AB,].

Setzen wir B; in * ein, so folgt die Behauptung.

Die Determinantenform

(Xl, .. >Xn) — det(Xl, C ,Xn)

ist die einzige alternierende Multilinearform f mit f(Ey,..., E,) = 1. Weierstrafl (1815-1897)

T © Roolfs
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+ Determinanten

Multiplikationssatz fiir Determinanten
Seien A, B quadratische n x n-Matrizen.

det(AB) = det A det B

3. (einfachste) Begriindung

n=3

Fiir das Matrizenprodukt AB gilt:

bi1 bz b
lb11A1 + ba1 Ag + b31 Az, biaAq + Do Ag + b3a Ag, bis Ay + bag Ag + 5334431 = \[Al, As, A3l b1 oy bos
AB A bsi b3y b33

B

Wir rechnen det(AB) aus.

(b11 A1 + ba1 A + b31.A3) A (b2 A1 + by Ay + b3a Ag) N (b1 Ay + bag As + b33 Ag)
= det(A) A1 /\A2 N A3
= det(A) det(B) El/\Ez/\Eg

T © Roolfs
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+ Determinanten

Fir eine Dreiecksmatrix aip G2 a3 G4

0 az ax ax
A=
0 0 ass az

0 0 0 ay gilt det A = aq1 a9 a330a44.

AINAINASNAY = ann By ANapEy + axnEs) ANasEy + ass By + ass Es) A
(a14 By + a2aEo + aza B + ay Ey)
= a110a922 E1 /\E2 /\(a13E1 -+ 0,23E2 + 0,33E3) VAN

= a1 a2 a33a44 By NEynEsNEy

Alle anderen Summanden fallen aufgrund zweier gleicher Faktoren heraus.

Es gilt (gleiche Argumentation): aypl G2 Q13 G4
Q22 A23 d24
Q22 Q23 A24
det = ai det a32 A33 Q34
0 as ass as

Qg2 Q43 Q44
Qg2 Q43 Q44

ar 0 a3 aus
@11 Q13 A14
a0 ags ag
det :(—1)30,32 det 921 A23 A4
431+—aB9—433—E34-
g1 Q43 Q44

ann 0 asz au

3 Zeilen- und Spaltenvertauschungen (mit Vorzeichenwechsel) fithren zum vorigen Fall.

Beachte: (—1)"1(=1)/71 = (=1)"7=2 = (=1)"

(1) =

T © Roolfs
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+ Laplace’scher Entwicklungssatz

Determinanten kénnen nach Spalten oder Zeilen entwickelt werden.

11 Q12 A13

A2 Aa23 aiz a3 aiz a3
det g1 QA22 Q23 | = 417 det — a1 det + asy - det
a3z 33 a3 Q33 Q22 Q23

a31 az2 A33

Hierbei ist das Schachbrettmuster
det(=1)"™ = | — + —

zu beriicksichtigen.

Die Beweisidee geht aus der folgenden Rechnung hervor (siehe vorige Seite).
AINANA3 = (anEy + an By + a3 Es) A (a12E) + anEy + appEs) A (a13E) + a3 Ey + ass Es)

= anEy N (a12E1 4 anFEs + azoEs) A (a13E1 + ag3 By + ass Es)
+ anEs A (a12Ey 4 ao By + a3 Es) A (a13E) + axsEs + ass Es)

+ as1 E5 A (a12Ey + axEs + ase E3) A (a13E1 + assEs + azs E3)

= (a11E1 + 0E; + 0E;3) A (0Ey + agoEs + assEs) A (0B 4 ags By + ass Es)
+ (OEl + a21E2 + OEg) A\ (a12E1 + OE2 + CL32E3) A\ (a13E1 + OEQ + a33E3)

+ (OEl + OEQ + a31E3) A (a12E1 + a22E2 + OEg) A (a13E1 + a23E2 + OEg)

T © Roolfs
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+ Kéastchensatz

ailr a2 513 b14
A B
ag1 A2 523 bas _
M = =
0 0 |cs3 c3u 0 C
O O C43 Cy4

det M =det A-det C

Die Begriindung ergibt sich wieder aus einer Rechnung.
A NAINASNAY = (an By + anEs) A (a12E1 4 agnEs) N (bisEy + basEs + c33E3 + 43 Ey)
A (b1aEy + bog By + c34 B3 + ciuEy)

= det A E1 /\EQ A (blgEl + b23E2 + 033E3 + C43E4)
N (b1aEr + by By + c3u B3 + cyu Ey)

= det A E1 /\EQ A (033E3 + C43E4) N (634E3 + C44E4)

= det A det C E1 /\EQ /\Eg/\E4

Der Késtchensatz kann naheliegend verallgemeinert werden.

M ist in quadratische Matrizen (nicht notwendig gleiche Grofie) aufzuteilen,
die symmetrisch auf der Hauptdiagonalen liegen.

Unterhalb dieser Matrizen miissen die Elemente null sein.

det M =det A-det B -detC

T © Roolfs
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+ Kéastchensatz

—8.(—2) = —16

1

[1 2 02 37

0 1 21

0 0 0|1 2
00 03 4

det {2 0 0|0 2

—8.(—2) = —16

[1 2 010 07

01 2{0 O

1 2 3|1 2
0 2 1|3 4

det {2 0 0|0 O

© Roolfs
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+ Cramersche Regel

Die Spaltenvektoren im Gleichungssystem

a1 T1 + a1222 + a;3T3 + a3y = by
91 T1 + ATy + G23%3 + ag3Ty = bo
a31T1 + a3aTo + asz3Tz + aszrs = b3

(4177 + 42Tz + Q4373 + A4374 = by
seien A; bzw. B. Dies ergibt:
Allll'l + AQ.I'Q -+ Agl‘g —+ A4ZL'4 =B

Das Gleichungssystem sei eindeutig losbar, die A; also linear unabhéngig.
Es ist dann det[A;, As, Az, A4] # 0.

Gesucht ist z.B. x,.
Wir multiplizieren die Gleichung von links mit A; und von rechts mit A3 A Ay.
Al/\(AlfL'l + AQZL‘Q + Ag[L‘g + A4l‘4)/\A3/\A4 = A1 /\B/\Ag/\A4
A1 /\Agl’g /\A3 /\A4 == A1 NB /\A3 /\A4

) det[Al, AQ, A3, A4] E1 /\EQ /\E3 /\E4 = det[Al, B, Ag, A4] E1 /\EQ /\E3 /\E4

T det[Al, AQ, Ag, A4] = det[Al, B, A3, A4]

~ det[A;, B, A3, Ay]
T2 7 det[A1,As,A3,AY]

_ det[AlaA2>B>A4]
T3 7 det[A1,Ag,A3,AY]

Zur Berechnung von z; wird im Zahler die i-te Spalte A; der Koeffizientenmatrix
durch die rechte Seite B des Gleichungssystems ersetzt.

T © Roolfs
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+ Determinante nach mehreren Spalten entwickeln

I V]
N O = O
W = N Ut

Das Verfahren (fiir praktische Zwecke kaum geeignet) kann dem Folgenden
entnommen werden. Es erhellt das distributive Rechnen in der Grassmann-Algebra.

Wir entwickeln nach den beiden, Nullen enthaltenen Spalten und nehmen einen Tausch vor.

det

[ N R
N O = O
N ° VN V)
W = N Ot

= det

ai
a1
@31

41

a2 a3
Ag2 A23
a32 Q33

Ag2 A43

Al /\A2 /\A3 /\A4 = —<A1 /\Ag)/\(AQ /\A4)

Q14
Q24
34

Q44

Die Klammerterme werden allgemein ausgerechnet, die Nullen zunéchst ignoriert.

A ANAj ist von der Form:

det [a” alz]El/\Eg—Fdet [

Q21 A22

ail a2
a31 32

} E\AEs+det l

a

11

(¢2Z5]

a12
42

} E\NE;+det [

Die E; A\ E; ergeben sich aus den 2-elementigen Teilmengen (Anzahl 6).

Die zugehorigen Matrizen

;1 Qg2
ajl ajg

|

werden aus den Zeilen ¢ und j der ersten beiden Spalten gebildet.

Fir Ay A Ay gilt Entsprechendes.

21
a31

22
32

Beim Ausmultiplizieren fallen die meisten Summanden heraus. Ubrig bleiben z.B.
El /\E2 /\E3 /\E4, E1 /\E3 /\E2 /\E4, E1 /\E4 /\E2 /\Eg, Uusw., daher

E,NE; \NE; NEj+, {i*,5*} ist die Komplement von {3, j}.

Diese Produkte werden noch auf die Form E; A E; A E3 A E, gebracht.

Fiir das Beispiel bedeutet das:

© Roolfs
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+ Determinante nach mehreren Spalten entwickeln

det =15

S N O =
=~ = W N
N O = O
W = N Ot
S N O =
N O = O
=~ = W N
W = N Ot

3 2

10 11 10
—(det{ ]det{ ]ElAEQAEgAEHdet{O Q]det[l )

01 43 }ElAEZI/\EQ/\EgjL

25

3 2

01 25 20
det 2 0 det 4 3 Eg/\Eg/\El/\E4+det 0 2 det

}Eg/\ E,NE N\E,)

Zwei Summanden entfallen, da Unterdeterminanten null sind.
— (1 (=) 1421 (=1)2 4 (=2) - (=14) - (=1)2 +4- (=11) - (=1)*) By A By A Es A E,

=15E,NEsNEsNE,

© Roolfs
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+ Gauss-Elimination

Die Berechnung von umfangreichen Termen kann vereinfacht werden,
wenn mit anb = an (bt Aa) die e; schrittweise eliminiert werden.

(e1 + 2es + 2e3) A (2e; + 8ey + Hes) A (eg + 10e; — 3es)

a b c

= (e1 +2ey+ 2e3) A (des +e3) A (8es — Hes) in b und ¢ wird e; eliminiert
a d=b-2a e=c-a

= (e +2e3 + 2e3) A (des + e3) A (—Te3) in e wird ey eliminiert
a d e—2d

= —28(ejnexnes) Das Ergebnis ist unmittelbar (von rechts nach links) zu erkennen.

Das Vorgehen entspricht dem Gauss-Eliminationsverfahren zur Berechnung der Determinante.
Zu einer Zeile kann ein Vielfaches einer anderen addiert/subtrahiert werden.

1 2 2 1 2 2 1 2 2
2 8 5|=|0 4 1|=]|0 4 1|=-28
1 10 =3 0 8 -5 0 0-—7
(e1 +2e3) A (2e1 +2e3 + e4) A (—ep — ez +4es + €ey)
a b ¢
= £€1 + 2e32 A £—2e3 + 64)1/\ g—eg + 6es + 642
a d=b—2a e=c+a
= (e1 +2e3) A (—2e3 + e4) A (—es + dey) in e wird e eliminiert
a d e+ 3d Klammern sind aufzul6sen

= = —261/\82/\63 —861/\63/\€4+61/\62/\€4 —262/\83/\64

T © Roolfs
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in Maple

with(difforms):
defform(el=1,e2=1,e3=1,e4=1):

&~ (el+2%e3, 2*el+2*e3+ed, —-el-e2+4x*xe3+ed);

2 & (el, e3, e2) - 8 & (el, e3, ed) - & (el, ed, e2) - 2 & (e3, e4, e2)

T © Roolfs
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+ Algebren

Ein Vektorraum R™ iiber R heiffit Algebra, wenn eine zusétzliche Multiplikation in R"
(Zeichen o oder A) gegeben ist, fiir die gilt:

1. ao(b+c)=aob+aoc
(b+c)oa=boa+coa
(ra)ob=r(aocb)
ao(rb) =r(aob)

O

Konstruktion von Algebren

Sei ey, ...e, Basis des Vektorraums, der bereits eine Algebra ist,

dann ist xoy = Z x;€e;) Z yje;) Z Ty €; 0 €.

Die Multiplikation erd also durch die n? Produkte e; o e; festgelegt.
Umgekehrt wird aus R mit x oy = Z z;y;j€; o e; eine Algebra, wenn die Produkte

0,
der Basisvektoren (beliebig) festgelegt werden.

Wir iiberpriifen das.
Sei a = Zaiei, b= Zbiei, Cc = ZCZ‘BZ‘
1. CLO(b—'—C) = Zai(bj—i—cj)eioej
i,
= Zaibjeioej—kZaicjeioej =aob+taoc

1,5 ,J

Entsprechend 2. bis 4.

Assoziative Algebren

Die Multiplikation ist bereits assoziativ, wenn diese Eigenschaft fiir die Basiselemente vorliegt.

(aob)oc = (Zaibjeioej)oc: Zaibj(eioej)oc

i,j 1,J

= Z aibj(Z(ei o e;)ocrey)
i k

= Z aibjcr(e;0e;) oe, = Zaibjckei o(ejoey) =ao(boc)

i3,k .5,k

T © Roolfs
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+ Hodge *-Operator

Um z.B. das Vektorprodukt

a, by asbs — azby
as X bg = a3b1 — a1b3
as b3 a1by — asby
im R? mit aNb = (0461 + aseq + ageg)/\ (b1€1 + b2€2 + 6363)

= albl(el/\el) -+ albg(el/\eg) + ...
= (a2b3 — a3b2>(€2/\63) + (agbl — a1b3>(€3/\61) + (albg — agbl)(el/\eg) oder

arb = (a2b3 — a3b2>(€2/\63) — (a3b1 — a1b3>(€1/\63) + (albg — a2b1>(€1/\62)

zu erhalten, wird ein linearer Operator mit den Zuordnungen
( ) = e
( ) = e

*(81/\63> = —€y
( ) = e3 benotigt. Rechts steht jeweils das fehlende Element, bzw.

das Dachprodukt der fehlenden Basiselemente, xe; = —ejnes, *x1 =ejrnexnes.

Anzahl der Vertauschungen

Das Vorzeichen ist sgn(o) = (—1) , z.B.ist *(ejne3) = —es.

o= (1 ?) g ) Hier ist die Vertauschung 3 mit 2 erforderlich.

*(@aAbAc) = Volgpat

Fiir den R* mit der 4-Form e; A e;Aesn ey der Basiselemente gilt entsprechend:

x(eaNez) = ejNney 2 Vertauschungen fiir die Reihenfolge e;Aesnesney
x(eaney) = —ejnes 3
x(egnesney) = ey 2
x€y = —ejANesghey 1 Vertauschung
x(anb) = axb im R3
x(axb) = anb
x(an xb) = ajby + asbs + azbs Skalarprodukt

Allgemein gilt fir den R"  x(e,1)A ... A€ym)) = SEN(T)€m(hi1) A - - - AEg(n)

Auf der rechten Seite ist die Reihenfolge beliebig, sie wird in sgn(o) berticksichtigt.

T © Roolfs
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+ Hinfiihrung zur Grassmann-Algebra Fliachenfunktion

62\

]Y

Die folgenden Uberlegungen sind fiir e a
die Grassmann-Algebra grundlegend.

Sei A(a,b) der Flacheninhalt des Parallelogramms,

das von den Vektoren a und b aufgespannt wird, A(e;,es) = 1.

Wir untersuchen die Eigenschaften der Funktion A(a, b).

Der Inhalt verdoppelt sich, wenn ein Vektor mit 2 multipliziert wird: A(a,2b) = 2A(a, b).
Aus der Abbildung ist unmittelbar A(a, b+ ¢) = A(a, b) + A(a, ¢) zu erkennen

(das grau gezeichnete, rechte Dreieck wird nach links verschoben, alternative Begriindung mit
Aparallelogramm = ¢ - h, die Hohen addieren sich).

Wenn wir stets linear rechnen, erhalten wir A(a, —1b) = —1A(a, b).
Der orientierte Flacheninhalt ist dann mit einem Vorzeichen behaftet, das auf die
unterschiedliche Lage im Vergleich zu (e;, e3) hinweist.

AY

b

€7
a
J
\

Die Linearitét bedingt Rechnungen mit orientierten Parallelogramminhalten.
Die genaueren Begriindungen liefert die Grassmann-Algebra.

]Y

Ala+b,a+b)=A(a,a)+A(a,b) + A(b,a) + A(b,b) = Aa,b)=—-A(b,a)

—— ——
0 0 0
A(CL, b) = A((a161 + GQEQ), (b1€1 -+ bg@z)) =...= (a1b2 — azbl) A(el, 62)
~—_——
Parallelogramminhalt

A(a,b) + A(a,-b) =0

Die Situation erinnert an den Umgang mit Flédchen unterhalb der x-Achse in der Integralrechnung.

T © Roolfs
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+ Volumenfunktion

Sei V(a, b, ¢) das Volumen eines Spats,
das von den Vektoren a, b und ¢ aufgespannt wird, V' (e, e, e3) = 1.
Leicht zu erkennen ist:

V(a,b, \c) = \V(a, b, c)
V(a,b,c+d)=V(a,b,c)+V(a,b,d)

Die 3 Spate haben gleiche Grundfiichen, die Summe der Hohen rechts ist gleich der Hohe links.
Mit Vgpat = G - h erhalten wir die Behauptung.

V(a,b,c) = detla,b,c]V (e, es, e3)

Scherung

V(a+ Ab,b,c) =V(a,b,c)+ A\V(b,b,c)
0

Schreibweise in der Grassmann-Algebra

(a+ Ab)abrec =anbrec+ Abrabrc
0

e
-

a

Die Rechengesetze (Linearitéat, Antisymmetrie) bleiben fiir orientierte Volumen erhalten,
die Grassmann-Algebra bildet den theoretischen Hintergrund. Sie ist nicht auf die Dimensionen
2 und 3 beschrinkt.

T © Roolfs
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+ Vektor-Geometrie, Anféngliches

Sei {ey, €3, e3} eine orthonormale Basis im R? und seien a, b, ¢, w und v 1-Formen.

{z|(x — a)Au = 0} beschreibt eine Gerade mit dem Stiitzvektor @ und dem Richtungsvektor u,
kurz (x —a)ru = 0.

{z|(x — a)Aunrv =0} beschreibt eine Ebene mit dem Stiitzvektor @ und den Richtungs-
vektoren w und v.

Zur Erinnerung: a, b, ¢ sind genau dann linear abhéngig, wenn anbac = 0 ist.

Fiir Schnitte und Orthogonalitét benttigen wir weitere Begriffsbildungen.

Das orthogonale Komplement sei zunichst fiir die Basisvektoren im R? definiert,

1 =-eney

e = e

e, = —e; beachte die Orientierung
ene; =1

und dann fiir den R?. Das Komplement kann linear fortgesetzt werden.

T = ejNeyNes
e = eyNe;s
e = —(ejne3) =ezne; beachte die erkennbare Orientierung
es = ejNey
ejNey = €3
e ne; = —e

e Ne3 = eq

€3
e Neshe; =1 —€s W €2

_ e
Fiir den R? gilt @, sowie '

arb = (aie; + azey + azes) A (bre; + boes + bses)
= (agbg — a,gbg)(eg/\eg) + (a?,bl - a1b3)(€3/\€1) + (a’lb2 B a2b1)(61/\62)

a = (agbg — a3b2)61 + (agbl — a1b3>€2 + (a1b2 — agbl)eg =axb

aob = anb Skalarprodukt

anb = (are; + ases + ages) A (breg + baes + bzes)
= (a1eane3 + azesne; + aze; Aex) A (breg + boes + bses)
= ajbjeanesne| + asbyeshej ey + asbse; Aegnes
= (a1by + asbs + asbs)e; Aesnes

anb = (a1by + azbs + agzbs)l

I
ll
>
=l
I
S
>
S8

avb = arb Definition des regressiven Produkts avb
vb al bgdw. avb=0

29



+ Schnitt von Ebenen

Das Komplement von n = nie; + nses + nszes lautet m = niesAes + noesAe; + nzeq Aes.

Der Vergleich mit aAb zeigt, dass es (unendlich viele) Vektoren w und v gibt, die eine senkrecht
zu n verlaufende Ebene m = uA v aufspannen. n = u x v ist der Normalenvektor.

Ein Richtungsvektor der Schnittgeraden ist dann n xm = nAm =nvm.
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+ Historisches

Hermann Grassmann 1809-1877 beschéftigte sich wéhrend seines Lehramtsstudiums
autodidaktisch mit Mathematik und Physik. Sein Vater unterrichtete diese Fécher und hatte
bereits iiber ein Produkt in der Geometrie nachgedacht. 1839 verfasste H. Grassmann im
Rahmen der Lehrer-Priifung eine 200-seitige Abhandlung zur Theorie von Ebbe und Flut, in
der er die von ihm konzipierte Vektorrechnung erstmalig anwendete. 1844 erschien

Die Ausdehnungslehre, eine neue mathematische Disciplin (iiber 300 Seiten).

Eine Ausdehnungsgrofle oder extensive Grofle 1. Stufe entsteht durch Translation eines
Punktes von A nach B und entspricht einem Vektor. , Wenn man zwei oder mehrere Strecken
(Ausdehnungsgrofien) stetig aneinander anschlieBt, so ist die Strecke vom Anfangselement der
ersten zum Endelement der letzten die Summe derselben.“ Parallelogramme werden als
Produkte (2. Stufe) von Vektoren aufgefasst. Beliebig viele weitere Stufen kénnen erzeugt
werden. Das Buch enthélt Erlauterungen in epischer Breite, jeder Zusammenhang wird
verbalisiert. Grassmann bemiihte sich vergeblich um Verstdndlichkeit. Seine Theorie, von
Anfang an auf n Dimensionen ausgelegt, schien mit geometrischen Vorstellungen nicht
vereinbar. Die eigenwillige Terminologie ist wenig ansprechend. Das Buch wird von der
Fachwelt ignoriert.

Mathematiker wie Gaufl und Md&bius lehnten eine Rezension ab. Die Miihe, sich in diese
Thematik und die Fiille von neuen Begriffen einzuarbeiten, erschien zu groff im Hinblick auf
den moglichen Erkenntnisgewinn. Gaufl sah in dem Werk ,, Abschweifungen vom math. Grund
und Boden.“

Jedoch: In Schottland entdeckte Hamilton 1852 den Bezug zu seinen Quaternionen und
wiirdigte Grassmanns math. Leistung. Dann widmete er sich wieder den Quaternionen.

1853 verfassten Cauchy und Saint-Venant Schriften mit Inhalten, die Grassmann bereits
entdeckt hatte. Dieser reklamierte bei der Académie frangaise seine Prioritét.

Das eingesetzte Komitee, zu dem Cauchy gehorte, traf nie eine Entscheidung.

1861 erschien eine Umarbeitung der Ausdehnungslehre — Vollstdndig und in strenger Form
bearbeitet (iiber 400 Seiten), nun ohne Hintergrundinformationen und ohne naturwissen-
schaftliche Anwendungen. (Moderne math. Skripten werden so verfasst. Fiir das
Lernen/Lehren wiren derartige Meta-Ausfithrungen, zumindest in Fuinoten, hilfreich.)
Grassmann: ,,... Ich bin der festen Zuversicht, dass die Arbeit, welche ich auf die hier
vorgetragene Wissenschaft verwandt habe, und welche einen bedeutenden Zeitraum meines
Lebens und in demselben die gespannteste Anstrengung meiner Kréfte in Anspruch
genommen hat, nicht verloren gehen wird. ... Es wird dennoch die Zeit kommen, in der es
aus dem Staube der Vergessenheit hervorgezogen werden wird, und wo die darin nieder-
gelegten Ideen ihre Frucht tragen werden.“ Auch diese Fassung hatte eine geringe Rezeption.
Grassmann bewarb sich wiederholt vergeblich um eine Anstellung an der Universitédt und
wandte sich schlieflich enttduscht von math. Studien ab, um sich der Sprachwissenschaft zu
widmen. Hier fand er allgemeine Anerkennung.

Aus der Ehe Grassmanns gingen elf Kinder hervor. Drei seiner Sohne studierten Mathematik.
Grassmanns Einfithrung des Negativen in die Geometrie in Form der Anti-Kommutativitét
ermoglichte die Verallgemeinerung der Flichen- und Volumenberechnung auf n Dimensionen.
Es stellt den Beginn der multilinearen Algebra dar. Viele math. Zusammenhénge, die
Grassmann entwickelt hatte, wurde spéter von anderen wiederentdeckt. In seinen letzten
Lebensjahren gab es vermehrt anerkennende Riickmeldungen zu seinen math. Leistungen.
Sophus Lie besuchte Grassmann, um sich die Ausdehnungslehre erklédren zu lassen. Clifford
schuf die Clifford-Algebra, Gibbs und Heaviside formten um 1880 die Vektorrechnung. Cartan
1869-1951 entwickelte auf der Basis der Grassmann-Algebra die Theorie der alternierenden

Differentialformen. 31



Ich habe mich an der Ausarbeitung einer von E. Artin 1960/61 an der Universitiat Hamburg
gehaltenen Vorlesung Analytische Geometrie und Algebra II orientiert.

Siehe auch:  Clifford-Algebra, geometrisches Produkt
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